ELEMENTE DE PROGRAMARE LINIARA
Dualitatea in programarea liniara

Cuprins

5.1 Dualul unui program liniar

5.2 Invarianta la dualitate a formei canonice
5.3 Principalele rezultate ale dualitatii liniare
5.4 Interpretarea economica a problemei duale
5.5 Algoritmul simplex dual

Probleme propuse

In principiu, oricarui program liniar i se asociazd un altul numit dualul sau si, in esenta, teoria
dualitatii studiaza relatiile dintre cele doud programe dar §i interpretdrile acestora in analiza
economica.
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Reamintim ca o restrictie a unui program liniar s-a numit:

- concordanta, daca este o inegalitate de tipul < intr-o problemad de maximizare sau > intr-o
problemd de minimizare;

- neconcordanta, daca este o inegalitate de tipul > intr-o problema de maximizare sau < intr-o
problema de minimizare.
Restrictiile inegalitati nu fac obiectul acestei clasificari.
Un program liniar in forma canonica este un program in care toate restrictiile sunt inegalitati
concordante si toate variabilele sale respecta conditia de nenegativitate.
Orice program liniar poate fi adus la o formd canonicd fie de maximizare fie de minimizare prin
operatii care nu altereaza nici solutiile admisibile si nici pe cele optime.

5.1 Dualul unui program liniar

Fixdm un program liniar (P) cu m restrictii si n variabile x,,x,,---,x, . Pentru a conferi constructiei

maxima generalitate vom presupune ca, pe langa variabile ce pot lua numai valori nenegative (> 0)
exista si variabile ce pot lua numai valori nepozitive (< 0) precum si variabile fara restrictie de semn,
care pot lua orice valoare reala.

Asociem programului (P) un nou program liniar (Q) numit programul dual, dupa regulile I-IV de mai
jos. In raport cu programul dual (Q), programul (P) se va numi programul primal.

I. Daca in (P) functia obiectiv se maximizeaza (se minimizeaza), in programul (Q) functia
obiectiv se minimizeaza (se maximizeaza).

II. Restrictiei de rang i din programul primal (P) ii corespunde in (Q) o variabila
u, i=1,---,m. Daca restrictia de rang i este o inegalitate concordanta (o inegalitate

1
neconcordanti, respectiv o egalitate) variabila duald u; este nenegativa (nepozitiva,
respectiv fara restrictie de semn).

III. Variabilei x; din programul primal (P) ii corespunde in dualul (Q) restrictia de rang j,
j=1,., n.
- membrul stdng al restrictiei duale este combinatia wua,, +u,a,; +---+u,a, in care

m % mj

a,;,a,;,,a, suntcoeficientii variabilei x; din toate restrictiile programului (P);
- membrul drept este coeficientul ¢; pe care variabila x; 1l are in functia obiectiv din (P);
- daca variabila x; este nenegativa ( nepozitiva, respectiv fara restrictie de semn) restrictia

duala asociata este o inegalitate concordanta (inegalitate neconcordanta, respectiv egalitate)

IV. Functia obiectiv a programului dual (Q) este g=ub +u,b,+---+u,b, unde

b,,b,,---,b, sunt termenii liberi ai restrictiilor din programul primal (P).
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Prin urmare programul dual are atatea variabile (restrictii) cate restrictii (variabile) are programul
primal.

Exemplul 5.1 Constructia dualului unui program liniar poate fi schematizata astfel:

Programul primal Programul dual
3x) — xp +2x3+6x4 212 < up =20
x| +4xy + x4=06 “ uy frs
2x; +3xp +5x3— x4 < 8 < uz <0
x120 3up + uy +2u3 <10
#) xy <0 < —up+duy +3uz =27 ©)
x3 20 < 2u +35u3 < 2
x4 frs © 6up+ uy - uz =4
(min) f =10x) + 7, +2x3 +4x4 (max)g =12u; + 6uy + 8uy

Din constructia prezentata rezultd urmatoarea concluzie importanta:

Dualul programului dual este programul primal.

Referitor la acest fapt, vom spune ca dualitatea liniara are proprietatea de simetrie. Din aceastd cauza,
fiind dat un program liniar (P) si dualul sau (Q), vom spune ca (P;Q) este un cuplu de programe
liniare in dualitate fara a mai specifica in mod expres care problema este primala si care duala.

5.2 Invarianta la dualitate a formei canonice

Duala unei forme canonice de maximizare (minimizare) este o forma canonica de
minimizare (maximizare).

Afirmatia rezulta din schema:

n
2a;x,<b, i=1-,m © u, 20 i=L--,m
j=1
m
(P) x; 20 j=1-,n “ 2ua;>c, j=l-n (Q)
i=1
n . m
(max)f = chxj (min )g =X u,b,
Jj=1 i=1
Forma canonica de maximizare Forma canonica de minimizare

Matricial, un cuplu de probleme 1n dualitate, in forma canonica se scrie:
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Ax<b ud > c
(P) x>0 (9)) u>0
(max) f =cx (min)g = ub

cu conventiile notationale:

a a,, b,
A=t ¢ i | b=|1%|coloand! ; c=[¢, - c,] linie!
aml amn bm
X
x=| i |coloand! ; u=[u, --- u,]linie!
x}’l
Exemplul 5.2 Programele liniare:
3x, +5x, <150
3u, 8u, 250
x, < 20
Su, +u, +5u; 240
(P)y 8x,+5x, <300 (P)

u, 20,u, 20,u; 20

x,20,x,20 .
(min)g =150u, +20u, + 300,

(max) f = 50x, +40x,

in care (P1) este modelul firmei de calculatoare din introducere (sectiunea 1.1 a unitatii de invatare 1)
iar (P2) este dualul sau constituie un cuplu de programe in dualitate , In forma canonica.

Atentie: forma standard nu se conserva prin trecere la programul dual!!. Afirmatia rezultd din
schema:

Z;aifxf:b" i=1---,m YA u, frs i=1--,m
J=
(P) x; 20 j=1-,n < guiaUch j=1--.n;(0)
(max)f = Ye,x, (min )g =3 ub,
j=1 i=1
forma standard de maximizare programul dual nu este in forma standard!

Matricial
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Ax=5b ud>c

Programul in forma standard de maximizare (P) x>0 are dualul (Q) u frs
(max) f =cx (min)g = ub
Ax=>b uAd<c
Analog, programul in forma standard de minimizare (P) x>0  aredualul (Q) u frs .
(min) f = cx (max)g =ub

Este important de retinut faptul ca operatiile prin care un program liniar este adus la o forma
canonica (de maximizare sau de minimizare) nu altereaza constructia programului dual! Acesta
este motivul pentru care forma canonica constituie cadrul natural de prezentare a teoriei
dualitatii liniare.

Exemplul 5.3 Pentru ilustrare, sd consideram programul liniar:
(max)f = x| +2xp — x3
4x1 —3)(?2 +2X3 = 30

(P) 2x1 + xp +5x3 2 50
- X +6XZ +9)C3 <200

leO,xZ SO,X:; frs

al carui dual este programul:

(min)g = 30u; +50uy +200us
4uy +2upy — uz = 1

Q) -3up+ up+6uz< 2

2up +5Suy +9uz = -1

U frs,u2SO,M320

Vom transforma acum (P) intr-un program echivalent (P’), in forma canonica de minimizare, al carui
dual (Q') vom arata ca este echivalent cu (Q). Pentru aceasta:
- Inlocuim functia obiectiv f = x| +2x, —x3 cu functia opusd f'=—f =—-x; —2xy +x3 pe
care 0 vom minimiza;
- inlocuim egalitatea 4x; —3x, +2x3 =30 cu inegalitdtile de sens contrar:

4x1 —3)(?2 + 2)(?3 <30 —4)(?1 + 3)(?2 - 2)(?3 >-30
4)61 —3X2 +2X3 >30

- iInlocuim inegalitatea — x| + 6x, +9x3 <200 cu inegalitatea de sens contrar:
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X1 —6)(52 —9)(53 >-200
-inlocuim x5 =—x5 cu x5 >0 i x3=x3 —x3 cu x3 >0,x3 >0

Mai jos este dat programul (P") impreuna cu dualul sau (Q’)

(min) 1 = —x; +2x5 +x3 —x3 (max)g’ = —30u;" +30u; + 50ub —200u;
—4x; —3xh —2x3 +2x3 > 30 Y ui=0
4x; +3xh +2x3 —2x3 > 30 o uy 20
2x; — xh +5x3 —5x3 > 50 Ya uh >0
(P)4  x;+6x5 —9x3 +9x3 <-200 o uy >0

x; >0 © —dui” +4up +2ub + uz < -1
x5 >0 Ya —3ui +3u] — uh+6uz< 2
x3 >0 > —2ui” +2up +5uh —9u3< 1
x3 20 Ya 2ui” —2uy —Sub +9uz < -1

Efectuand substitutiile:
uj —uy =u; = uy frs
uh =—uy > uy <0
programul (Q') se rescrie:

(max)g’ = —30u; —50uy —200u5

min)g = 30u; +50u, +200
—4Ll1 —2u2 +u3 <-1 ( )g “ U2 U3

4u1 + 2u2 — Uz > 1
< (0 —3Ll1 + Up +6u3 < 2
2u1 +5u2 +9Ll3 =-1

—3u1+u2+6u3 <2
—2Ll1 —5u2 —9u3 <1
21/!1 +5u2 +9u3 <-1

@)

Uy frs,u2 SO,M:; >0

Uy frs ,Up SO,L!_?, >0

5.3 Principalele rezultate ale dualitatii liniare

(@)
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Teorema 1 Fie (P) un program liniar in care functia obiectiv f se maximizeaza si fie (Q) dualul
sdu, in care functia obiectiv g se minimizeaza. Presupunem ca programele (P) si (Q) sunt compatibile
si fie X respectiv u o solutie admisibild oarecare a programului (P), respectiv a programului (Q).
Atunci:

) f(xX)<g@)

i1) Daca f(x) = g(u)atunci x si u sunt solutii optime ale programelor (P) respectiv (Q).

Demonstratie.i) Putem presupune ca (P) si (Q) sunt forme canonice:

Ax<b ud >c
(P) x>0 (0) u>0
(max) f =cx (min)g = ub
.. - Ax <b . uA>c
Prin ipoteza: _ si _
x>0 u=>0
) Ax <b - ud>c o
Atunci: B = udx<ub ; _ = udx>cx
u=>0 x>0

Rezulta: cx <udx <ub sideci: f(x)< g(u).

ii) Daca ¢x =ubsi X nu ar fi solutia optima a programului (P) ar exista o solutic admisibila x’
a lui (P) mai buna decéat x in sensul ca ¢x' > cx . Ar rezulta ca ¢x' > ub < f(x") > g(u) contrar celor
demonstrate mai inainte.

Observatie: Din teorema 1 rezultd in particular ca dacad (P) si (Q) sunt programe compatibile atunci
ambele au optim finit si (max) f < (min)g . In fapt, avem chiar egalitate, aga cum arata urmatoarea:

Teorema 2 (teorema fundamentala a dualitatii) Orice cuplu de programe liniare in dualitate
se gaseste n una si numai in una din urmatoarele trei situatii:

I) Ambele programe sunt compatibile. Atunci ambele programe au solutii optime si valorile
optime ale functiilor obiectiv coincid.
1) Numai unul dintre programe este compatibil celdlalt fiind incompatibil. Atunci programul
compatibil are optim infinit.
IIT) Ambele programe sunt incompatibile.

Nota: ,,Substanta” teoremei fundamentale este datd de afimatiile subliniate; limitele impuse acestei
lucrari nu permit justificarea acestor afirmatii. O precizare la prima asertiune este datd in urmatoarea:
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Teorema 3 Fie (P) un program liniar in forma standard cu optim finit, dat impreund cu dualul

sdu (Q)

Ax=5b ud>c
(P) x>0 (0) u frs
(max) f =cx (min)g = ub

si fie B 0 bazd admisibild a lui (P) a cdrei solutie asociata x* = x(B) este optima. Atunci vectorul:

u' =c®B™!
este o solutie optima a programului dual (Q).

Demonstratie: Teorema 3 va fi o consecinta a teoremei 1 daca demonstram ca:

i) u” este o solutie a problemei (Q) adica u*4 > c;

i) f(x7) = g(u’)
In notatiile introduse in sectiunile precedente avem:

i) u*A—c=u*[B,S]—[cB ,cs]z[u*B—cB ,u*S—cS]:[cB—cB ,cBB_lS—cS]:[O,E]ZO
deoarece B este o baza optima;
i) f(x)=cx"=c’B'b=u"b=g(u")

Foarte important: Solutia optimi " =c¢”B~" a programului dual (Q) se poate citi din tabelul simplex
optim al programului primal (P) fiind formata din marimile:

_ B4 _ —
z;=c"4 —Zciaij

iel

corespunzitoare coloanelor A’ care au format baza unitard de start (dupd cum se stie deja, coloanele

A’ corespunzitoare coloanelor A’/ din baza unitard de start formeazi inversa B~ a bazei optime!! Vezi
sectiunea 4.3 a unitatii de Invatare 4).

In continuare fixam un cuplu (P;Q) de programe liniare in dualitate. Se stie ci fiecirei variabile din (P)
sau din (Q) 1i corespunde o restrictie in cealaltd problema. Prin definifie, ecartul unei restrictii este
diferenta dintre cei doi membri ai sdi. Evident, daca restrictia este o egalitate ecartul sdu este zero in
orice solutie a programului din care face parte restrictia. Vom nota cu S(P,Q) ansamblul relatiilor de

forma:

VARIABILA . ECARTUL restrictiei
din (P) sau din (Q) asociate 1n duala

cu conventia de a nu include in sistem relatiile in care ecartul este identic zero. Relatiile din sistemul
S(P,Q) se numesc relatii de complementaritate.

=0
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Exemplul 5.4 Pentru cuplul de probleme in dualitate:

X, +3x3 <20 < u, 20
2x, +x, >35 < u, <0
3x; —x, +2x; =30 “ us frs
(P) x 20 © U, +2u, +3uy; 2 8 (9))
X, 20 Uy, —uy =—6
X320 < 3u, + 2uy =7
(max)f = 8x; —6x, +7x; (min)g = 20u, +35u, +30u,

sistemul relatiilor de complementaritate este format din egalitatile:

u (x; + 3x;-20)=0 Q)]
u,(2x, + x, -35)=0 (2)
S(P,Q) yx,( uy +2u, +3u; —8)=0 3)
X, ( U, — uy;+6)=0 4)
x5 (3u, +2u; —=7)=0 (%)

Relatia u;(3x; — x, + 2x; —30) = 0 a fost exclusa deoarece ecartul din paranteza este identic zero!

Exemplul 5.5 Pentru cuplul de probleme in dualitate in forma canonica:

Ax<b ud>c
(P) x>0 Q) u>0
(max) f =cx (min)g = ub

sistemul S(P,Q) are forma matriciala:

u(Ax—->b)=0
uA—-c)x=0

(cu notatiile matriciale introduse in sectiunea 5.2)

Exemplul 5.6 Pentru cuplul:



Ax=5b ud>c
(P) x>0 (9)) u frs
(max) f =cx (min)g = ub

in care (P) este o forma standard, sistemul S(P,Q) se reduce la:

uA-c)x=0
Cu aceste pregatiri putem enunta:

Teorema 4 (Teorema ecarturilor complementare) Fie (P,Q) un cuplu de programe liniare in
dualitate si fie S(P,Q) sistemul relatiilor de complementaritate. Atunci, un cuplu de solutii admisibile
(x,u)ale programelor (P) respectiv (Q) este un cuplu de solutii optime ale celor doud programe, daca
si numai daca x si u verifica sistemul S(P,Q).

Demonstratie: Fara a restrange generalitatea putem presupune ca (P) si (Q) sunt forme
canonice:

Ax<b uAd > c
(P) x20 Q) u>0
(max) f = cx (min)g = ub

(aceasta deoarece, orice program liniar poate fi transformat intr-o formad canonicd echivalentd).
Sistemul S(P,Q) se compune din relatiile matriciale:

u(Ax—->b)=0
uA—-c)x=0

= Presupunem ca Xx si u sunt solutii optime ale programelor (P) respectiv (Q). Probam ca xsi u
satisfac sistemul S(P,Q).

Fie a=u(b— Ax)si B=(uA—-c)x .Evident a>0,8>0 deoarece xsi u sunt solutii admisibile ale
celor doud programe. Atunci:

o+ B=ub—uAx + uAx —cx =ub—-cx=0
deoarece, In baza teoremei fundamentale a dualitdtii, optimele cxsi ub ale celor doua programe

coincid!
Din a+ A= 0si a> 0,820 rezultd a =3 = 0 ceeace inseamna cid X si u satisfac S(P,Q).

< Presupunem cd Xxsi u sunt solutii admisibile ale programelor (P) respectiv (Q) care satisfac
sistemul S(P,Q). Din u(b— Ax)=0 si (uA—c)x =0rezultd cx =uAdx =ubsi In baza teoremei 1
solutiile x si u sunt intr-adevar optime.
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Foarte important: teorema ecarturilor complementare ne permite sd determinam solutia optima a unui

program liniar daca stim solutia optima a dualului sau. Altfel spus, rezolvarea unui program liniar
este echivalenta cu rezolvarea dualului sau.

Exemplul 5.7 Consideram cuplul de programe in dualitate din exemplul 5.3. Vom determina solutia
optima a programului (P) stiind cd dualul (Q) are solutia optimd u; =0, u5 ==2,u; = 4 .Introducem

u” in relatiile (1) — (5) din sistemul S(P,Q):

(1) — nu da nimic (in sensul ca paranteza poate avea orice valoare!)
(2) — la optim 2x, + x, —35=0 deoarece u5 =-2#0

(3) — nu da nimic;

(4) — nu da nimic;

(5) — la optim x; = 0 deoarece 3u; +2u; —7=1%#0

Prin urmare, solutia optima a programului (P) trebuie sa verifice relatiile:

{2x1 +x, =35

x3=0
rezultate din analiza intreprinsa, precum si restrictia egalitate din (P):
3x, —x, +2x, =30

Rezolvand sistemul format se gaseste x; =13,x, =9, x; =0.

5.4 Interpretarea economica a problemei duale

Sa consideram un cuplu de programe liniare in dualitate in forma canonica:

jZ:aijxj <b, i=L--m & u, 20
(P)4 x;20 j=L-.n < Z‘u[aUch (0)
(max)fzzlcjxj (min)g:;uibi
Jj= =

Presupunem ca (P) modeleazd activitatea unui sistem de productie in care m resurse R ,R,,---,R_
(forta de munca, capacitafi de productie, materii prime, servicii, bani etc) disponibile in cantitatile
limitate b,,b,,---,b, sunt transformate in » bunuri G,,G,,---,G,. Sistemul realizeaza un venit din
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vanzarea bunurilor G,,G,,:--,G, la preturile ¢,,c,,--,c, . Transformarea resurselor R;in bunurile G,
este descrisa de matricea consumurilor unitare [al./.J i=l--m j=1--,n.

Programul (P) formalizeaza cerinta de a determina in ce cantititi vor fi produse bunurile
din resursele existente astfel incat sistemul sa obtina cel mai mare venit.

In acest context se pune problema determinirii unui continut economic coerent pentru
problema duala (Q).
Fie:

/" =venitul maxim posibil de obtinut din resursele date;

X, ,X,, X, =cantitdtile de bunuri care realizeaza venitul maxim f .

x"=(x;,x;,-++,x,)este deci solutia optima a programului (P) iar /" este optimul acestui program.
Avem relatia:
[T =ex e, x, e, X, (1)

Deoarece venitul maxim f* rezultd in exclusivitate din transformarea resurselor in bunuri (se
presupune cd tot ceeace se produce se si vinde!) rezultd in mod logic ca fiecare resursd are un anumit
aport (contributie) la formarea lui f*. In evaluarea acestor contributii vom folosi aceleasi ipoteze de
liniaritate care ne-au condus la programul liniar (P) si anume:

- aportul unei resurse la formarea venitului maxim poate fi exprimat prin orice numar real
nenegativ;

- acest aport este direct proportional cu cantitatea de resursa disponibila;

- aporturile diferitelor resurse sunt independente intre ele astfel ca venitul maxim este suma
aporturilor individuale.

In acest context, notdm cu u, ,u,,---,u, aportul a cate o unitate din resursele R ,R,,---,R, la

m

formarea venitului maxim /. Ipotezele de liniaritate sus amintite implica:

u, 20,u;,20,--,u, 20 (2)
ST =u'b, +ub, +---+u,b, 3)

La producerea unei unitdti din bunul G,se folosesc cantitdtile aq,;,a,;, -,a,, din resursele
R,R,, -+, R, . Aportul acestor cantititi la venitul f~ este dat de expresia: u;a,; +uja,, +---+u,a,,.
Pe de alta parte, o datd produsi si vanduta, o unitate din bunul G, contribuie la f”cu pretul sdu c;.

Deoarece [ rezultd numai din transformarea resurselor in bunuri si vinzarea acestora este logic ca

* * *
ua,; tu,a,; +--+u,a, 2c; 4)
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Relatiile (1) — (4) coroborate cu teorema fundamentala a dualititii arata ca aporturile unitare
uy,u,,--,u, ale resurselor R ,R,,---,R la formarea venitului maxim f~ constituie solutia

m

optima a programului dual (Q).

Deoarece aportul unitar al unei resurse este exprimat in unitati monetare/unitatea de resursa urmeaza ca
acest aport este practic un pret atasat resursei respective. Totusi, acest aport unitar nu reflectd valoarea
intrinseca a resursei respective si ca urmare nu trebuie identificat cu pretul real al resursei. El cuantifica
importanta resursei in contextul dat, context caracterizat prin:

- resurse disponibile 1n cantitati limitate;

=9

- ,tehnologie liniara” de transformare a resurselor in bunuri;
- preturi determinate pentru bunurile produse si vandute.

Prin urmare, daca in aceste elemente intervin schimbari este posibil ca si aporturile resurselor sa se
modifice, macar ca ,(fizic”, resursele au ramas aceleasi! latd motivul pentru care in literatura de
specialitate, aceste aporturi unitare se numesc preturi umbra sau evaluiri obiectiv determinate.

Relatia (3) arata ca venitul maxim f* depinde liniar — in anumite limite totusi! — de cantitatile

disponibile b,,b,,---,b, de resurse prin intermediul aporturilor unitare u, ,u;,---,u, . Atunci relatia:

A
ob,

i:l’...,m

aratd cd o crestere cu o unitate a disponibilului actual al resursei R, implicd o crestere a venitului
maxim cu valoarea u; .

Consideratiile precedente se pot dezvolta si in contexte mai generale. S presupunem cé intr-o
problema de planificare a productiei resursa R, reprezintd o anumita categorie de forta de munca care

trebuie utilizata in intregime. Restrictia care formalizeaza aceasta cerinta va fi o egalitate si ca urmare,
variabila duald asociatd u, va putea lua orice valoare reali. Daca valoarea optimd u; este negativa
aceasta va Insemna ca cerinfa utilizarii integrale a resursei R, este ,,excesivd”, o eventuala crestere a

disponibilului ei avand efect negativ asupra obiectivului maximizarii venitului. Din contra, o relaxare
a cerintei, adicd admiterea posibilitatii folosirii partiale a resursei In cauza, poate duce la rezultate mai
bune!

Functionarea optimald a sistemului de productie modelat de programul liniar (P) poate fi
descrisa alternativ prin urmatoarea situatie de ,,echilibru”.
Presupunem date urmatoarele ,,propuneri”:

- o combinatie x;,x,,---,x, de cantitati de bunuri ce ar putea fi produse din disponibilele

b,,b,,---,b, de resurse, aceasta insemnand:

n

. .
2a;x; <b i=1l-m
=
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- un sistem de evaludri unitare u,,u,,---,u, ale resurselor cu proprietatea ca pretul fiecarui

m

bun este acoperit de evaluarea resurselor incorporate intr-o unitate din bunul respectiv:

m

* .
u;a;2c; j=l-,n
i=1

u, >0 i=1---.m

1
Presupunem cd au loc implicatiile:

I) daca evaluarea unitard a unei resurse R, este pozitiva atunci resursa este integral utilizata in

producerea bunurilor, in cantitdtile specificate:

n
u; >0 = a,x;=b
j=1

II) daca resursa R, este excedentard, in sensul ca disponibilul depdseste necesarul pentru

producerea cantitatilor specificate de bunuri atunci evaluarea resursei este zero, altfel spus, resursa este
Hgratuita”:

n
2ax; <b = u =0
j=

III) dacd bunul G, se produce efectiv atunci evaluarea resurselor incorporate intr-o unitate este

egala cu pretul bunului:
x;>0 = iufaij =c,

J
i=1

IV) daca evaluarea resurselor incorporate intr-o unitate din bunul G; depaseste pretul bunului

atunci G, este propus a nu se produce:
m
Sula,>c, = x;=0
% 7 j
i=1
Este evidenta indeplinirea relatiilor de complementaritate din teorema ecarturilor complementare:
* G *
u; (b, =2 a;x;)=0 i=1--,m
j=1
o * *
(Z”;ay_c_/)szo ]:17”'5’1
i=1
- - * * * * . . . . A . .
care atestd cd x  =(x,,x,, -, X, ) constituie combinatia in care bunurile ar trebui produse pentru ca

venitul sa fie maxim.
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5.5 Algoritmul simplex dual
Reludm programul liniar general, in forma standard:

Ax=b
(P) x20

(max)f = cx

in ipotezele si notatiile introduse in sectiunile unitatii de Invatare 3.
In raport cu o baza oarecare B a programului (P) am definit urmatoarele concepte:

B

- solutia asociata x(B) = |:x s

i| data de formulele:
X

x® = B7'p, x5 = 0 sau, pe componente: x;=b,iel x;=0,jeJ
- costurile reduse asociate, reunite in vectorul:

¢ =c?B7'S— ¢’ sau pe componente c; = PB4 .=z, —¢c, jeJ
. S — J J J
pS
J

Vom spune ca baza B este:
- primal admisibila daca solutia x(B)asociatd bazei B este admisibila, adica 5; >20,iel;

- dual admisibila daca se verifica criteriul de optimalitate al algoritmului simplex adica:
¢; 20, j e Jin problemele de maximizare sau ¢; <0, j € J in cele de minimizare.

Solutia asociatd x(B)se va numi primal sau dual admisibild daca baza B este primal sau dual
admisibila.

Evident, daca baza B este simultan primal si dual admisibila atunci ea este chiar optima in
sensul cd solutia asociata este o solutie optima a programului (P).

Algoritmul simplex prezentat in capitolul anterior si caruia 1i vom zice in continuare algoritmul
simplex primal determind o bazd optimd prin generarea unei secvente (finite) de baze primal
admisibile. Pentru pornire este necesara cunoasterea unei asemenea baze.

Algoritmul simplex dual datorat lui LEMKE (1953) determind o bazd optima pentru
programul (P) prin generarea unei secvente (finite) de baze dual admisibile si are nevoie la start de o
asemenea baza.

Instructiunile algoritmului simplex dual sunt urmatoarele:

Start: se presupune cunoscutd o baza dual admisibila B precum si tabelul simplex Tg asociat acesteia.
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Continutul unei iteratii:

Pasul 1 (Testul de optimalitate) Daca 5; 2 0,ie [ (adica toate componentele coloanei VVB sunt

nenegative) Stop: solutia asociati bazei B este optimi (fiind simultan primal si dual admisibila). In
caz contrar se trece la:

Pasul 2 (Criteriul de iesire din bazd) Se determina indicele bazic r € [ cu proprietatea:

b, =min{b, ,ie I} (1)
Coloana A" paraseste baza curenta.

Pasul 3 (testul de recunoastere a incompatibilitatii) daca a,; 20, j e J (adica toate componentele

liniei variabilei bazice x, situate in corpul mare al tabelului simplex sunt nenegative) Stop: programul
(P) este incompatibil. In caz contrar se trece la:

Pasul 4 (criteriul de intrare in baza) Se determina indicele nebazic k € J cu formula:

C.
= min _—],jequﬁrj<0 (2)
a.
7

Sk

Ay

Coloana A* intrd in baza curenta.

Pasul 5 (Pivotare) Se construieste tabelul simplex Ty asociat bazei B’ dedusa din B prin inlocuirea
coloanei A" cu coloana A prin pivetarea tabelului simplex Tg cu pivotul @, < 0.

Se actualizeaza baza curentd B «— B’ si se revine la pasul 1 in cadrul unei noi iteratii.
Observatii (similare celor facute pe marginea algoritmului simplex primal):

- alegerea coloanei care pardseste baza curentd dupa relatia (1) are menirea de a accelera
procesul iterativ;

- alegerea coloanei care intrd In baza curentd dupa relatia (2) ne asigura ca si noua baza va fi
dual admisibila;

- In caz cd minimul din (1) sau minimul din (2) nu este unic se aplica regula lui Bland: se alege
indicele cel mai mic care verifica relatia respectiva.

Important: Algoritmul simplex dual nu trebuie privit ca o alternativa a algoritmului primal! Acesta
este si motivul pentru care nu discutdm modalitatile de determinare a unei baze dual admisibile de start.
In principiu, orice problema de programare liniard se va rezolva cu ajutorul algoritmului simplex
primal si numai 1n acele cazuri in care vor rezulta baze dual admisibile se va aplica algoritmul simplex
dual.

Exemplul 5.8 Pentru un program liniar in forma canonica de maximizare §i in care toti termenii liberi
ai restrictiilor sunt nenegativi, rezolvarea (manuald) cu algoritmul simplex primal, nu pune probleme
deosebite: o baza (primal) admisibila de start este formata din coloanele variabilelor de abatere!
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Prin simetrie, aplicarea algoritmului simplex dual unei forme canonice de minimizare, in care toti
coeficientii functiei obiectiv sunt nenegativi, este tot atat de simpla: coloanele variabilelor de abatere
asigurd o baza dual admisibila de start!

Pentru ilustrare vom considera programul liniar:

(mln)f = 12)(?1 + 2)(?2 + 6X3
—3)61 —2XZ + X3 >3
(P)

4)C1 + Xy + X3 >4

X1,Xp,x3 20
Introducem variabilele de abatere x4 §i x5 dupa care inmultim cu -1 egalitatile rezultate:
3x1 +2x) —x3+ x4 =-3
—4x1— xp—x3 +x5 =4
Solutia asociata bazei E = [A4,A5J nu este admisibila:
=0 x=0 x3=0 x4=-3 x5=-4
dar dacd evaluam costurile reduse cj,cy,c3 constatdm cd ele verificd criteriul de optimalitate al

algoritmului simplex — bineinteles pentru problemele de minimizare! — vezi tabelul simplex 5.1 Prin

urmare, baza F = [A4,A5J este dual admisibila.
Sa urmarim aplicarea instructiunilor algoritmului simplex dual (instructiunile evident verificate nu au
mai fost specificate!)

CB| VB | VVB X1 X2 X3 X4 X5
X4 -3 3 2 -1 1 0

s | 4 ala]la o 1

X4 -11 . -5 0 -3 1 2
X2 4 4 1 1 0 -1
f 8 -4 * -4 * -2
12| x; 11/5 0 3/5 -1/5 -2/5

1
2| x2 | -24/5 0 1 | -7/5 | 4/5  3/5

f 84/5 * * -8/5  -4/5 -18/5
12| x; 1/7 1 3/7 0 V7 -1/
6 | x;3 24/7 0 -5/7 1 -4/7  -3/7
f | 156/7 * -8/7 *  -12/7 -30/7

Tabelele 5.1 — 5.4
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Iteratia 1 (tabelul 5.1)
Pasul 2 Conform relatiei (1), coloana A° iese din baza curent.

=12] |=2| |6
-4 |-1]"]|-1]
Pasul 5 Pivotarea tabelului 5.1 cu pivotul incadrat -1 conduce la tabelul 5.2

Pasul 4 Se aplica relatia (2): min{ } =2 = coloana A? intri in baza curent.

Iteratia 2 (tabelul 5.2)

Pasul 2 Coloana A* iese din baza curenti (unic candidat!).
-4 |-4
— 5
Pasul 5 Pivotarea tabelului 5.2 cu pivotul incadrat -5 conduce la tabelul 5.3

b

Pasul 4 Se aplica relatia (2): min{

4 A -
} = g = coloana A! intra in baza curenti.

Iteratia 3 (tabelul 5.3)
Pasul 2 Coloana A? iese din baza curenti (unic candidat!).
Pasul 4 Coloana A® intri in baza curenti (unic candidat!).
Pasul 5 Pivotarea tabelului 5.3 cu pivotul incadrat -7/5 conduce la tabelul 5.4

Iteratia 4 (tabelul 5.4)
Pasul 1 Solutia curenta este simultan primal si dual admisibila .

Solutia optima a programului (P) are componentele:

24
7

*

x| = , x’zk:O , x§= : (min)fzg

1
7

Probleme propuse

1. Scrieti dualele urmatoarelor programe liniare

(max) f =4x) +5x,

(max)f =4x) +5xy + x3 +10x4 +8x5 )

X1 +Xp <15 (mln)f:x1+x2 + X3
—X] + 2)C3 +3X4— X5 >10

x1+7x2 <21 x1+2x2 +3X3 =6

a) ¢ 4x; +7xy =3x3+ x4 +5x5 <30 b) c

3)61—)62 <6 4)61+3X2 +2X3 =7

2x;+3x9 + x3— x4 +4x5 =20
1 2 3 4 5

2)61+)C2 >2 X1,X2,X3 >0
X1,%X92 20;)63,)64 ZO;)CS frs

X1,X2 >0

2. Se considera un program liniar (P) impreund cu dualul sdu (Q). Fie u, variabila din (Q) asociata
primei restrictii din (P). Dacd in solutia optima a dualului(Q), u, are o valoare negativa care din
urmatoarele afirmatii — referitoare la prima restrictie din (P) — este intotdeauna adevarata?
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a) este o inegalitate neconcordanta,

b) este o inegalitate concordanta;

c) este o egalitate;

d) este o egalitate sau o inegalitate concordanta;
e) este o egalitate sau o inegalitate neconcordanta.

3. Sa se scrie dualele urmatoarelor programe liniare:

. (min)f=x1+x2
(min) = 5x) — 6x, (max) f =3x; +5x,
2x1+ )CZZ?)
- X >3 —X|+ xp23
a) b) C) —2x1+ X9 >2
X1+X222 x1+2x2S2
x1+4x2 >4
leO,xZ >0 leO,XZZO
)CIZO,XZ >0

Utilizand metoda grafica sau algoritmul simplex sd se rezolve cuplurile de probleme obtinute. Sa se
compare valorile functiilor obiectiv in solutiile optime atunci cand acestea exista.

4. Se da programul liniar:
(min)g =3x, +5x, + 3x,
P) 2x, —x, +3x; 21

2x, +2x, —x, 24

x <0,x,20,x; 20

Se noteazi cu V numarul varfurilor multimii solutiilor admisibile ale programului dual (Q) si cu u"
solutia optima a lui (Q). Atunci:

a)V:4,u*:(£,gj;b)V:4,u*:(2,§j;<:)V=3,u*=(£,gj;d)V=3,u*=(2,§j;
575 8’8 575

88
e)V=5,u*=[2,§j.
8’8

5. a) Ce particularitate prezinta un program liniar in al carui dual variabilele nu au restrictie de semn?
b) Ce particularitate are un program liniar dacad programul dual asociat este in forma standard?
c) Ce se poate spune despre un program liniar al carui dual are optim infinit?
d) Ce se poate spune despre un program liniar al carui dual este un program incompatibil?
e) Ce se poate spune despre un program liniar al carui dual are optim finit?
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6. a) Scrieti dualul (Q) asociat programului liniar:

(max) f = x, + x,
3x+2x, <12
(P)9-2x+ x,< 2
X +2x,< 6
x20,x,20

b) Se dau urmatoarele cupluri de solutii admisibile pentru cuplul de programe in dualitate (P,Q):

x=(3.3) x=(Z.3
u=(3,0,%) u=(@1,1,1)

Care dintre ele este un cuplu de solutii optime?
7. Scrieti dualul (Q) asociat programului liniar:

(min) £ = 2x, + x,
3+ x,23
(P)3 4x,+3x,26
X +2x,<3
x20,x,20

Care dintre urmatoarele doua cupluri de vectori este un cuplu de solutii optime ale celor doua

(5 >5 { 525

u=(.4.9 0=G.3.0)

8. Se considera programul liniar:
(max) f =3x; —2x, +7x;4

X, — X, +3x5 <30

X;,X5,X3 20

(P)

impreund cu dualul sau (Q) in care variabilele u,,u, sunt asociate primei respectiv celei de a doua

restrictii din (P). Fie x* = (x],x5,x3) si u* = (u;,u;) solutiile optime ale celor doud programe.
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Daca x5 >0 si u; =3 atunci valoarea maxima a functiei obiectiv feste:

a) 216; b) 76; c) 164; d) 52; e)112

9. Se considera programul liniar:

(max) f* = 50x, +40x,
3x, +5x, <150

(P) x, < 20

8x, +5x, <300

x,20,x,20

Fie u,,u,,u, variabilele programului dual.Stiind cd in solutia optima a programului dual avem u,>0 si
u,>0, valoarea maxima a functiei obiectiv din (P) este:

a) 1980 ; b)1890; c)2120; d)2080; e)2020

10. Se considera urmatoarea problema de maximizare a venitului unei firme cu trei activitati care
utilizeaza trei resurse:
(max) f = 5x, +3x, +4x;

X, +2x, +4x, <100

2x; + x, + x5 <100
X, +3x, +3x3 =120
x;20 j=123

Se stie cd baza optimi B este formati din coloanele A®, A' , A% ale matricii tehnologice si ca:

11 3]

2 10 10

gi=| o 2 -1
5 5
117

2 10 10 |

Daca disponibilul actual al resursei R3 — care trebuie consumata 1n intregime - scade cu o unitate atunci
venitul maxim al firmei:

a) creste cu % ; b) creste cu % ; ¢) scade cu % ; d) nu se modifica ; e) scade cu L .
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11. Instructiunile algoritmului simplex dual sunt:

P = Se pivoteaza tabelul simplex curent;

O = Se cerceteaza dacd solutia dual admisibila curenta are toate componentele nenegative;

I = Se aplica criteriul de intrare in baza;

E = Se aplica criteriul de iesire din baza;

S = Se cerceteaza daca este verificata conditia de incompatibilitate de catre programul care se
rezolva.

In ce ordine se aplici aceste instructiuni?
a) O,E,L.S,P ; b) O,E,S,L,P ; ¢) O,S,E,LLP ; d) O,I,S,E,P ; ¢) O,LE,S,P
12. Folosind algoritmul simplex dual si se rezolve.

1) programul liniar ¢) din exercitiul 1;

i1) programul liniar din exercitiul 4;
ii1) programul liniar din exercitiul 7.

(se va proceda ca in exemplul 5.8 din sectiunea 5.5).
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