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4. Metoda simplex

Deoarece stim ca dacd programul in forma standard (P) are optim finit
o solutie optima va fi cu necesitate o solutie de baza si deci va fi asociata unei
baze B*, este natural sda ne Intrebam cum gasim aceastd baza optimald
B*.Traducdnd 1n termeni algebrici procedeul geometric “naiv”’, descris In
finalul sectiunii 3.2, rezulta urmatoarea procedura:

e se genereazd toate bazele programului (P) si se calculeaza solutiile
asociate acestora;

e se elimina solutiile de baza neadmisibile si dintre cele admisibile se
retine acea solutie care ofera functiei obiectiv valoarea maxima.

Nu mai insistam asupra dezavantajelor si lipsurilor acestei scheme deoarece ele
au fost deja mentionate in sectiunea 3.2. “Metoda” descrisd are o alternativa
care, din fericire, s-a dovedit a fi deosebit de eficientd din punct de vedere
practic. Este vorba de metoda simplex datoratd matematicianului american
G.B. Dantzig (1947).

Aceastad metoda este un procedeu de cercetare sistematica a solutiilor
admisibile de baza ale unui program liniar in forma standard (P). Ea presupune
cunoscutd o asemenea solutie, numitd solutie initiala sau de start si 1n
continuare construieste un sir de solutii admisibile de baza dealungul caruia

valoarea functiei obiectiv creste progresiv. Metoda simplex oferd un test
simplu de recunoastere a optimalitatii unei solutii de baza si deasemeni un test
de recunoastere a optimului infinit. Practica numerica a ardatat ca numdrul
solutiilor admisibile de baza efectiv generate este de regula mult mai mic decdt
numarul total al acestora.

Cu anumite precautii, usor de indeplinit, metoda simplex garanteaza
convergenta procesului iterativ in sensul cd o bazd admisibild cercetatd la un
moment dat nu mai revine in iteratiile ulterioare (vezi sectiunea 4.5). Cum
numarul bazelor este finit, urmeaza ca intr-un numar finit de pasi se ajunge fie
la solutia optima fie la concluzia cd programul are optim infinit.

Fireste, in aceasta descriere succintd, am plecat de la ipoteza cunoasterii
unei solutii admisibile de baza initiale, adica de la premiza ca (P) este un
program compatibil. In sectiunea 4.3 vom vedea cum se face recunoasterea
incompatibilitatii unui program liniar.
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4.1 Teoremele fundamentale ale metodel simplex

In prezentarea fundamentelor teoretice ale metodei simplex vom folosi
notatiile introduse in sectiunea 3.5. In mod constant vom presupune ca solutia
(3.5.10), asociata bazei B, este admisibild, adicd b, >20,i /.

Teorema A. Daca tofi T; >0, j el atunci solufia (3.5.10) asociata
bazei B este optima. Daca in plus €, >0, j €J ,atunci ea este si unica solufie

optima a programului (P).

Demonstratie: Fie y = (y,1,...,)" € 4 o solutie admisibila arbitrar
aleasa. Deoarece y, >0, y, =0, ...,y, =0 vom avea:

fly)=f-Xcy, <f=1(x)

Inegalitatea de mai sus aratd ca, dintre toate solutiile admisibile ale
programului(P),solutia X din (3.5.10) oferd functiei obiectiv f cea mai mare
valoare posibila. Daca costurile reduse sunt pozitive si y # X  atunci
inegalitatea de mai sus este strictd, fapt care probeaza unicitatea solutiei
optime X. [ |

Teorema B. Presupunem ca exista indicele keJ astfel ca ¢, <0 si tofi

2, <0,iel (& A" <0).Atunci programul (P) are optim infinit.

Demonstratie: Pornind de la solutia X din (3.5.10) construim o solutie
admisibila variabila dupa cum urmeaza. Inlocuim in (3.5.7):

xk=020; x,=0,jel,j=k (4.1.1)

Rezulta:
x,=b,-03, ,i€l (4.1.2)
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Notam cu X(0) solutia ale carer componente sunt definite in (4.1.1) s1
(4.1.2). Conditia enuntului face ca X(0) € <4, (V) 6 = 0. Evaludm functia
obiectiv in solutia X (0) :

f(X(0)) = f —6¢, (4.1.3)
Rezulta imediat ca: })im f(X(0)) = +o0 .Deci f este nemarginita superior pe =4 i

ca urmare (P) are optim infinit. [ ]

Teorema C Presupunem ca exista k € J astfel incat ¢, < 0dar exista si
indiciie I cu ay > 0. Fie re I indicele determinat prin formula:

b _ in {_b—} (4.1.4)

5I-k iel‘ﬁik>0 alk

Atunci grupul de coloane B' obtinut din B inlocuind coloana A" cu coloana AF
este o baza admisibila a programului (P) si solutia X' asociata ei este cel
putin la fel de buna ca §i solutia X asociata bazei B, adica f(X') > f(X).

Demonstratie: Din (4.1.4) rezulti ci a, >0.Din A*=B"'A"avem:

A¥=BA¥= ¥ @, Al+3, AT

iel,i#r

Deoarece 2, # 0 putem exprima A" in functie de A', i =r si A%

iel,izk ark ark

Din teorema substitutiei rezulta ca sistemul B', format din coloanele Al ,1#r1
si AX, este 0 bazi a problemei (P).

Sa ludm in solutia variabild X (0) construitd in demonstratia teoremei B:
b,

A

0= (4.1.5)

Din formulele (4.1.1), (4.1.2) rezulta:
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b . .

X =——:;%x;=0,jel,j=k
Ak
- b, .

Xlzbi—_r aik,lel

Ak
. = b, _ . .
Pentru 1 = r avem x, =b, ———a, =0 asa ca solutia de mai sus poate fi

Ak

rescrisa astfel:
X; =0,jel,j2zk;x, =0

b, . . b
ay ,1elli#r;x, ==
rk Ark

(4.1.6)

T T

Xi:bi_

|

Notam cu X' solutia ale carei componente sunt definite in (4.1.6). Vom
observa mai Inti ca X' este solutie admisibila a problemei (P), adica are toate
componentele nenegative. Intr-adevar:

- dacd a;; <0 atunci x; > 0;

Pr ﬁik >0 — —
Ak Ak Ak
conform alegerii indicelui r (vezi (4.1.4)).

- daca ay >0 atunci b; - care are loc

In al doilea rand remarcam ca X' este solutia asociatd bazei B'. Intr-adevar, din
(4.1.6) rezulta ca in X' toate variabilele secundare in raport cu baza B' au
valoarea 0. Afirmatia rezultd acum din unicitatea solutiei asociate unei baze.

Utilizand formulele (4.1.3) si (4.1.5) obtinem:
— T Br - T —
fX)=f-—=2 2f=1(X) (4.1.7)
Ark

A
!

In concluzie, X' este cel putin la fel de bunda ca si X.
]

Observatii: 1) Bazele B si B' aparute In enuntul teoremei C diferd una
de alta printr-o singura coloana a matricii A. Doud baze ale programului (P) cu
aceasta proprietate se vor numi in continuare baze vecine §i tot vecine se vor
numi si solutiile asociate.
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2) Teoremele B si C afirma ca dacd o solutie de bazd admisibild X nu
satisface criteriul de optimalitate al teoremei A atunci sau (P) are optim infinit
sau, printre solutiile vecine cu X existd cel putin una la fel de buna ca si X
daca nu chiar mai buna.

Recapituland materialul expus in aceastd sectiune constatdm ca testarea
optimalitatii solutiei X asociate bazei B presupune cunoasterea formei
explicite (3.5.7) a problemei initiale Tn raport cu baza B. Mai mult, dacd X nu
verifica criteriul de optimalitate al teoremei A, constructia solutiei de baza mai
bune X' se face cu ajutorul elementelor aceleiasi forme (3.5.7). In consecinta,

testarea optimalitatii solutiei X' asociatd bazei vecine B' va necesita
cunoasterea formei explicite a problemei initiale in raport cu noua bazd B":

maxf=f—- Y @€

! =
]Xj _CI‘XI‘
jel,j#k
Xj+ X ahxj+agx,=b/ ielizr
(Pg) jel.j#k B (4.1.8)
X + Z alqu] +51’<rXr = bi(
jel,j#k
X15X2 505Xy >0

(Vom remarca faptul cd unele elemente din (4.1.8) sunt deja evaluate! Astfel,
termenii liberi, adica valorile noilor variabile bazice, sunt dati de (4.1.6) in
timp ce constanta f’, care este valoarea functiei obiectiv in noua solutie de
baza X', a fost obtinutd in (4.1.7).)

Fireste, (4.1.8) se poate obtine ca si (3.5.7) prin Tnmultirea la stinga a
sistemului original de restrictii Ax = b cu matricea inversa (B')". Putem deduce
(4.1.8) direct din (3.5.7) cu ajutorul urmatoarelor operatii:

Din ecuatia r a sistemului (3.5.7):

X, + z ﬁrij +§rkxk = br
7k

explicitam xy, impartind relatia cu a, :
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A b
X+ X =X+ 1 X, = —t (4.1.9)

j=k Ak ark ark

Substituim xx dat de (4.1.9) in celelalte ecuatii ale sistemului din (3.5.7).
Obtinem:

a. . _
Xi+ X (@ = )X - —ox, = by -
j=k arg Ak

L ﬁik ,ieI,i;tr (4110)

v-sml
=3

Ecuatiile (4.1.9) , (4.1.10) reprezinta sistemul Ax = b explicitat in noile
variabile bazice x; 1 € I,i #r §i X.

Mai departe substituim acelasi xi si in expresia functiei obiectiv din (3.5.7).
Gasim:

a C
L) - X (G- =T )X +——x, (4.1.11)
Qi j2k a a

f=(f-

Astfel, am exprimat functia obiectiv cu ajutorul noilor variabile nebazice x;
j €l =ksix,.

Prin urmare (4.1.9) , (4.1.10) , (4.1.11) constituie forma explicita a
problemei originale in raport cu noua baza B'. Identificand coeficientii din
aceste ecuatii cu coeficientii corespunzatori din (4.1.8) rezulta formulele:

o ay tel,i#r _ . . .
alj=au——_J ay . .. coal=——K jelizr
a jel,j#k a
— arj . . -, 1
aka5 jel,j#k ; akf:ﬁ_ (4.1.12)
rk rk
- - B — _ _ ar' _ . C
f'=f-—L°c, ; cj:cj—_Jck jel,j#k ; © =——K
A Ak Ak

cunoscute si sub numele de formule de schimbare a bazei.
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4.2 Algoritmul simplex

Rezolvarea efectiva a unui program liniar in forma standard (P) se face
cu ajutorul algoritmului simplex. Acesta este un pachet invariabil de
instructiuni logice si de calcul care, aplicate unei solutii admisibile de baza a
programului (P), stabileste daca solutia respectiva este optima i, in caz
contrar, pune in evidenta situatia de optim infinit sau construieste efectiv o
solutie admisibila de baza mai buna decat cea curenta.

Sa consideram o baza admisibila B precum si forma explicitd (Pg) a
programului (P) in raport cu aceasta baza. (vezi notatiile sectiunii 3.5)

In raport cu aceste date de intrare, continutul unei iteratii simplex este
urmatorul:

Pasul 1. (Test de optimalitate) Daca tofi ¢; 20, j €] solufia de baza

curenta (adica solutia (3.5.10), asociata bazei B) este optima: STOP.
Altminteri:

Pasul 2. Se alege indicele nebazic k € J astfel ca:

jel

Pasul 3. Daca:
3, <0,iel (=Af<0)

programul (P) are optim infinit:STOP. Altminteri:

Pasul 4. Se determina indicele bazic r € I cu formula:

O _ i (b—j (4.2.2)

A idfa >0\ ajy

Pasul 5. Se construieste forma explicita a programului (P) in raport cu
baza B' dedusd din B prin inlocuirea coloanei A" cu coloana A*. Se revine la
pasul 1 in cadrul unei noi iteratii.



4. Metoda simplex 45

Observatn 1) La pasul 2 avem cu necesitate ¢, <0. Despre coloana
nebazicd A* vom spune ca intrd in baza curentd. In demonstratia teoremei C
s-a aratat ca variatia valorii functiei obiectiv la schimbarea coloanei bazice A"
cu coloana A este data de formula:

b
f(x")-1f(X) = —(_—rJEk (4.2.3)
Ak
Cum —— >0 (vezi (4.2.2)) urmeaza ca introducerea in baza a oricarei coloane
Ark

nebazice A’ cu ¢; <0 imbunatateste valoarea curenta a functiei obiectiv.

Alegerea coloanei nebazice care va intra In baza curentd dupd formula (4.2.1)
asigura functiei obiectiv cea mai mare viteza de variatie $i in general conduce
la terminarea algoritmului Tn mai putine iteratii.

2) Se poate arata usor cd daca situatia descrisa in pasul 3 are loc atunci
vectorul w = (wl,wz,...,wn)T definit prin:

Wi:—aik,iEI;Wj:O,jEJ,jik;szl (424)
este o raza extrema a multimii poliedrale —4p.

3) Despre coloana bazicd A" al cérei indice se determind cu formula
(4.4.2) vom spune ca paraseste baza curentd. Alegerea ei dupa formula
amintita asigura admisibilitatea solutiei asociate noii baze B'.

4) Elementul a, , unde k este indicele coloanei care intra in baza iar r

este indicele coloanei care iese din bazd se numeste pivor si operatia de
calculare a elementelor formei explicite in raport cu baza B' din elementele
formei explicite in raport cu baza veche B prin aplicarea formulelor de
schimbare a bazei (4.1.12) poartd numele de pivotare gaussiand.

5) In principiu, problemele de minimizare se reduc la cele de
maximizare in baza relatiei (1.3.1). Algoritmul simplex descris mai sus este

aplicabil si problemelor de minimizare cu urmatoarele mici modificari:

e in pasul 1: solutia curenta este optima daca ¢; <0, j€J;
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e 1n pasul 2: pentru determinarea indicelur coloanei nebazice care
intrd 1n baza curenta se va utiliza formula
Ci = maxC;
je)
De aceastd data vom avea ¢; > 0.

6) Sa presupunem cd baza curentd B este optimald (adicd solutia
asociatd ei verifica testul de optimalitate) si ca existd indici nebazici jel cu
¢; =0. Formula (4.2.3) arata ca introducerea in baza curentd a oricarei coloane

A* pentru care ¢, =0 conduce la solutii de bazi la fel de bune ca si cea

curentd, deci optime. Se poate ardta ca daca il,iz,...,ip ,p =2 sunt toate

solutiile de baza optime ale programului (P) atunci acesta are o infinitate de
solutii optime care au forma:

i=oc1i1+oc2i2+...+ocpip CU 0l,0p,...,0, 20 si oy +oy+.+0, =1

(altfel spus, orice solutie optima este o combinatie convexa a solutiilor optime
de baza)

7) In rezolvarea manuali a programelor liniare (fireste de mici
dimensiuni) se utilizeazd tabelele simplex (3.5.1) asociate diferitelor baze
cercetate. Aceste tabele se deduc unul din altul prin pivotare gaussiana.

In continuare vom aplica algoritmul simplex pe o problema simpla, in
doua wvariabile, pentru a putea ilustra grafic modul in care actioneaza
procedura.
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Exemplul 4.2.1 Consideram programul:

max f = 2x; + X,
(P)yx; —%x5 <4;3x; =X, <18;—x; +2x, <6

XIZO,Xz >0

a cdrui multime de solutii admisibile #p este vizualizata in figura 4.2.1.

A

X2

S x,=42/5, x,=36/5

Figura 4.2.1

Aducem (P) la forma standard adaugand variabilele de abatere x3, X4, Xs:

max f =2x; + X,

Xl — X2 + X3 4
(FSP) 3X1 — Xz +X4 = 18
—X| +2X, +X5= 6

Xj > 0, J = 1,...,5

Se observa ca matricea A a coeficientilor formei standard (FSP) contine baza
unitard E = [ A*,A* A’] a carei solutie asociata:

1=0,%x=0,x3=4,x4=18,x5=6
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este admisibild. In continuare sunt date tabelele rezultate prin aplicarea
algoritmului simplex (tabelele 4.2.1 - 4.2.4). In partea dreaptd am indicat
formele explicite ale problemei (FSP) in raport cu bazele cercetate. In trei

iteratii s-a obtinut solutia optimd x] =% , X5 =%, valoarea maxima a

functiei obiectiv fiind 24; variabilele de abatere au in solutia optimd valorile

* *

*_ 14 — —
X, =%5,x,=x;=0.

2 1 0 0 0

| B|VVB[A' A7 AT A' A’
0 A 4 1|-1 1 0 0 X;-X» + X3 = 4
0lA*| 18 [3 -1 0 1 0 3% - X +x4 18
0|A°] 6 |-1 2 0 0 1 X1 +2X5 x5 = 6
£l o0 [2 -1 * x % 22X X, +Hf = 0
2(A' 4 |1 -1 1 0 0 X -Xo +X3 = 4
0ola*] 6 |o 3 1 0 2% 3% +x - 6
0[A°] 10 |0 1 1 0 1 X, X3 +xs = 10
£ 8 [* 3 2 x % 3%, 42X +f = 8
2 (A 7 {1 0 -122 12 0 X - 1/2x5+1/2x4 = 7
1 [A*] 3 |0 1 -32 12 0 Xy -3/2x5+1/2%4 = 3
0 (A 7 [0 ofs52]-12 1 52x3-12x4 +xs = 7T
f 17 * * -5/2 372 * —5/2X3+3/2X4 += 17
2 [A'|42501 0 0 2/5 1/5 X +2/5x4 +112xs =
42/5
1 [A*[36/5]0 1 0 1/5 3/5 Xs +1/5x4+3/5xs  =36/5
0o |A|145[0 0 1 -15 25 X; -1/5x4 +2/5x5 =
14/5
£ 24| * * 1 1 X, + X5 +f = 24
Tabelele 4.2.1 -4.2.4
Componentele
solutiei de baza Solutia Valoarea
Solutia Baza enerata de algoritm programului | functiei
X1 X, | X3 Xy | Xs (P) obiectiv
s° B'=[A°,A*, | 0| 0| 4 |18] 6 0, 0) 0
A’]
s! B'=[A", A*, 4 oo | 6|10 “4,0) 8
A’]
S’ B*=[A', A%, 71310107 (7,3) 17
A’]
S? B =[A", A%, [42/5]|36/5[14/5| 0 | 0 |(42/5,36/5) 24
A’]
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Tabelul 4.2.5

Este util sd recapituldim intr-un tabel solutiile admisibile de bazd ale
programului (FSP), efectiv generate de algoritm, impreuna cu solutiile

programului (P), asociate prin corespondenta @ din finalul sectiunii 3.3 (vezi
tabelul 4.2.5).

Urmarind imaginea grafica (fig. 4.2.1), deducem sensul geometric al
algoritmului simplex: procedura pleaca dintr-un varf al multimii solutiilor
admisibile apoi se deplaseaza catre un varf “vecin” mai bun s.a.m.d. pana la
gasirea solutiei optime.

4.3 Determinarea unei solutii admisibile de start

Dupa cum s-a specificat, aplicarea algoritmului simplex necesitd
cunoasterea unei baze admisibile de start precum si a formei explicite asociate
acesteia, celelalte forme explicite deducandu-se una din alta prin pivotare
gaussiand. Chiar §i pentru probleme de dimensiuni mici, gésirea unei asemenea
baze de start prin simpla inspectare a coloanelor matricii A, se dovedeste a fi o
treaba complicatd, ne mai vorbind de faptul ca este posibil ca problema sa nu
aibe solutii admisibile. In plus, si nu uitim ca teoria metodei simplex s-a bazat
esential pe ipoteza cd restrictiile problemei sunt liniar independente, lucru
iardsi greu de verificat in practica. Pentru obtinerea formei explicite initiale
avem nevoie de cateva pregatiri.

Vom spune ca programul in forma standard (P) este n forma buna daca
matricea A contine o submatrice unitate de ordinul m (= numarul restrictiilor)
iar termenii liberi sunt nenegativi. Daca este asa, (P) satisface conditia (3.5.1)
iar solutia asociatd bazei unitare este admisibild si poate fi considerata ca
solutie de start pentru aplicarea algoritmului simplex. Daca (P) nu este in
forma buna, el se poate aduce la aceasta forma, notata (FBP), in felul urmator:

e In caz cd unele restrictii ale programului initial au termeni liberi
negativi inmultim aceste restrictii cu -1; in acest fel toti termenii liberi ai
restrictiilor problemei de rezolvat vor fi > 0.

e Se aduce problema la forma standard adaugand variabile de
abatere in restrictiile inegalitati.

e Daca matricea programului rezultat nu contine toate coloanele
matricii unitate de ordinul m, in anumite restrictii se vor adauga noi variabile
nenegative pentru crearea coloanelor lipsd, aceste noi variabile se numesc
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variabile artificiale si1, spre deosebire de cele de abatere, apar §i in functia
obiectiv cu un coeficient comun, foarte mare in valoare absoluta. Coeficientul
va fi negativ daca functia obiectiv se maximizeaza §i pozitiv in caz contrar.

Se observa imediat cd dacd programul initial (P) este compatibil,
solutiile sale admisibile se identificd cu acele solutii ale formei bune in care
variabilele artificiale au valoarea zero. Prin faptul ca variabilele artificiale sunt
insotite Tn expresia functiei obiectiv de niste “penalizdri” foarte mari, metoda
simplex este “instruita” sd caute tocmai asemenea solutii! Si astfel, rezolvarea
formei bune ne conduce la unul din urmatoarele cazuri:

1. Forma buna are optim infinit. Atunci si programul initial are optim
infinit.

2. Forma buna are optim finit dar in solutia optima cel putin o
variabila artificiala are valoare nenula. Atunci programul original este
incompatibil.

3. Forma bund are optim finit si in solutia optima toate variabilele
artificiale au valoarea zero. Ignorand valorile acestor variabile se obtine
solutia optima a programului initial.

Exemplul 4.3.1 Consideram urmatorul program impreuna cu forma sa
standard:

(max)f = 2x, +3x, (max)f =2x, +3x,
2x,+ x, 240 2x, + x, — X, =40
(P) x, +3x, 230 = (FSP)y x, +3x, - X, =30
x, + x, <30 X, + x, +x5=30
x,20,x,20 x;20,j=1..5

Se constatd cd (FSP) nu este in forma buna necontinand decat un singur vector
al matricii unitare de ordinul 3. Vom creea o asemenea matrice introducand in
primele doua restrictii variabilele artificiale X¢ 1 x7. Obtinem programul:
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(max)f =2x, +3x, — Mx, — Mx,

2x, + x, — x4 + X =40
(FBP)y x, +3x, -x, +x,=30 , M>>0
X, + x, + X5 =30

X; >20,7=1..7

Putem aplica algoritmul simplex programului (FBP) plecand de la baza unitara
E=[A% A7, A ] s1 de la solutia asociata acesteia:
X1 =X=X3=X4=0 X5 =30,%x=40,x7=30

Dupa trei iteratii (vezi tabelele 4.3.1 - 4.3.4) se obtine solutia optimad a
programului (FBP) in care variabilele artificiale xs , x; au valoarea zero.
Ignorand aceste valori se obtine solutia optima a formei standard (FSP) si
implicit solutia optima a programului original (P):

X =10,x;=20 f, =80

varibilele de abatere avand valorile: x; =0,x; =40,x; = 0.

2 3 0 0 0 -M -M
& | B VVB Al A’ A’ A* A’ A° A’
M | A® 40 2 1 -1 0 0 1 0
M|AT| 30 1 0 -1 0 0 |
0 | A’ 30 1 1 0 0 1 0 0
f -70M 3M-2  -4M-3 M M * * *
M | A® 30 |53 0 -1 1/3 0 1 -1/3
3 | A2 10 1/3 1 0 -1/3 0 0 1/3
0 | A 20 2/3 0 0 1/3 1 0 -1/3
£ | -30M+30 | -5/3M-1 * M -M/3-1 ¥ * 4AM/3+1
2 | A 18 1 0 350 15 0 3/5 -1/5
3| A° 4 0 1 1/5 -2/5 0 -1/5 2/5
0 | A 8 0 0 2/5 | 1/5 | 1 -2/5 -1/5
f 48 * * 3/5 0 -4/5 * 0 M+3/5 M+4/5
2 | A 10 1 0 -1 0 -1 1 0
3 | A? 20 0 1 1 0 2 -1 0
0 | A 40 0 0 2 1 5 2 -1
f 80 * * 1 * 4 M-1 M

Tabelele 4.3.1 -4.3.4
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Punctele din R corespunzatoare celor patru solutil generate de algoritm sunt
S°=(0,0), S' =(0,10), S*=(18,4), S* =(10,20).

X2

|S': x;=0 , x,=10 C/

/ :
/\ X

|S% x,=18, x,=4

Figura 4.3.1

Urmirind fig. 4.3.1 se constata ca punctele S° si S', ce corespund unor
solutii ale programului (FBP) in care cel putin o variabila artificiald are valoare
nenuld, sunt in afara multimii <4p In timp ce S? si S°, corespunzitoare unor
solutii in care x¢ = x7 = 0, sunt varfuri ale acestei multimi.

Pentru determinarea unei solutii admisibile de baza de start, in situatia
in care programul initial (P) nu este in forma bund, se poate aplica si asa
numita metoda a celor doua faze:

e se introduc in restrictii variabile artificiale, bineinteles acolo unde
este cazul, in scopul formarii unei baze unitare de start (termenii liberi ai
restrictiilor se presupun a fi nenegativi);

e in faza I se minimizeaza suma w a variabilelor artificiale introduse.
Deoarece si aceste variabile sunt supuse conditiei de nenegativitate, urmeaza
ca (min)w > 0. In caz cd (min)w > 0 este clar cd programul initial (P) este
incompatibil; daca (min)w = 0 se trece la:
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e faza a [l-a, in care se optimizeaza functia obiectiv a programului
initial (P) plecand de la solutia de baza rezultata la finele fazei I. (Atentie, la
inceputul acestei faze, vom avea grija sa recalculam costurile reduse ¢, in

raport cu coeficientii functiei obiectiv din (P)!)

4.4. Inversa bazei curente. Solutia optima a problemei duale

Sa consideram un program liniar (P) in formd buna. Renumerotand
convenabil variabilele programului, matricea coeficientilor sistemului de
restrictii are forma:

A=[A",E]

unde E este matricea unitate de ordinul m = numarul restrictiilor din (P). Dupa
cum am vazut, E se ia ca baza de start in procesul rezolvérii programului (P)

prin algoritmul simplex. Daca B este o baza cercetata de algoritm, atunci
matricea formei explicite asociata bazei B va fi:

B'A=[B'A’,B"]

Cum matricea B'A apare in “corpul mare” al tabelului simplex corespunzitor
bazei B, deducem urmatoarea concluzie importanta:

. . . . A . o . -1
La fiecare iteratie, algoritmul simplex pune in evidenta inversa B a
bazei curente. Ea este formata din coloanele A' corespunzatoare coloanelor
unitare A care au format baza de start.

Exemplul 4.4.1 Ne referim la programul (P) rezolvat in exemplul
4.3.1. Deoarece baza de start a fost matricea unitate E = [A6,A7,A5 ], inversa
bazei optime B =[A',A%A"] se “citeste” din ultimul tabel simplex:
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O calitate remarcabila a algoritmului simplex este aceea ca produce
nu numai solutia optima a problemei careia i se aplica ci si solutia optima a
problemei duale.

Sa consideram un cuplu de probleme in dualitate in care una este in forma
standard (vezi sectiunea 2.2):

max f(x)=cx ming(u)=ub
(P)y Ax=0b (O)y ud=c
x>0 u oarecare

Cu notatiile sectiunii 3.5 avem urmatoarea;

Teorema 4.4.1 Presupunem ca (P) are o solutie optima x* asociata
unei baze B. Atunci:

u*=c?B! (4.4.1)

este o solutie optima a problemei duale (Q).

Demonstratie: Vom ardta cd u* satisface restrictiile uAl > ¢ ,] =
1,...,n ale problemei duale (Q). Intr-adevar u*A! - ¢; =c°B™'A! -¢j=¢;, conform

(3.5.6). Avem ¢; 20 ,j=1,...,n, deoarece x* este prin ipoteza solutia optima a

programului (P), astfel ca u* este o solutie a dualei (Q). Mai departe f(x*) =
g(u*) = ¢®B'b. Concluzia teoremei decurge acum din teorema 2.3.1. u

Practic, pentru determinarea solutiei optime duale se procedeaza astfel.
Am ardtat ca rezolvarea unei probleme in forma standard se reduce la
rezolvarea unei probleme de acelasi tip a cdrei matrice contine o submatrice
unitate avand ordinul egal cu numarul restrictiilor.

. . . . -1 . A . .
Atunci inversa bazei optimale B~ se citeste in tabelul simplex asociat
acestei baze pe coloanele A corespunzatoare vectorilor care au format baza
unitara de start!

Extriagand B din tabel se poate aplica formula (4.4.1).
Procedeul descris este valabil si pentru un cuplu general de probleme in

dualitate (P,Q). Intr-adevar, dupa cum am vizut deja, aducerea problemei (P) la
o forma (P;) convenabila aplicarii algoritmului simplex se face prin adaugare
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de variabile: de abatere s§i/sau artificiale. Tn consecinta, duala (Q;) a
problemei (P,) va avea aceleasi variabile si aceeasi functie obiectiv ca si duala
(Q) a problemei initiale(P), diferenta constand in numarul restrictiilor si in
conditiille impuse variabilelor. Se poate ardta fard dificultate cd aceasta
“diferentd” nu inseamnd altceva decat doud modalitdti de scriere a uneia si
aceleiasi probleme, altfel spus (Q) si (Qi), in esentd, coincid! In acest fel,
teorema de dualitate 2.3.3 este probata.

Exemplul 4.4.2 Ilustrdm cele de mai sus, determinind solutia optima a
programului liniar:

min g(u)=40u, +30u, + 30u,
(ON2u; +uy, +uy 22 u +3u, +uy; 23

u, <0,u,<0,u;, 20

care este dualul programului (P) rezolvat in exemplul 4.3.1. Dupa adaugarea
variabilelor de abatere si a celor artificiale, din (P) s-a obtinut programul
(P1) = (FBP) al carui dual este:

min g(u)=40u, +30u, + 30u,
2up + uy uy =2
u, +3u, +u; 23

- u, >0
(Ql) — U 20
u, 20

u, >-M

u, >-M

u,,u,,u, fr.s.
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Restrictia uz > 0 este de fapt conditia de nenegativitate impusa variabiler uz
in (Q) iar -u; > 0, -u; > 0 inseamna u; < 0, u, < 0. Ultimele doua restrictii din
(Q1) sunt superflue pentru cd M este prin definitie >>0. Prin urmare (Q) si (Q))
coincid. Din tabelul simplex 4.3.4 extragem inversa bazei optimale comune B
= [ A", A%2,A" a programelor (P) si (P;) - vezi exemplul precedent - astfel ca
solutia optima a probl;emei duale (Q) este :

1 0 -1
w=c"B'=[2 3 0|-1 0 2|=[-1 0 4]
-2 -1 5
adica: u, =—lLu, =0,u; =4.
Observatie: Folosind notatiille din 3.5 punem in evidentd

cqe +  Br-l
componentele vectorului linie c"B™ :

r.=c?4’=Yca, jeJ

i
/ iel Y

Pentru coloanele unitare A' corespunzatoare vectorilor A' din baza curenta
punem:
m=c 1€l

Din (3.5.6) rezulta atunci ca:

¢, =m-¢ j=1,....n

si deci mdrimile 7; sunt efectiv calculate in procesul evaluarii coeficientilor
;! Acesta este si motivul pentru care de multe ori marimile 7 sunt puse in

evidenta intr-o linie separatd plasatd in tabelul simplex deasupra liniei test. Cu
aceste pregatiri, formula (4.4.1) arata ca:

Solutia optima a problemei duale este data de coeficientii r; din tabelul

simplex al problemei primale, corespunzatori coloanelor unitare care au
format baza de start.

4.5 Convergenta algoritmului simplex
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oS¢ arata usor ca daca mimnimul din (4.2.2) nu este unic atunci noua
solutie de baza x' este degenerata, adica are un numar de componente nenule
< m. Aceasta situatie este delicatd prin faptul ca poate implica neconvergenta
algoritmului. Mai precis, este posibil ca algoritmul sd genereze un sir de solutii

de bazi neoptimale x',x°,...,x”, dealungul ciruia valoarea functiei obiectiv
stationeazd, adici f(x')= f(x*)=---= f(x"), astfel incat x” =Xx' !
Fenomenul descris, numit ciclare, desi teoretic posibil, nu a fost intdlnit in nici

o aplicatie practica, existenta lui fiind probatd doar prin cateva exemple
“artificial” construite.

Exemplul 4.5.1 [Beale] Se considera programul liniar:

X, +4x,— 8x5 — X, +9x, =0
x,  +x,—12x,-5x,+3x,=0
X, + X, =1

(max)f = $x, — 20x, + 5x, — 6x,

O baza admisibild de start este B’ = E = [A', A% A’] a cirei solutie asociata x°
este degeneratd. Intr-adevar, variabilele bazice au valorile:

x1=0,x,=0,x3=1 (toate celelalte variabile fiind nule)
Propunem cititorului s arate ca succesiunea de baze admisibile:
B'=[AYA%A’], B’ = [AYA°A’], B’ = [A°A°A°], B* = [A%A7 A]
B’ =[A%A%A’], B =[A"A’ A’]

poate fi dedusi din B’ prin aplicarea regulilor algoritmului simplex. Se
constatd fara dificultate ca valoarea functiei obiectiv in solutiile de baza
asociate este zero si ca nici una din aceste solutii, toate degenerate, nu verifica
criteriul de optimalitate. Pe de altd parte observam ci baza B® este identica cu
baza B' si deci algoritmul intrd intr-un ciclu infinit fird a putea determina
solutia optima (care exista si este unicd dupa cum vom vedea).

Pentru problemele ale caror solutii de bazd admisibile sunt toate
nedegenerate convergenta algoritmului este asiguratd de urmatoarea :

Teorema 4.5.1 Daca programul in forma standard (P) este compatibil
si toate solutiile sale admisibile de baza sunt nedegenerate atunci aplicarea
algoritmului simplex descris in 4.2 se termina intr-un numar finit de iteratii, fie
cu gasirea solutiei optime, fie cu concluzia ca programul are optim infinit.
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Demonstratie: Fiex’,x',x”,...solutiile cercetate in cursul aplicarii
algoritmului , x° fiind solutia initiald. Avem f(x°)< f(x') < f(¥?) <....
Ipoteza nedegenerarii precum si formula (4.2.3) arata ca de fapt
f(x°) < f(x")< f(x?)... si deci nici o solutie admisibild de bazi nu va fi
cercetata de doua ori. Concluzia teoremei rezultd acum din faptul ca numarul
solutiilor de baza este finit (vezi sectiunea 3.5). u

Din fericire, existd proceduri de evitare a ciclarii care constau intr-o
micd modificare a regulii (4.2.2). Ele sunt incorporate in orice pachet de
programe destinat rezolvarii problemelor de programare liniard. O asemenea
metoda va fi descrisa in cele ce urmeaza. Sunt necesare cateva pregatiri.

Definitie Spunem ca vectorul x = (x;,x,,...,x,) este lexicografic pozitiv §i
scriem x>0 daca x #0 si prima componentd nenula a lui x este pozitiva.

In multimea vectorilor din R” introducem relatia binara:
x>y daca x-y >~ 0
Se verifica usor afirmatiile:

e Dacax >~y §iy >z atunci x >z (tranzitivitate).
e Oricare ar fix , y € R" una si numai una din urmatoarele relatii are
loc:x=y,x>y,y>x

Prin urmare relatia > este o relatic de ordine totald pe R” care extinde relatia
de ordine naturald din R In plus ea este compatibild cu structura liniard a
spatiului R” in sensul ca:

o x>y = xtz>ytz
o x>y SiA>0 = Ax>Ay

Sa consideram acum problema de programare liniara in forma standard:

Ax=b>0
(P} x=0

(max) f* = cx
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Putem presupune ca problema (P) este in forma buna, altfel spus ca matricea A
contine o submatrice unitate de ordinul m, unde m este, ca de obicei, numarul
restrictiilor. Renumerotand convenabil variabilele problemei putem presupune
ca primele m coloane din A sunt unitare, astfel ca A are forma A =[E , S].
Atunci tabelul simplex asociat unei baze oarecare B, nu neaparat admisibila,
are urmatorul continut:

VVB

B b B!

B'S

Fie I multimea indicilor vectorilor A' care formeaza baza B. Pentru fiecare ie 1
notam:

>™im

P A @45.1)

—_ — e . T
unde a,,,a a,, sunt componentele liniei 7 a matricii B™.

200 %ip

Definitie Vom spune ca baza B este lexicografic admisibila daca
g’ = 0 pentru oriceie .

Este clar cd daca B este lexicografic admisibila atunci B este admisibila in
sensul de pand acum adicd b, > 0,i e I. Reciproc, dacid B este admisibila si
solutia asociatd este nedegenerata, adica I;, >0,i el atunci evident, B este
lexicografic admisibila.

Baza de start B’ = E este lexicografic admisibila. intr-adevar:

g =[50, ,.0]  i=1,m

. - . 0 - . _
si este clar cd toti ¢ > 0. Introducem vectorul ¢” =(f,c) in care feste

valoarea functiei obiectiv in solutia asociatd bazei B iar ¢ este vectorul
costurilor reduse corespunzdtoare (vezi sectiunea 3.5).

Definitie Spunem ca baza B' este lexicografic mai buna decdt baza B
(in sensul maximizdrii functiei obiectiv f) si vom scrie B' > B dacd ¢° > ¢".

Evident B' >B este o relatie de ordine totala in multimea bazelor problemei (P).
Se constatd imediat cd dacd B' este lexicografic mai bund decat B atunci B' este

cel putin la fel de buni ca si B in sensul obisnuit adica f'> f .
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Ideea de moditicare a algoritmulul simplex descris 1n 4.2 consta 1n a
pleca de la o bazi B’ lexicografic admisibila si de a genera in continuare numai
baze lexicografic admisibile B! s B? ,... care sa fie din ce In ce mai bune in sens
lexicografic, adica:

B'<B'<B*< ...

Avdnd in vedere ca in sirul de mai sus nu pot exista doua baze identice §i ca
numarul bazelor admisibile este finit urmeaza ca ideea de modificare a
algoritmului simplex propusa mai sus garanteaza convergenta procedurii.

Trecem acum la concretizarea ideii de modificare. Fie B o baza
lexicografic admisibila care nu verifica criteriul de optimalitate al algoritmului
simplex. Determindm cu criteriul (4.2.1) coloana A" care intrd in baza si
presupunem ca AF are si componente pozitive (cu alte cuvinte nu suntem in
cazul optimului infinit). Pentru determinarea indicelui coloanei A’ care
paraseste baza curenta B, 1n locul criteriului (4.2.2) vom folosi formula:

_qu = minlex{_iqf} (4.5.2)

,a:. >0
a,; Bk Ay

in care ¢ ,i e sunt dati de (4.5.1) iar minimul din membrul drept este luat
in sens lexicografic. Acest minim se calculeaza astfel:

e se determind multimea I a indicilor r € I astfel Incat:

. o .1 . .
Daci Iy se reduce la un singur indice r atunci —g¢” realizeazd minimul
ark

lexicografic din (4.5.2). Prin urmare dacd minimul din (4.2.2) este unic cele
doua criterii de iesire din baza (4.2.2) si (4.5.2) coincid.
Daca Iy se compune din cel putin doua elemente, se determind multimea I; c I
a indicilor 7 cu proprietatea ca:

a, _ . a,

— = mmn —
e iely Ay

rl

N

Daca nici I; nu se reduce la un singur element, se determina in continuare sub
multimea I, < I, formatd din indicii » pentru care:
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4 . 4y
—— =min —
a, i€l ay
s.a.m.d.
Se genereaza astfel un sir de submultimi:
hoLioho..
ultima din ele aviand cu sigurantd un singur element ce defineste minimul
lexicografic din (4.5.2). Intr-adevir, daca ultima multime generatd ar contine
cel putin doi indici diferiti 7 si 7', aceasta va fi I, si 1n consecinta:
a. a.,

ri ri

=— pentrutotii = 1,...,m

ceeace ar implica proportionalitatea a doud linii din matricea B, fapt
imposibil. Prin urmare, minimul din (4.5.2) este unic.
Sa aratim acum cd noua bazi B' dedusa din B inlocuind A* cu A”:

e ecste lexicografic admisibila, adica:

qu'>0,iel,i¢r si q,f'>0;

e este lexicografic mai buni decit B, adici ¢° > ¢°.

In baza formulelor de schimbare a bazei (4.1.12) putem scrie relatiile:

, a, : 1

B _ B ik B . B _ B

4 =4, —— 4, 1Fr; 4, =—4,
a,; A

Deoarece prin ipotezd ¢’ =0sia, >0 rezultd ¢/ = 0.Fiei#r. Daci ay<0

atunci in mod clar qu = 0.Daca a; > 0 atunci:

, 1 1
q” =ay [_—qf —_—q,.BJ -0

alk ark

in virtutea alegerii lui r, conform (4.5.2). In fine:¢* =¢* — f—kqf si deoarece
ark

cr < Orezulta g% > ¢°.
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Aplicarea 1n calculul manual a critertulul de 1esire din baza moditicat
(4.5.2) este foarte simpla:

b, _
Daca minimul rapoartelor — , a, >0 din criteriul uzual de iegire
iy
din baza nu este unic si se atinge pe o submultime de indici Iy se cauta minimul

1

—L i el, in care numaratorii sunt luati din prima coloand a
A
inversei bazei curente. Daca nici acesta nu este unic §i se atinge pe o0

rapoartelor

submultime I, < Iy se cauta minimul rapoartelor cii ,i €1, cu numaratorii din
iy

a doua coloana a inversei bazei g.a.m.d. Dupa cum am vazut acest proces se

termind intr-un numdr finit de pasi cu gasirea unui unic indice r. Vectorul A"

paraseste baza.

Consideratiile de mai sus vor fi aplicate problemei din ex.4.5.1 (vezi tabelele
4.5.1-4.5.3)
La prima iteratie intra in bazi A*. Se observi ca:

min{?—1 s b—z} = min{O s 0}

ay, dy

nu este unic. Fie Iy = {1,2}. Prima coloani a inversei bazei curente este A' si
ca urmare calculam:

m{:_:_}m{Li}o:_
ayy dy 1/4 1/2 Aoy

In consecinti vectorul A? pariseste baza s.a.m.d.

0 0 0 3/4 20 12 -6
B B VVB Al A? A’ A A’ A° A’
0 Al 0 1 0 0 1/4 -8 -1 9
0 A’ 0 0 1 0 12 -12 -1/2 3
0 Al 1 0 0 1 0 0 1 0

f 0 * * * -3/4 20 -12 6
0 Al 0 1 -12 0 0 2 -3/4 15/2

3/4 A* 0 0 2 0 1 24 -1 6

0 Al 1 0 0 1 0 0 | 1 | 0
f 0 * 32 * * 2 -5/4 9/2
0 Al 3/4 1 -12 3/4 0 2 0 15/2

3/4 A4 1 0 2 1 1 24 0 6

12 AS 1 0 0 1 1 0 1 0
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| — 7 [ 34 | ~ 377 377 ® 7 ® 977

Tabelele 4.5.1 -4.5.3
4.6 Alte exemple numerice

Aceste exemple au rolul de a ilustra diferitele fapte teoretice prezentate
in sectiunile anterioare.

Exemplul 4.6.1 (Optim infinit, raze extreme).

Vom considera programul (P) impreuna cu forma sa standard (FSP):

(max) f = 3x, +4x, (max) f = 3x, +4x,
—3x, +4x, <12 =3x, +4x, +x, =12
P)y -2x,+ x,<2 = (FSP) -2x,+ x, +x, = 2
X, —2x, <2 x, —2x, +x5= 2
x,20,x,20 x;20,j=1..5

Plecand cu baza unitard admisibild E = [A®, A*, A°] , in doua interatii se ajunge
la tabelul 4.6.1:

3 4 0 0 0
CP B VVB Al A? A’ A* A’
3 Al 4/5 1 0 1/5 -4/5 0
4 A’ 18/5 0 1 2/5 -3/5 0
0 A’ 42/5 0 0 3/5 -2/5 1
f 84/5 * * 11/5 -24/5 *

Tabelul 4.6.1

Conform pasului 3 al algoritmului simplex programul (P) are optim infinit
deoarece:

4 <0iarz4£0

Vectorul w1=(4/5, 3/5, 0, 1, 2/5)T este 0 raza extremd a multimii Hpsp a
solutiilor admisibile ale formei standard (FSP), vezi (4.2.4). Prin "proiectie",
vectorul w'=(4/5, 3/5) este o0 razi extrema a multimii =% a solutiilor admisibile
ale programului initial (P). Din fig. 4.6.1 rezulta ca =% mai are o razd extrema
w?=(2,1)". Aceasti razi se poate determina tot cu ajutorul algoritmului simplex
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64
cu condifla ca la prima interafie, In baza, sa Iie mtrodusa coloana A".

Propunem cititorulului sa efectueze calculele necesare.

'=(4/5,3/5
R e

v2+aw2,a20

O O

Figura 4.6.1

Exemplu 4.6.2 (Incompatibilitate) Consideram programul:

(min) f = 6x, + x, —2x,
Sx,—x,+ x;26

(P) 2x, +x, +3x, <7

=3x, +x,+2x;, =2

X1,X5,%3 20

Dupa introducerea variabilelor de abatere x4, x5 §i a variabilelor artificiale x¢ $i
x7 (In prima i respectiv a treia restrictie) se obtine programul in forma buna:

(min) f = 6x, +x, —2x; + Mx, + Mx, ,M =0
Sx,—x, + x;—Xx, + X =6
(FBP)§ 2x, +x,+3x, + X =
= 3x, +x, +2x, +x,=2
x,20 1<;<7
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(Deoarece functia obiectiv se minimizeazd, variabilele artificiale au fost
incluse in functia obiectiv cu un coeficient pozitiv M foarte mare!)

Pornind de la baza unitara E=[ A% A% A7 ], in doua iteratii algoritmul
simplex produce tabelul 4.6.2, ce contine solutia optima a programului (FBP).

6 1 2 0 0 M
| B | VWB | A! A AP A* A’ A° A’
M | A® 1 0 -1 0 | -1 -1 1 1
6 | A'| 8/13 1 -1/13 01| o0 2/13 0 | -3/13
2 | AP ] 25113 | 0 5/13 1 0 3/13 0 2/13
f o[M-2/13] % [-M-29/13| * |-M|[-M +6/13 | * |-22/13
Tabelul 4.6.2

Deoarece in aceastd solutie variabila artificiala x¢ are valoare nenula,
programul in forma standard si implicit programul original nu au solutii
admisibile.

Exemplul 4.6.3 (Programe liniare cu variabile fara restrictie de semn)

Conditia de nenegativitate impusd variabilelor unui program liniar (P)
nu este deloc restrictivd. Intr-adevar sa presupunem ca in (P) ar exista o

variabila x; ce poate lua orice valoare reald. Inlocuim x; cu diferenta a doua
variabile nenegative:

=x —-x L > t>
x,=x;,—-x;, cux;20, x,20

In consecintd, in locul coloanei A’ a coeficientilor variatiei x; vor apare doud
coloane:

(Ay=A’ (A)) =-A

iar in functia obiectiv coeficientul ¢; se nlocuieste cu: ¢; =¢; si ¢; =—c,

Deoarece (A’)+(A’)" = 0, coloanele (A’) si (A')" sunt liniar dependente si prin
urmare nu vor putea apare simultan In nici o bazd a programului transformat.
Dupa rezolvarea programului transformat, valoarea variabilei originale x; in

*

solutia optimd va fix, :(xj) —(xj) . Cum x; si x;, nu pot fi simultan

. . . * "o * I o A
variabile bazice vom avea:x; =(x;) 20saux; =—(x;) <0dupd cum, in
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solutia optima a programului transformat x,, respectiv x,,a fost variabila

bazica. Pentru ilustrare sa consideram problema:

min f = 3x, +2x,
—-x, +2x, 22
(P)

—3x, +x, <3
X, fara restrictii de semn, x, 20

Inlocuim: x, =x, —x,, addugam variabilele de abatere x3, x; precum si
variabila artificiald xs Tn scopul obtinerii unei baze unitare de start. Rezulta

urmatorul program transformat:
min f = 3x; —3x/"+ 2x, + Mx, ,M>>0

P) - X+ X'+2x,-X; +X,=2

=3x; +3x'+ x, +X, =3

! "
X1, X, Xy, X5,Xy,Xs 20

In continuare dim elementele ultimului tabel simplex:

3 -3 2 0 0 M
[ B VVB (A" (A" A’ A’ A* A’
2 A’ 3/5 0 0 1 -3/5 -1/5 3/5
-3 (A 4/5 -1 1 0 1/5 2/5 -1/5
f - 6/5 0 * * -9/5 -8/5 9/5-M
Tabelul 4.6.3

Solutia optima a programului (P') este deci:

(xi)*:(), (x;)*:4/5’ x;:3/5 fo =—6/5

Urmeaza ca solutia optima a programului original va fi :

x, =—4/5 x,=3/5
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4./ Interpretarea economica a algoritmului simplex

S& consideram cazul in care problema de maximizare In forma
standard:

max f =cx
Ax=b
x>0

reprezintd modelul de optimizare a activititii unei firme (sectiunea 1.1,
exemplul 1). Se cere determinarea combinatiei de bunuri ce urmeaza a fi
realizate precum si a cantitdtilor in care acestea vor fi produse astfel incat
venitul firmei sd fie maxim cu conditia consumadrii integrale a resurselor
disponibile. Ultima cerinta nu este deloc restrictiva intrucat in lista activitatilor
productive putem include la nevoie un numar de activitati fictive ale caror
nivele sa reprezinte resursele neconsumate (aceste activitati fictive corespund
variabilelor de abatere).

O prima concluzie care se desprinde din teoria metodei simplex este
aceea ca in orice solutie optima a modelului numarul bunurilor ce vor fi
efectiv realizate este cel mult egal cu numarul resurselor folosite.

Aceasta rezultd din faptul cd in orice solutie de baza numarul componentelor
nenule nu depaseste numarul restrictiilor. In consecint, realizarea unor bunuri
ce nu sunt incluse in "lista optimd" implicd addugarea unor noi restrictii in
model, fapt care duce la diminuarea optimului initial.

Sa consideram acum un program de productie "de bazd", adica o solutie
admisibild de baza, asociatd unei baze B. Activitdtile i corespunzatoare
coloanelor A’ din B vor fi numite in continuare activitdti de bazd, iar celelalte
activitati secundare. Conform definitiei, acest program nu prevede folosirea
activitatilor secundare iar cantitatile de bunuri realizate in activitatile de baza
trebuie astfel dimensionate incat sa se asigure consumarea intregului stoc de
resurse. In notatiile sectiunii 3.5 :

B:®=56 , x*=0 deundex®=B'h=bH

Dupa cum se vede, lista activitatilor de baza determind in mod unic cantitatile
de bunuri ce pot fi produse si ca atare detectarea unui program mai bun se
poate face numai studiind oportunitatea utilizarii unor activitati secundare care
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sa 1nloculasca o parte din activitatile bazice curente. Pentru aceasta avem
nevoie de un criteriu care sd permitd compararea unei activitati secundare j cu
grupul activitatilor de bazi. Si examinim coloana A’ a tabelului simplex
asociat bazei B. Conform (3.5.3) A’=B"A’ deunde A’ =B. A’ sau:

Al =a A +a, A+ +a, A" (4.7.1)

in ipoteza cd B = [A‘,Az,...,A'”]. Sensul economic al egalitatii (4.7.1) este

urmdtorul: din punctul de vedere al consumului de resurse producerea unei
unitati din bunul ;j este echivalentd cu producerea cantitatilor a,,,a,,,...,q,

9 mj
din bunurile activitatilor de baza. In consecintd, daca se doreste producerea
unei unitdti din bunul j, productia activitatilor de baza trebuie diminuatd cu
cantitatile a,,a,;,...,a,, .Analiza oportunitatii introducerii in fabricatic a

bunului j se va face prin compararea aportului sau la cresterea venitului firmei
cu aportul valoric al cantitatilor a,,,a,,,...,a,, .Astfel, realizarea unei unitati

din bunul j determina cresterea valorii curente a functiei obiectiv cu pretul sau
¢; in timp ce renuntarea la producerea cantitatilor a,;.a,,,...,a,, Inseamna

> mj

diminuarea aceleiasi valori cu suma c,a,; +c,a,,+...+c,a,, .Prin urmare daca

diferenta:

C, =¢a,; +c,a,,+.+c,a, —¢,

este > 0 realizarea bunului j nu este rentabild deoarece nu duce la cresterea
valorii productiei asigurate prin programul curent. Dacd E] > 0 pentru toate
activitdtile secundare, programul de fabricatie curent este optim. Am regasit
astfel criteriul de optimalitate din teorema A sectiunea 4.1. Daci ¢; < 0,
utilizarea activitdtii secundare j duce la o sporire a venitului realizabil prin
programul curent, viteza de crestere fiind - E, . Interpretarea criteriului de
intrare in baza (4.2.1) este acum clara: daca mai multe activitati secundare sunt
rentabile in raport cu grupul activitatilor de baza este preferatd activitatea care
asigurd cea mai ridicata viteza de crestere a valorii curente a productiei.Fie k
aceasta activitate. Ultima problema consta in stabilirea cantitatii din bunul & ce
poate fi realizata in conditiile date. Conform celor de mai sus producerea unei
cantitati 0 din acest bun implicd micsorarea productiei din bunurile activitatilor
de bazd cu cantitdtile fa,, ,0a,,,...,0a ,:

x, =b -0a, ,x,=b,-0a,,,...x, =b, —0a,,
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Deoarece destasurarea unel activitati la un nivel negativ este lipsita de sens
va trebui sa avem b, —fa, =20 i=1,..,m de unde:

0<0, =

min
l,al_k>0 i

]| |N®|

(excludem cazul optimului infinit, nesemnificativ din punct de vedere

, y b,/ . . o 3

economic). Dacd 6, = /7 St 0 =40, obtinem cresterea maximad a valorii
rk

curente a productiei prin utilizarea activitatii £. In acest caz activitatea k£ nu mai
, - — b
este folosita intrucat x, =b, —0,a, =b, ——
a
rk

a, =0. Am obtinut din nou

criteriul de iesire din baza (4.2.2).

4.8 Versiunea revizuita a algoritmului simplex

Reluam programul liniar in forma standard (P):

(max) f = cx
(P) x>0
Ax=b

cu notatiile i terminologia introduse in sectiunile 3.4 - 3.5. Consideram o
iteratie oarecare a algoritmului simplex in care se cerceteaza solutia asociata
unei baze B. Pentru efectuarea iteratiei sunt necesar urmatoarele elemente:

1) Costurile reduse: ¢, = c’B'4’ —¢ jeJ

Daca testul de optimalitate nu este indeplinit se determina keJ astfel ca:

Jj2

¢, =minc,
jeJ

k . - A 9
Coloana A" intra in baza curenta.
2) Componentele coloanei:

4" = B4

3) Valorile variabilelor bazice curente x; , i €l reunite in vectorul:
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b=B"b

Admitand ca nu are loc cazul optimului infinit se determina i €l astfel incat:

b/l — min[%
Ark an>0/ Qik

Coloana A* paraseste baza curentd.

Dupa efectuarea operatiilor necesare evaludrii elementelor amintite, tabelul
simplex curent se pivoteaza cu pivotul a..

Se observa ca aceste marimi numerice se pot calcula direct din datele
o e, . A . -1 .
initiale A, b, ¢ ale programului (P) cunoscand inversa B~ a bazei curente.

Daca avem in vedere solutionarea problemelor practice de programare
liniard caracterizate in primul rand prin numarul mare de restrictii §i variabile
urmatoarele probleme trebuie sa ne dea de gandit:

¢ Din multimea de coloane calculate }/ZB'IAJ , jeJ doar una este
efectiv folosita la aflarea pivotului si anume A* ; toate celelalte servesc la
calculul costurilor reduse conform formulei:

C;:CB A7-cj ,jeJ

Cum in practicd problemele au multe variabile, astfel spus matricea A are
multe coloane, evaluarea coloanelor A’ necesita timp si efort de calcul.

e Exceptand primul tabel simplex, celelalte se deduc unul din altul
prin pivotare gaussiand, facilitind propagarea si amplificarea erorilor de
rotunjire inerente calculului cu numere reale. Este posibil ca 1in final
aceste erori sa
compromitd grav rezultatele (de exemplu o problema compatibilda sd fie
declaratd incompatibila).

e Chiar dacd matricea initialda A este rara (adica densitatea
elementelor nenule este micd), densitatea elementelor nenule in tabelele
simplex generate creste vertiginos, cu efecte negative asupra vitezei de calcul.

Este de la sine inteles ca aceste neajunsuri nu sunt vizibile in calculul
manual. Aceste probleme apar in contextul rezolvarii programelor de
dimensiuni mari cand utilizarea calculatorului este inevitabila!
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Versiunea revizuita a algoritmulur simplex elimina in mare parte
aceste neajunsuri. In esentd, aceastd versiune propune calcularea marimilor
amintite mai inainte Intr-o altd ordine si apelarea la datele initiale ale
problemei. La fiecare iteratie este necesara cunoasterea inversei bazei curente.

Fie B o0 baza a programului (P). Componentele vectorului (linie):
n=c"B"!

se numesc multiplicatori simplex asociati bazei B (vezi observatia din finalul
sectiunii 4.4)

Inserdm elementele B, &, b=B'b si ]_%CB b=nb intr-un tabel:

B-l
T

~ o

B
f

numit tabel simplex redus.
Sa presupunem cunoscutd o solutie admisibila de baza a programului
(P) si tabelul simplex redus al acesteia. Cu aceste pregatiri, continutul unei
iteratii in versiunea revizuitd este urmatorul:
Pasul 1. Se calculeaza costurile reduse:
CIZMj—c, ,jeS
Daca toti cj_-z 0 solutia curenta este optima. Altminteri:

Pasul 2. Se determina indicele nebazic k €J cu proprietatea :

¢k =mine; (e <01)
jel

Coloana A" intrd in baza curentd. Se calculeazia A*=B"'A"
Pasul 3. Dacd A" <0 programul dat are optim infinit. Altminteri:

Pasul 4. Se determina indicele bazei r €l cu proprietatea:

b’/ = min[%
Ark an>0/ Qik
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Coloana A" paraseste baza curentd.

Pasul 5. Se pivoteaza tabelul simplex redus curent cu pivotul ap > 0
(se presupune ca la tabelul simplex redus curent au fost "atasate" coloana A
si costul redus cy)

Fatd de algoritmul simplex standard, versiunea revizuita are o serie de
avantaje:

e utilizarea la fiecare iteratie a datelor initiale ale problemei (pentru
. . . <k . -« .
calcularea costurilor reduse c; si a coloanei A" ) asigura un control mai bun
asupra propagarii erorilor de rotunjire ca §i o viteza de calcul mai mare daca
se are in vedere faptul ca densitatea elementelor nenule in matricea A este de
reguld mica (este stiut faptul ca o operatie de inmultire se efectueaza in
calculator numai daca ambii operanzi sunt nenuli)

o volumul de calcule este in general mai mic, mai cu seamd in situatia
in care numarul variabilelor este cu mult mai mare decat cel al restrictiilor.
Este evident faptul cd aceste avantaje depind de "calitatea" inversei B' a bazei
curente. Intr-adevdr, inversele diferitelor baze cercetate de algoritmul revizuit
se calculeaza ca si in algoritmul standard "una din alta" prin pivotare. Am
amintit deja "riscurile numerice" care decurg din aceasta situatie ce nu poate
fi evitata: pe de o parte propagarea §i amplificarea erorilor de rotunjire cu
impact negativ asupra acuratetii evaluarii diferitelor marimi necesare

efectuarii unei iteratii §i pe de alta cresterea timpului de calcul ca urmare a
"indesirii" elementelor nenule din B”'.In principiu, atenuarea acestor
neajunsuri se face prin reinversarea periodica a bazei curente si "stocarea”
inversei B sub forma unui produs de matrici foarte simple ca structurd.

Pentru determinarea unei solutii admisibile de baza de start, in situatia
in care programul initial (P) nu este in formad bund, se aplicd metoda celor
doua faze (vezi sectiunea 4.3), cu observatia cd la inceputul fazei II, vor trebui
recalculati multiplicatorii simplex ce compun vectorul n=c®B™ in raport cu
coeficientii functiei obiectiv din (P)!

Urmatorul exemplu are menirea de a ilustra diferentele de organizare a
calculelor introduse algoritmul simplex revizuit §i nu de a pune in evidenta
avantajele de ordin "numeric" in raport cu algoritmul standard; este si



4. Metoda simplex 73

mmposibil de facut acest lucru deoarece In calculul manual se lucreaza
"exact". Oricum, in rezolvarea manuald a programelor liniare de dimensiuni

mici se recomanda versiunea standard.

Exemplu 4.8.1 Se considera programul:

(max) f = 3x, + 4x, + x; + 2x, + 2x5 + X,

2x, —4x; + 2x, —2x, <5
2x, —4x, +4x, —2x,+2x 21

(P) _
X, + X, =1

X, + x4+ x,=1

20 ,1</<6

Introducem variabilele de abatere x7, xg in primele doua restrictii obtinand
forma standard dupa care introducem variabilele artificiale xo, xj9, X1; in
restrictiile 2, 3 si 4 in scopul formarii bazei unitare de start. Obtinem sistemul

liniar;

2x, —4x, +2x, —2x4 +x, =5
2x, —4x, +4x, —2x5 +2x, — X5 + X, =1
X, + X, + X
X, + xs+ x4 +x, =1
x; 20 ,j=1L..,11

Faza 1. Atasam sistemului de mai sus functia obiectiv:
W=XgFX10FX11

pe care o minimizim. Luidm ca bazi de start B=E=[A’, A’ A", A'] careia i
corespunde solu‘gia: x1=x2=X3=x4=x5=x6=x8=O , X7:5 . X9:1 ) x10=1 , X11:1. fn
raport cu aceasta baza CB:[O,I,I,I] astfel ca n=cBB'1=[O,1,1,1], w=nb=3 .
Primul tabel simplex redus aratd astfel:

A’ 5 1 0 0 0
A’ 1 0 1 0 0
A" 1 0 0 1 0
A" 1 0 0 0 1
w 3 0 1 1 1
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Tabelul 4.8.1

Calculam costurile reduse cj-mA’-c;. Costurile reduse corespunzatoare
diferitelor iteratii ale fazei I sunt date in tabelul 4.8.6, de fiecare data un cost
incadrat arata coloana care intra in baza curentad.

A" > 2 4 0 1 A*
A’ 5 10 0 0] 2
A’ 1 0 1 0 0 4 |
A" 1 0 0 1 o0 0
Al 1 0 0 0 1 1
w 300 1 1 1 |5=¢
Tabelul 4.8.2
A" > 0 -4 10 A’ A 5> 4 0 10 A’
A" 92 |1 -12 0 0 2 A" |3 1 0 0-2 -4
A* | 17410 1/4 0 0 -1 At |1 0001 | 0
A1 1 o 1o | 1 A (14 |0 1/4 1 -1 Ll |
A" | 3/4 |0 -1/4 0 1 1 | A? [3/4 |0 -1/4 0 1 0
w | 74 (0-1/4 11 [2=¢, w /4 [0 1/4 1 -1 1= ¢

Tabelul 4.8.3 Tabelul 4.8.4

La prima iteratie intrd in baza A* Calculim A*=B'A?; pentru aceasta
(vezi tabelul 4.8.2 care coincide cu 4.8.1) scriem A”in linie, deasupra tabelului

®? AY > 2 2 0 0 Al
0 | A’ 4 1 1 4 -6 4
2 | A* 1 0 00 1| 0
1 [ A 1740 141 -1 L_12
4 | A2 | 34 | 0-1/4 0 1 -12
W 0
/214034 1 5 |90=¢

Tabelul 4.8.5

si facem produsele scalare ale lui (A*)" cu liniile matricei B'; rezultatele le
inscriem in dreapta tabelului 4.8.2. Tot in dreapta jos inscriem costul redus cq.
Parcurgand celelalte etape al algoritmului gisim ca A’ pardseste baza. Se
efectueaza pivotarea tabelului 4.8.2 cu pivotul incadrat si se obtine tabelul
(4.8.3). Tabelele 4.8.4 si 4.8.5 apartin deasemeni fazei 1.
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Coef. functieiob. f | 3 4 1 2 2 1 0 0
Coef. functieiob.w| 0 0 0 0 O 0 0 0 1 1 1
Al A2 A3 A4 AS A6 A7 A8 : A9 AIO All
Matricea A —| 2 0o -4 2 0 -2 1 0,0 0 0
2 4 0 4 2 2 0 1.1 0 0
Costuri reduse 0 1 1 0 0 0 0 0.0 1 0
la iteratia 1o o o 1 1 1 0 0.0 0 1
12 3 1[s]-1 3 = 10 =
FAZA 1 2 (-2 2010 ¢ 32 12 % 1454 ¢ %
3l 1] * 32 12 * 1434 * 2

Lol = = = 92 52 * 34

2 [ x ¢ 9 2 x 30

FAZATl 3 | * * * % 132 9/4 3/4

4 * x x 92 x4 9/8]-38

50 * 3 30 0x L2 32 =

6| * 3 3.2 % 3 %

Tabelul 4.8.6

La iteratia 3 (tabelul 4.8.5) s-a obtinut w = 0, ceea ce inseamna
obtinerea unei solutii admisibile de baza pentru forma standard a programului
(P). Nu s-au mai calculat multiplicatorii simplex relativi la functia obiectiv w si
ca urmare nu s-a mai urmarit verificarea testului de optimalitate in raport cu
aceasta functie! in schimb s-a "actualizat" cBZ[ 0,2, 1,4 ], in raport cu functia
obiectiv originala f'si s-au calculat multiplicatorii simplex in raport cu aceasta
functie.

In alte cinci iteratii se obtine solutia optima a programului dat:

1
X =%

* *
x, =0, x,

* *
=1,x, =x

=0,x, =1

37

s (max)f =

In continuare se dau tabelele simplex reduse ale fazei a II-a.

A > o0 2 01 A
AT 2 114 2| 4 |
A* | 1 0 0 0 1 1
A 1210 12 2 -2 3
A’ 1 |0 0 1 0 0
7115210 3210 -4 [-9= ¢

A > 4 0 1 0 (A)
A’ |12 | 14 -1/4 -1 12| -2
A* |12 | -114 114 1 12 2 |
Al 2| 34 -1/4 -1 -12| -4
A’ 1 0 0 1 0 1
fl 12094 341 12 |9= ¢
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Tabelul 4.8.7 Tabelul 4.8.8
@AY > 0 -1 0 0 A? A" -5 2 2 0 1 A®
Al 110 0o o0 11| o0 A510001|1|
A* | 1/4]-1/8 1/8 12 1/4| -1/8 Al 110 o1 o 0
A 3 |14 14 1 12 -1/4 A 192112 0 2 0 -1
A? | 34| 18 -1/8 122 -1/4) 1/8 Al 6|1 -1 4 2 -6
fo157/4| 9/8 3/8 1172 11/4|-3/8= ¢4 fo1332132 0 7 2 |2=c¢
Tabelul 4.8.9 Tabelul 4.8.10
A® 1 0 0 0 1
A’ 1 0 0 1 0
A | 112 |12 0 2 1
A8 12 1 -1 4 4
13712132 0 7 4

Tabelul 4.8.11
ket

In consideratiile de pani acum am avut in vedere in exclusivitate
numai aspectele teoretice legate de rezolvarea unui program liniar. Rezolvarea
efectiva, mai cu seama a programelor de dimensiuni mari ( rezultate, de
exemplu, din modelarea unor situatii economice reale), de neconceput fara
utilizarea unui calculator , pune insa si alte probleme, de naturd numerica cum
ar fi controlul propagarii erorilor de rotunjire (inerente calculului cu numere
reale) , volumul de memorie necesar stocarii diferitelor informatii numerice
utilizate in procesul rezolvarii, timpul de rulare pana la obtinerea rezultatului
final etc.

Reamintim cu acest prilej cd, nu de putine ori, 0 metoda de optimizare
bine fundamentata teoretic s-a dovedit a fi total ineficientd in practicd din
cauza ignordrii dificultdtilor numerice semnalate mai sus.

De regula cresterea performantelor numerice ale unei metode teoretice se face
prin :

e Reorganizarea procesului de calcul de asa manierd Incat sa se
asigure diminuarea efectelor nefaste ale propagarii erorilor de rotunjire ca si o
vitezd de calcul crescuti. In acest fel s-a ajuns, de exemplu, la versiunea
revizuitd a_algoritmului simplex, versiune care std la baza celor mai multe
pachete de programe utilizate in rezolvarea programelor liniare.
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e Exploatarea structurnn problemer de rezolvat care, 1n cazul unor
dimensiuni apreciabile are de obicei anumite proprietati "speciale". Un

exemplu edificator in acest sens 1l constituie diferitele metode de
descompunere_sau de relaxare din programarea liniard. In principiu, aceste
metode reduc rezolvarea unei probleme de dimensiuni mari, cu structura

speciala la rezolvarea mai multor probleme mai mici si implicit mai usor de
manevrat.

Referindu-ne la eficacitatea practica a algoritmului simplex, dupa o
Jjumdtate de veac de experimente numerice §i perfectionari teoretice, se poate
spune ca acesta s-a dovedit a fi o procedura foarte robusta fiind capabila sa
rezolve programe liniare de dimensiuni impresionante continind sute de
restrictii i mii de variabile.

Este de la sine inteles ca aceste performante n-ar fi fost posibile fara
utilizarea unor calculatoare din ce in ce mai puternice.
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