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 6. Analiza sensitivităţii. Postoptimizare. Programare parametrică 
 
 Orice program liniar în formă standard în care funcţia obiectiv se 
maximizează este perfect determinat de cunoaşterea următoarelor trei masive: 
 
 A ≡ matricea coeficienţilor sistemului de restricţii 
 b ≡ vectorul (coloană) al termenilor liberi 
 c ≡ vectorul (linie) al coeficienţilor funcţiei obiectiv 
 
drept care va fi identificat în continuare prin sigla P(A,b,c): 
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 Pînă acum, elementele masivelor A, b, c au fost presupuse a fi 
cunoscute cu exactitate şi fixate, de unde şi numele de constante atribuit lor. În 
situaţiile practice, suntem obligaţi să privim aceste "constante" şi din alte 
unghiuri de vedere. Să presupunem că P(A,b,c) modelează activitatea unei 
firme. Atunci elementele aij ale matricii A au semnificaţia de consumuri de 
resurse, componentele bi ale vectorului b reprezintă plafoanele resurselor 
disponibile iar componentele cj  ale vectorului c pot fi după caz, preţuri sau 
profituri unitare. 
 Se poate întâmpla ca unele dintre aceste elemente să nu fie cunoscute 
cu exactitate, ele oscilând în jurul unor valori "probabile", ca în următoarele 
exemple: 
 "experţii firmei estimează că pentru luna următoare preţul bunului ... va 
fi în jur de 18 u.m." sau: 
 "directorul executiv apreciază că pentru luna următoare disponibilul 
resursei ... va fi cam de 130 unităţi" 
 În asemenea situaţii suntem interesaţi să ştim dacă la variaţii "mici" ale 
unor constante corespund variaţii "mici" ale soluţiei modelului, altfel spus, 
dacă soluţia modelului depinde "continuu" de aceste constante. Dacă este aşa, 
vom spune că soluţia modelului este stabilă. 
 Studiul stabilităţii este important din punct de vedere economic 
deoarece este posibil ca variaţii mici ale unor constante să antreneze modificări 
majore în soluţia optimă şi în acest caz este necesar să ştim cauzele şi 
proporţiile instabilităţii pentru a putea lua decizia adecvată. 
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 În acest context, analiza sensitivităţii are ca obiect studiul stabilităţii 
soluţiei  optime   a  unei  probleme de optimizare. În cazul liniar, pentru fiecare  
constantă se poate determina un interval de variaţie cu proprietatea că baza 
optimală sau chiar soluţia asociată rămân neschimbate. Acest interval se 
numeşte interval de stabilitate al soluţiei optime în raport cu coeficientul 
considerat. 
 
 Reluând problema firmei sunt situaţii în care constantele modelului sunt 
cunoscute cu exactitate şi fixate doar pe o anumită perioadă, o parte din ele 
suferind modificări de mai mică sau mai mare amplitudine prin trecerea la o 
nouă perioadă. Ce efect au aceste schimbări asupra soluţiei optime este o altă 
chestiune cu serioase motivaţii economice. De exemplu, suntem interesaţi în a 
afla dacă optimalitatea unei combinaţii de bunuri se mai menţine când profitul 
unui bun rentabil scade. Mai departe, ne putem întreba ce se întâmplă dacă 
disponibilul de resurse suferă unele ajustări. Deasemeni este interesant de 
văzut ce efect are introducerea unei noi activităţi productive, considerarea 
unei noi resurse al cărei disponibil limitat face inoperant programul de 
producţie actual sau modificarea tehnologiei de transformare a resurselor în 
bunuri. 
 Evident, la toate aceste întrebări se poate răspunde rezolvând de sine 
stătător problema modificată. În continuare, vom arăta cum se obţine soluţia 
problemei modificate plecând de la soluţia problemei originale. Subiectul în 
discuţie este tentant din start, deoarece este din nou de aşteptat ca, la mici 
modificări ale datelor iniţiale, să rezulte schimbări de mică amploare în soluţia 
optimă originală, schimbări ce se pot determina cu un efort de calcul relativ 
mic, oricum mai mic decât în cazul în care problema modificată ar fi rezolvată 
"de la capăt". 
 Problematica relevată este cunoscută sub numele de postoptimizare. 
 
 În fine, programarea parametrică se ocupă de studiul comportării 
soluţiei unei probleme de optimizare atunci când una sau mai multe constante 
ale problemei depind de un sistem de parametri.(Ne vom mărgini aici numai la 
cazul dependenţei liniare de un singur parametru.) 
 
 Cele trei teme sunt strâns legate între ele. În esenţă, determinarea unui 
interval de stabilitate a soluţiei optime în raport cu un coeficient este o 
problemă parametrică în care însuşi coeficientul respectiv este considerat ca 
parametru. Deasemeni o problemă de postoptimizare poate fi privită ca un caz 
particular al unei probleme mai generale, parametrice etc. 
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 6.1 Analiza sensitivităţii.  Studiu de caz 

 
 Conducerea firmei X, specializată în producerea de aparatură 
electronică a iniţiat un ambiţios program de îmbunătăţire a activităţii sale. Ea 
doreşte în primul rând să ştie care este cel mai bun mod de utilizare a 
resurselor sale interne: capacităţi  de producţie, forţă de muncă, spaţii de 
depozitare, etc. urmând ca în funcţie de rezultate să-şi definitiveze programul 
de aprovizionare cu materii prime şi componente semifabricate precum şi 
programul de producţie pe următoarele luni. Directorul executiv a apelat la o 
echipă de Cercetare Operaţională care a propus programarea liniară ca mijloc 
de investigare şi analiză. Pentru exemplificare, au fost alese trei resurse mai 
importante R1, R2, R3 şi trei produse reprezentative A1, A2, A3 .Din analiza 
situaţiei curente a rezultat că pe durata unei luni activităţile având drept scop 
producerea celor trei bunuri pot fi considerate ca fiind liniare. În tabelul 6.1.1 
sunt date cantităţile din resursele considerate, disponibile la nivelul unei luni şi 
consumurile specifice pentru fiecare bun în parte. 
 

Produse →  Consumuri specifice  
Resurse  ↓ A1 A2 A3 Disponibil 
               R1 1 2 1 130 
               R2 1 1 2 100 
               R3 2 1 3 140 

 
Tabelul 6.1.1 

 
Desigur, în compararea diferitelor moduri de utilizare a resurselor trebuie avut 
în vedere un criteriu de performanţă cum ar fi maximizarea profitului total sau  
a venitului total sau a ratei profitului, minimizarea costului producţiei etc. Se 
poate pune chiar problema elaborării unui program de fabricaţie acceptabil din 
punctul de vedere al mai multor criterii ca în cadrul  analizei multicriteriale, 
dar acest subiect nu va fi tratat în lucrare. 
 
 Pentru început, directorul executiv a cerut echipei să elaboreze o 
propunere de program de producţie care, plecând de la resursele sus amintite, 
să maximizeze profitul total al firmei relativ la bunurile A1,A2,A3.  
 

Profiturile pe unitatea de produs sunt estimate în momentul de faţă la 3, 
4 respectiv 2 unităţi monetare (u.m.). Notând cu x1, x2, x3  cantităţile în care 
bunurile A1, A2, A3 vor fi realizate şi ţinînd seama de ipoteza de liniaritate 
rezultă următorul model matematic: 
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Aducem problema (P) la forma standard prin introducerea variabilelor de 
abatere x4, x5, x6 . Reamintim conţinutul economic al noilor variabile. Deoarece 
expresia x1 + 2x2 + x3 din membrul stâng al primei restricţii reprezintă 
cantitatea din resursa R1 necesară pentru realizarea combinaţiei de bunuri (x1, 
x2, x3) iar termenul liber 130 este cantitatea disponibilă din aceeaşi resursă, 
urmează că diferenţa 130 - (x1 + 2x2 + x3), ce defineşte valoarea varibilei de 
abatere x4, va semnifica tocmai cantitatea din R1 nefolosită. Analog, x5 şi x6 vor 
reprezenta cantităţile din R2 şi R3 neutilizate. 
 
 Aplicăm algoritmul simplex plecînd de la baza unitară de start               
E = [A4,A5,A6]: 
 

   3 4 2 0 0 0 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A6 A6 
0 A4 130 1 2 1 1 0 0 
0 A5 100 1 1 2 0 1 0 
0 A6 140 2 1 3 0 0 1 
 f 0 -3 -4 -2 * * * 

4 A2 65 1/2 1 1/2 1/2 0 0 
0 A5 35 1/2 0 3/2 -1/2 1 0 
0 A6 75 3/2 0 5/2 -1/2 0 1 
 f 260 - 1 * 0 2 * * 

4 A2 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3 
0 A5 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 
3 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 
 f 310 * * 5/3 5/3 * 2/3 

 
Tabelele 6.1.2 - 6.1.4 

 
Pe baza informaţiilor numerice cuprinse în tabelul 6.1.4 al soluţiei optime 
echipa C.O. a formulat următoarele concluzii: 
 

• Profitul maxim pe care firma îl poate obţine luând în calcul numai 
datele prezentate este de 310 u.m. Această valoare reprezintă limita superioară 
a posibilităţilor actuale şi s-ar obţine dacă nu ar exista  nici  un  fel de probleme  
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în legătură cu procurarea altor resurse, cu  situaţia vânzărilor şi în general cu 

tot ce ţine de actul complex al aprovizionării, producţiei şi desfacerii. Marja de 
manevră a conducerii este limitată nu numai de plafoanele resurselor 
considerate ci şi de o mulţime de alţi factori (unii controlabili alţii nu) astfel că 
în realitate profitul este mai mic. Totuşi cifra obţinută trebuie considerată ca o 
valoare de referinţă în raport cu care este necesar să fie evaluate toate celelalte 
decizii privind producţia. 

 
• În contextul dat, combinaţia optimă de bunuri se compune din: 

  
x1* = 50 unităţi din A1 şi x2* = 40 unităţi din A2 

 
Din punct de vedere economic, neincluderea produsului A3 in combinaţia 
optimă se justifică astfel (vezi raţionamentul din secţiunea.7): 
 Notând cu B baza optimă [A2,A5,A1] din tabelul 6.1.4 rezultă: 
 

A BA A A A3 3 1
3

2 2
3

5 5
3

1= = − + +  
 
Se conchide că producerea unei unităţi din A3 ar implica creşterea producţiei 
din A2 cu 1/3 unităţi şi diminuarea producţiei din A1 cu 5/3 unităţi. Variaţia 
profitului are expresia: 
 

2 4 0 31
3

2
3

5
3

5
3 3− − ⋅ + ⋅ + ⋅ = − = −( ) .u m c.  

 
Prin urmare profitul total ar scădea cu 5/3 u.m. la fiecare unitate din A3 inclusă 
în programul de fabricaţie. În consecinţă A3 nu este rentabil a fi realizat dacă se 
are în vedere în exclusivitate criteriul de performanţă ales. După cum vom 
vedea în continuare, situaţia produsului A3 se va schimba în raport cu alte 
criterii de evaluare. 
 

• Resursele R1 şi R3 sunt prevăzute a se consuma în întregime 
deoarece în soluţia optimă . Din resursa Rx x4 6 0∗ ∗= = 2 rămîn nefolosite 

unităţi. Cum aceste consideraţii premerg definitivarea programului de 
fabricaţie, analiza modului de utilizare a resursei R
x5 10∗ =

2 poate fi continuată în mai 
multe direcţii. Astfel, conducerea firmei ar putea decide utilizarea celor 10 
unităţi în alte activităţi productive care nu au fost luate în considerare. 
Alternativ, se poate impune condiţia utilizării integrale a resursei R2 (vezi 
secţiunea următoare). În fine, o a treia cale ar fi suplimentarea disponibilelor 
din R1 şi R3 în scopul utilizării mai bune a resursei R2, fireşte în ipoteza că 
acest lucru este posibil şi că structura sortimentală  de  producţie  găsită  este în  
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89 
concordanţă cu opţiunile firmei. Analiza acestui scenariu ne va prilejui o 
interesantă aplicare a teoriei dualităţii. Într-adevăr, preţurile duale optime ale 
celor trei resurse sunt u u u1

5
3 2 3

2
30∗ ∗ ∗= = =, , (vezi exemplul 4.4.2) şi ele arată 

cu cât creşte profitul maxim la o suplimentare cu o unitate a disponibilului 
acestora. Aşa stând lucrurile, conducerea firmei ar fi mai interesată să mărească 
disponibilul din R1 decât pe cel din R3 dar nici o creştere combinată nu poate fi 
exclusă din start. Să notăm cu ∂b1 şi  ∂b3 cantităţile suplimentare din resursele 
R1, R3 pe care firma ar putea să le direcţioneze către producerea bunurilor A1, 
A2, A3. Noul vector al disponibilului ar fi: 
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astfel că soluţia asociată bazei B devine: 
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Menţinerea structurii sortimentale optime actuale înseamnă: 
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Variaţia valorii (optime) a funcţiei obiectiv la modificările survenite este dată 
de formula: 
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∂ ∂f c B x B c Bx B c B B b B b c B B b c B B b u b= − = ∂ ∂− + − − − = − = ∗ =' ( )1 1 1 1
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Maximizând   ∂f  pe domeniul determinat de inegalităţile precedente se găseşte 
(fie grafic fie cu ajutorul algoritmului simplex): 
 

( ∂b1)* = 30         ( ∂b3)* = 0   →  (max)∂f = 50 
 

Recapitulând, dacă vectorul disponibilului ar fi: 
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atunci resursele ar fi în intregime consumate, combinaţia optimă de bunuri ar 
fi: 
 
x1

1
350 30 40∗ = − ⋅ =  unităţi din A1 , x2

2
340 30 60∗ = + ⋅ =  unităţi din A2 ,  x3 0∗ =

 
iar profitul maxim ar avea valoarea 310 + 50 =360 u.m. 
 

• Să presupunem acum că firma hotărăşte să păstreze pentru mai multe 
perioade (luni) viitoare actuala structură sortimentală în cadrul căreia produce 
numai bunurile A1 şi A2. Pe parcurs însă pot interveni modificări ale 
profiturilor unitare sau schimbări de la o lună la alta în disponibilele resurselor 
(urmare a unor modificări în structura costurilor de producţie, scăderi şi/sau 
creşteri de preţuri pe piaţa de desfacere, schimbări în structura programelor de 
aprovizionare cauzate de modificarea preţurilor materiilor prime la furnizori 
etc.)  

În această situaţie conducerea este interesată în a şti între ce limite 
poate varia profitul unui produs sau disponibilul unei resurse astfel încât 
actuala structură a producţiei să se menţină. 
 
 Să considerăm profitul unitar al bunului A1 a cărui valoare luată în 
calculele anterioare este 3u.m. Recalculăm costurile reduse c3 ,c4 şi c6 
înlocuind 3 cu profitul variabil c1 (vezi tabelul 6.1.4) şi impunem condiţia de 
optimalitate cj  ≥ 0. Obţinem: 
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din care rezultă intervalul de stabilitate: 2 ≤ c1 ≤ 8. Deci atât timp cât profitul 
pe unitatea de produs A1 se menţine între 2 şi 8 u.m. programul de producţie 
optim rămâne neschimbat: 
 

x x x1 2 350 40 0∗ ∗ ∗= =  
 

numai profitul total maxim variază: max f = 50 ⋅ c1 +4 ⋅ 40 = 160 + 50 ⋅ c1. 
 
Pentru profiturile unitare ale bunurilor A2 şi A3 intervalele de stabilitate 
corespunzătoare sunt 3

2 2 3
11
36≤ ≤ ≤c c, . 

 
  Recalculăm valorile variabilelor bazice x2, x5 şi x1 reunite în vectorul 
xB, înlocuind disponibilul actual al resursei R1 de 130 unităţi cu disponibilul 
variabil b1. Condiţia de optimalitate xB ≥ 0 conduce la inegalităţile: 
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din care rezultă intervalul de stabilitate: 70 ≤ b1 ≤ 160. În concluzie, dacă firma 
menţine disponibilul resursei R1 între 70 şi 160 unităţi în combinaţia optimă 
vor intra numai bunurile A1 şi A2 dar în cantităţile variabile: 
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profitul maxim fiind şi el variabil: 
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Încă o dată remarcăm faptul că viteza de creştere a profitului este dată 

tocmai de preţul dual optim u1
5
3

∗ = u.m. al resursei R1. 
 
 Pentru resursele R2 şi R3 intervalele de stabilitate corespunzătoare sunt      
b2 ≥ 90 respectiv 65 ≤ b3 ≤ 170. 
  
 
 6.2 Postoptimizare: cazul în care se modifică unii coeficienţi din 
funcţia obiectiv 
 
 Fie: 
             Problema originală   Problema modificată 

                           ( )
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unde este vectorul noilor coeficienţi ai funcţiei obiectiv. Să 
presupunem că (P) a fost deja rezolvată cu ajutorul algoritmului simplex şi că 
soluţia optimă x* este asociată unei baze B. Se remarcă faptul că (P) şi (P') au 
aceeaşi mulţime de soluţii admisibile. În consecinţă, x* este o soluţie de bază 
admisibilă pentru programul modificat (P'). Pentru a testa optimalitatea soluţiei 
x* în raport cu noua funcţie obiectiv se recalculează costurile reduse: 

c c c cn' ( , ,..., )' ' '= 1 2

 
′ = − ′ ∈−c c B A c jj

B j
j' ,1 J  

 
Dacă toţi c'j  ≥ 0 ,  j∈ J  , x* este soluţie optimă şi pentru (P'). În caz contrar, 
rezolvarea programului (P') se face cu ajutorul algoritmului simplex primal, 
luând x* ca soluţie de start. 
 
 Exemplul 6.2.1 În studiul, de caz din secţiunea 6.1 am determinat 
intervalele de stabilitate ale soluţiei optime x* în raport cu fiecare din 
coeficienţii c1, c2, c3 ai funcţiei obiectiv. Deoarece valorile actuale 3, 4, 2 u.m. 
ale acestor coeficienţi sunt situate în interiorul intervalelor de stabilitate 
corespunzătoare, conchidem că soluţia x* este stabilă în raport cu fiecare din ei 
şi chiar cu ansamblul lor: variaţii "mici" (de câteva procente, să zicem) ale 
profiturilor unitare în jurul valorilor actuale nu modifică soluţia optimă găsită 
şi implică doar o variaţie "mică" a profitului total. 
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Pentru exemplificare, să presupunem că profiturile bunurilor A1 şi A3 

cresc cu 5% iar profitul bunului A2 scade cu 10%: 
 

′ = + ⋅ = ′ = − ⋅ = ′ = + ⋅ =c c c1
5

100 2
10

100 3
5

1003 3 315 4 4 3 6 2 2, , 2 1,  
 

Înlocuind în tabelul 6.1.4 coeficienţii c1 = 3 , c2 = 4 , c3 = 2 cu coeficienţii de  
mai sus şi recalculând costurile reduse rezultă tabelul: 
 

   3,15 3,6 2,1 0 0 0 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 
3,6 A2 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3 
0 A5 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 

3,15 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 
 f 301,5 * * 1,95 1,35 * 0,9 

 
                                                      Tabelul 6.2.1 

 
Prin urmare efectul combinat al schimbărilor survenite în structura vectorului 
profiturilor unitare se materializează doar într-o reducere a profitului total cu 
310 - 301,5 = 8,5 u.m. ceeace reprezintă 2,74% din valoarea iniţială! 
 

Altfel stau lucrurile dacă, de exemplu, profitul unitar al bunului A1 ar fi 
de 2 u.m. în loc de 3 u.m. Ne reamintim că 2 este extremitatea stângă a 
intervalului de stabilitate al soluţiei x* în raport cu c1 = 3! Introducem aceste 
modificări în tabelul 6.1.4 obţinînd tabelul 6.2.2. 
 

   2 4 2 0 0 0 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 
4 A2 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3 
0 A5 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 
2 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 
 f 260 * * 0 2 * 0 

 
Tabelul 6.2.2 

 
Se observă că c3 = 0 , c6 = 0 de unde tragem concluzia că problema are mai 
multe soluţii optime de bază (vezi secţiunea 4.2). Acestea se obţin introducând 
succesiv în baza curentă coloanele A3 şi A6 (vezi tabelele 6.2.3 - 6.2.4). 
 
 
 
 
 

   2 4 2 0 0 0 
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CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6

4 A2 45 0 1 0 1/2 1/2 -1/2 
2 A3 15 0 0 1 -1/2 3/2 -1/2 
2 A1 25 1 0 0 3/2 -5/2 3/2 
 f 260 * * * 2 0 0 

 
                    Tabelul 6.2.3 
 

   2 4 2 0 0 0 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 
4 A2 65 1/2 1 1/2 1/2 0 0 
0 A5 35 1/2 0 3/2 -1/2 1 0 
0 A6 75 3/2 0 5/2 -1/2 0 1 
 f 260 0 * 0 2 * * 

 
Tabelul 6.2.4 

 
Celelalte două soluţii optime de bază au componentele: 
 

x x x1 2 325 45 15∗∗ ∗∗ ∗∗= = =, ,  (val. var. de abatere: ) x x x4 5 6 0∗∗ ∗∗ ∗∗= = =
 

respectiv: 
 

x x x1 2 30 65∗∗∗ ∗∗∗ ∗∗∗= =, , 0= 75

∗∗∗

 (val. var. de abatere: ) x x x4 5 60 35∗∗∗ ∗∗∗ ∗∗∗= = =, ,
 

Ne reamintim că în această situaţie există o infinitate de soluţii optime de 
forma: 
 

x x x x= + +∗ ∗∗α α α1 2 3  cu  α1 , α2 , α3 ≥ 0  şi  α1 + α2 + α3 = 1 
 

(combinaţii convexe ale soluţiilor optime de bază),în care: 
 
  x1 = 50 α1 + 25 α2              x4 =         0 
                        x2 = 40 α1 + 45 α2 + 65α3             x5 = 10 α1 + 35 α3 

       x3 =           15 α2          x6 =           75 α3 
 

Dacă se ia de exemplu: α1 = 3/5 , α2 = 1/5 , α3 = 1/5  se găseşte soluţia: 
 

x1 = 35 , x2 = 46 , x3 = 3    ( x4 = 0 , x5 = 13 , x6 = 15 ) 
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95 
care, deşi optimă, nu este o soluţie de bază avînd cinci componente nenule, 
cu două mai mult decât numărul restricţiilor! 
 
 Să ne întoarcem la problema stabilităţii soluţiei x* în situaţia micşorării 
profitului bunului A1 la 2 u.m. 
Urmărind datele din tabelele 6.2.3 - 6.2.4 se constată că o nouă scădere oricât 
de mică a profitului bunului A1 face ca soluţiile x** şi x** să nu mai fie 
optime! Soluţia care maximizează profitul este x*** şi ea prevede producerea 
în exclusivitate a bunului A2 spre deosebire de soluţiile x* şi x** care au o 
structură sortimentală mai largă! Astfel o mică scădere a profitului bunului A1 
sub valoarea actuală de 2 u.m. antrenează schimbări chiar în structura 
sortimentală a programului de producţie! În consecinţă, soluţia x* este 
instabilă în raport cu eventualele oscilaţii ale profitului bunului A1 în jurul 
valorii de 2 u.m. 

 
 Exemplul 6.2.2 În studiul de caz din secţiunea 6.1 a fost avansată o 
propunere de program de producţie care urmărea maximizarea profitului total. 
În prezent, firma vinde produsele A1, A2, A3 la preţurile 12,18 respectiv          
16 u.m. astfel că profitul maxim de 310 u.m. ar corespunde unui venit total de: 
 

50 ⋅ 12 + 40 ⋅ 18 = 1320 u.m. 

În varianta construită rata profitului ar fi de 
310

1320
100 23 5%⋅ = , . Se pune firesc 

întrebarea dacă propunerea de plan elaborată în 6.1 maximizează venitul total 
al firmei, bineînţeles în ipotezele date adică mărginindu-ne numai la resursele 
R1, R2, R3 şi la bunurile A1, A2, A3 ! Pentru a răspunde la întrebare, în tabelul 
simplex optim 6.1.4 schimbăm coeficienţii c1 = 3, c2 = 4, c3 = 2 ai funcţiei 
"profit total" f cu coeficienţii ′ = ′ = ′ =c c1 212 18, c3 16, ai funcţiei "venit total" f' 
şi recalculăm costurile reduse ′ ′ ′c c c3 4 6, , .Găsim: ′ = − ′ = ′ =c c c3 4 62 8, , 2 . 
Deoarece ′ <c3 0 , soluţia care maximizează profitul total nu conduce şi la un 
venit maxim: introducerea bunului A3 în combinaţia actuală  ar majora venitul 
actual de 1320 u.m. cu 2 u.m. pe unitatea de produs A3! 
 

Aplicând algoritmul simplex primal, într-o singură iteraţie se obţine 
soluţia care maximizează venitul total (vezi tabelele 6.2.5 - 6.2.6): 
 

x1 25∗∗ = u. din A1 , u. din Ax2 35∗∗ = 2  ,  u. din Ax3 15∗∗ = 3 
 
 

 
   12 18 16 0 0 0 
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CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6

18 A2 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3 
0 A5 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 

12 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 
 f' 1320 * * -2 8 * 2 

18 A2 35 0 1 0 1/2 1/2 -1/2 
16 A3 15 0 0 1 -1/2 3/2 -1/2 
12 A1 25 1 0 0 1/2 -5/2 3/2 

 f' 1350 * * * 7 3 1 
 

Tabelele 6.2.5 - 6.2.6 
 

La un venit maxim de 1350 u.m. profitul firmei ar fi de: 25 ⋅ 3 + 35 ⋅ 4 
+ 15 ⋅ 2  = 245 u.m. iar rata profitului ar fi în acest caz de numai 18,1%. 
 

Deşi rata profitului a scăzut cu 23,5 - 18,1 = 5,4% noua soluţie are o 
serie de calităţi: asigură o producţie diversificată întrucât se produc toate 
bunurile şi utilizează integral resursele disponibile. Să observăm deasemeni că 
preţurile duale optime ale celor trei resurse s-au modificat: 
 

u u u1 2 37 3∗∗ ∗∗ ∗∗= =, , 1=   faţă de  u u u1
5
3 2 3

2
30∗ ∗ ∗= = =, ,   

 
Se justifică astfel afirmaţia din secţiunea 2.4 potrivit căreia preţurile 

duale nu reflectă valoarea intrinsecă a resurselor ci arată măsura implicării 
acestora în procesul de optimizare a obiectivului urmărit. 
 
 
 Exemplul 6.2.3  Am văzut că în soluţia care maximiza profitul, resursa 
R2 nu era folosită în întregime. Se poate pune problema determinării unei 
soluţii care să maximizeze profitul cu condiţia utilizării integrale a acestei 
resurse. Pentru a obţine un răspuns prin reoptimizare, transformăm variabila de 
abatere x5 în variabilă artificială înlocuind în funcţia obiectiv coeficientul său 
c5 = 0 cu o constantă negativă  -M << 0. Introducem acest coeficient în tabelul 
6.1.4 şi aplicăm algoritmul simplex primal. Invităm cititorul să facă calculele 
necesare anunţându-l că va trebui să obţină soluţia care maximizează venitul 
firmei. 
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 6.3 Postoptimizare: cazul în care modificările se produc în 
vectorul termenilor liberi 
 
 

x x

)

x

                Problema originală                           Problema modificată 

( )
(max)

P
Ax b
x

f c

=
≥

=









0                                 ( ' )
'

(max)
P

Ax b
x

f c

=
≥

=









0  

 

unde este noul vector de termeni liberi. Se observă uşor că 
(P) şi (P') au aceleaşi baze dual admisibile. Fie B o bază optimală a 
programului (P). Calculăm soluţia x' a programului modificat (P'), asociată 
bazei B: 

(b b b bm

T
' , ,...,' ' '= 1 2

 
x'B=B-1b'        x'S=0 

 
Cum am remarcat deja, x' este o soluţie dual admisibilă pentru (P'). Dacă x'B ≥ 
0 atunci x' este şi admisibilă şi deci optimă. Altminteri, rezolvarea problemei 
(P') se va face cu ajutorul algoritmului simplex dual, luând  x' ca soluţie de 
start. 
 
 
 6.4 Postoptimizare: introducerea unei noi activităţi în model 
  
 Problema originală                                           Problema modificată 

( )

(max)

P

A x b

x

f c

j
j

j

n

j

j j
j

n

=

≥

=














=

=

∑

∑

1

1

0                                 ( ' ) , ;

(max) '

P

A x A x b

x j n x

f c x c x

j
j

n
n

j

n

j n

j j
j

n

n n

+ ⋅ =∑

≥ ≤ ≤ ≥

= ∑ +














+
+

=

+

=
+ +

1
1

1

1

1
1 1

0 1 0

 
 Dacă  este soluţia optimă a programului (P), 

asociată unei baze B, atunci  este evident o soluţie 
admisibilă pentru (P') asociată aceleaşi baze B. Pentru a decide asupra 
optimalităţii soluţiei x' calculăm: 

x x x xn
T* * * *( , ,..., )= 1 2

x x x xn
T' ( , ,..., , )* * *= 1 2 0

  
 
 



I. PROGRAMARE   LINIARA 98 
c c B A cn

B n
n+

− +
+= −1

1 1
1  

 
Dacă cn+ ≥1 0  atunci x' este soluţie optimă pentru problema (P'): noua 
activitate An+1 nu este "rentabilă" în raport cu grupul activităţilor reprezentate 
în x*. 
Dacă c , aplicăm în continuare algoritmul simplex, luând x' ca soluţie de 
start; la prima iteraţie, noua coloană A

n+ <1 0
n+1 va intra în bază. 

 
 Exemplul 6.4.1 Considerăm problema maximizării profitului firmei X 
din secţiunea 6.1; firma doreşte să introducă în fabricaţie şi produsul A' ale 
cărui consumuri specifice din resursele R1, R2, R3 sunt 2 , 3 respectiv 1 unităţi. 
Remarcăm faptul că A' realizează un consum superior din resursa R2 şi este de 
aşteptat ca includerea sa în programul de fabricaţie să conducă la o utilizare 
mai bună a acestei resurse (ne reamintim că în soluţia care maximiza profitul 
total resursa R2 era excedentară!). Deocamdată preţul produsului A' nu este 
fixat şi ca urmare nici profitul unitar nu este cunoscut. În ce condiţii ar putea fi 
inclus A' în combinaţia care maximizează profitul? 
 
 Notăm  cu A7 coloana consumurilor specifice relative la bunul A' şi fie 
c7 profitul unitar al acestui bun. Din teoria generală rezultă că A' nu este inclus 
în combinaţia optimă atât timp cât costul său redus în raport cu baza optimală    
B = [A2, A5 ,A1] este nenegativ. Calculăm c7 folosind datele din tabelul 6.1.4: 
 

[ ]c c B A c c cB
7

1 7
7

2
3

1
3

1
3

1
3

1
3

2
3

7 74 0 3
0
1
0

2
3
1

4= − =
−

− −
−
































− = −−  

 
Atunci: 

 c7 ≥ 0 ⇒ c7 ≤ 4 u.m. 
 

În concluzie, dacă profitul estimat pentru bunul A' este inferior valorii de 4 
u.m. introducerea lui în fabricaţie nu implică o creştere a profitului total. 
Pentru a obţine un profit superior, conducerea firmei poate acţiona în două 
direcţii: fie să crească preţul cu toate consecinţele care decurg din această 
decizie în ceea ce priveşte desfacerea pe piaţă fie să reducă costurile de 
producţie la acest bun. Dacă, de exemplu, profitul unitar al bunului A' ar putea 
atinge valoarea              c7 = 5 u.m. atunci c7 = -1 şi profitul total ar creşte cu 1 
u.m. la fiecare unitate din produsul A' inclusă în programul de fabricaţie. 
Pentru a obţine noua  
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combinaţie optimă adăugăm tabelului 6.1.4 coloana A7 = B-1A7, costul redus 
c7 şi aplicăm algoritmul simplex primal. 
 
 

   3 4 2 0 0 0 5 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 
4 A2 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3 1 
0 A5 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 2 
3 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 0 
 f 310 * * 5/3 5/3 * 2/3 -1 

4 A2 35 0 1 -2/3 5/6 -1/2 -1/6 0 
5 A7 5 0 0 1/3 -1/6 1/2 -1/6 1 
3 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 0 
 f 315 * * 2 3/2 1/2 1/2 * 

 
   Tabelele 6.4.1 - 6.4.2 
 
Se obţine soluţia : 
 

x x x f1 2 750 35 5 315∗∗ ∗∗ ∗∗= = = =(max)  u.m. 
 

Propunem cititorului să interpreteze rezultatul şi să elaboreze o analiză 
succintă a acestuia inspirându-se din comentariile din întreg paragraful 6 (dacă 
nu cumva are idei mai bune...) 
 
 
 

m
m

6.5 Postoptimizare: adăugarea unei restricţii 
 
               Problema originală          Problema modificată 
   

( )
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........................................
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a x a x a x b
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n n
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1 1 2 2

1 2
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


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
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1 1 2 2
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




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


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


α α α β



 



I. PROGRAMARE   LINIARA 100
 

 
Fie B baza optimă a programului (P) găsită prin aplicarea algoritmului simplex. 
În consecinţă, forma explicită a problemei (P) în raport cu baza B: 
 

                               ( )

,

, ; ,P

x a x b i

x i I x j

f c x f
B

i ij j i
j J

i j

j j
j J

+ = ∈∑

≥ ∈ ≥ ∈

+ =∑













∈

∈

0 0

I

J

β

β

      (6.5.1)      

 
este disponibilă, constantele alcătuitoare formând tabelul simplex optim. Dacă 
soluţia optimă x* a programului (P) verifică restricţia suplimentară atunci x* 
este soluţia optimă şi a problemei extinse. În caz contrar, adică atunci când : 
 

                                            (6.5.2) α α α1 1 2 2x x xn n
* * *...+ + + >

 
procedăm după cum urmează: 
 

• Transformăm inegalitatea suplimentară în egalitate adăugând 
variabila de abatere xn+1: 
  
                                                   (6.5.3) α α α1 1 2 2 1x x x xn n n+ + + + =+...
 

• Folosind forma explicită (6.5.1.) eliminăm din (6.5.3.) variabilele 
bazice xi , i∈I (în caz că apar). Obţinem o egalitate de forma: 

                                   
            α j j n

j J
x x+ =∑ +

∈
1 β                                 (6.5.4.)  

 
Se constată imediat că β este negativ deoarece : 

  

    β β α= − <
=
∑ j j
j

n

x* 0
1

         

conform (6.5.2.) 
Adăugând (6.5.4.) la (6.5.1) obţinem forma explicită a programului extins P' în 
raport cu baza  B' formată din coloanele bazei B (coloane extinse cu 
coeficienţii corespunzători  din restricţia suplimentară ! ) plus coloana unitară: 
 

An+1=(0,0,...,o,1)T∈Rn+1 
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Soluţia asociată acestei baze: 
 
 
 
 

4b

=

4b

           xi=bi  ,i∈I ;  xn+1=β<0  ; xj=0  , j∈J                  (6.5.5) 
 
nu este admisibilă dar verifică criteriul de optimalitate, altfel spus este dual 
admisibilă. În consecinţă, pentru rezolvarea problemei extinse (P') vom aplica 
algoritmul simplex dual, pornind de la soluţia (6.5.5).   
 
 Exemplul 6.5.1 În studiul de caz din secţiunea 6.1, la elaborarea 
programului de producţie care maximizează profitul total, au fost avute în 
vedere numai resursele R1, R2, R3 . Dacă în procesul de producţie sunt folosite 
şi alte resurse, se naşte întrebarea dacă nu cumva soluţia găsită implică 
consumuri ce depăşesc disponibilul din acestea. Pentru exemplificare, să 
considerăm o a patra resursă R4 al cărei stoc disponibil b4 nu este deocamdată 
stabilit. Pentru cele trei bunuri A1, A2, A3 consumurile specifice din R4 sunt de 
2, 2 respectiv 1 unităţi. Condiţia de încadrare a consumului din R4 în disponibil 
conduce la inegalitatea: 

        2         (6.5.6) 21 2 3x x x+ + ≤

Pentru ca soluţia care maximizează profitul total: 

           (6.5.7) x x x1 2 350 40 0∗ ∗ ∗= =

să satisfacă restricţia de mai sus este necesar ca: 
 
  2 ⋅ 50 + 2 ⋅ 40 +1⋅ 0 ≤ b4      ⇔      b4 ≥ 180        
 
Prin urmare dacă firma reuşeşte să asigure un disponibil de cel puţin 180 
unităţi din R4, programul (6.5.7) nu suferă modificări. Dacă b4 < 180, soluţia 
(6.5.7) nu mai satisface restricţia suplimentară (6.5.6).Să vedem ce se întâmplă 
în acest caz! 
 Transformăm (6.5.6) în egalitate, adăugând variabila de abatere x7: 
 
   2 21 2 3 7x x x x+ + + =         (6.5.8) 
 
Exprimăm variabilele bazice x1 , x2 în funcţie de cele nebazice folosind datele 
din tabelul 6.1.4: 
 

  
40 40
50 50

2
1
3 3

2
3 4

1
3 6 2

1
3 3

2
3 4

1
3 6

1
5
3 3

1
3 4

2
3 6 1

5
3 3

1
3 4

2
3 6

= − + − ⇒ = + − +

= + − + ⇒ = − + −

x x x x x x x x
x x x x x x x x

               (6.5.9) 
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Eliminând x1 , x2 din (6.5.8) se găseşte în final: 
 
 

                            − − − + = −5
3 3

2
3 4

2
3 6 7 4 180x x x x b    (6.5.10) 

 
Introducem coeficienţii egalităţii (6.5.10) în tabelul simplex 6.1.4: 
 

   3 4 2 0 0 0 0 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 
4 A2 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3 0 
0 A5 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 0 
3 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 0 
0 A7 b4 - 180 0 0 -5/3 -2/3 0 -2/3 1 
 f 310 * * 5/3 5/3 * 2/3 * 

 
    Tabelul 6.5.1 
 
Conform instrucţiunilor algoritmului simplex dual, A7 părăseşte baza curentă. 
Raportând costurile reduse cj la elementele corespunzătoare, dar negative din 
linia "A7" a tabelului 6.5.1 găsim că A3 sau A6 trebuie să intre în bază pentru a 
asigura dual admisibilitatea noii soluţii (adică satisfacerea testului de 
optimalitate). Din punct de vedere economic,se impune introducerea lui A3 
pentru că aceasta ar însemna includerea bunului A3 în programul de 
fabricaţie, bineînţeles în ipoteza că noua soluţie ar fi şi primal admisibilă! 
 
 Înlocuind A7 cu A3 în baza curentă obţinem soluţia dual admisibilă din 
tabelul 6.5.2 (pivotul transformării este deja marcat în tabelul 6.5.1): 
 

CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 
4 A2 76 - (1/5)b4 0 1 0 4/5 0 -1/5 -1/5 
0 A5 (2/5)b4 - 62 0 0 0 -3/5 1 -3/5 2/5 
3 A1 b4 - 180 1 0 0 -1 0 0 1 
2 A3 108 -(3/5)b4 0 0 1 2/5 0 2/5 -3/5 
 f 130 + b4 * * * 1 * 0 1 

 
       Tabelul 6.5.2 

Condiţia de admisibilitate primală conduce la inegalităţile: 
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76 0 380
62 0 155

130 0 130
108 0 180

155 180

1
5 4 4

2
5 4 4

4 4
3
5 4 4

4

− ≥ → ≤

− ≥ → ≥
− ≥ → ≥

− ≥ → ≤











⇒ ≤ ≤

b b
b b

b b
b b

b               (6.5.11) 

În concluzie, dacă b4 satisface (6.5.11) atunci soluţia din tabelul 6.5.2 adică: 

 x b x b x b1 4 2
1
5 4 3

3
5 4130 76 108= − = − = −                 (6.5.12) 

este optimă, aducând firmei, în caz de realizare un profit de 130 + b4 u.m. 
Toate resursele sunt prevăzute a fi utilizate integral cu excepţia lui R2 din care 
rămîn x b2 62= −5 5 4 unităţi. 
 Observăm că dacă b4 = 155 unităţi din R4, toate resursele sunt folosite, 
programul de fabricaţie (6.5.12) va avea componentele : 

  x1 = 25  x2 = 45  x3 = 15  

şi profitul corespunzător ar fi de 130 +155 = 285 u.m. 
 Pe măsură ce b4 se apropie de valoarea maximă 180 creşte şi profitul 
către valoarea 130 + 180 = 310 u.m. În acelaşi timp cantitatea nefolosit ă din 
R2 se măreşte apropiindu-se de valoarea 10 iar producţia bunului A3 tinde către 
0. Pentru b4 = 180 regăsim soluţia (6.5.7). 
 
 Exemplul 6.5.2 Reluăm problema maximizării profitului firmei X. 
Care va fi programul de producţie dacă se impune cerinţa ca cel puţin 8% din 
venitul firmei să fie realizat din desfacerea bunului A3? 
Folosind preţurile anunţate în exemplul 6.2.2 noua condiţie se formalizează 
prin inegalitatea: 
 
     16        (6.5.13) 12 18 16 6 9 92 03 1 2 3 1 2

8
100x x x x x x x≥ + + ↔ + −( ) 3 ≤

 
Introducem variabila de abatere x7 şi eliminăm variabilele bazice x1, x2 folosind 
relaţiile (6.5.9). Rezultă egalitatea: 
 

− − − + = −99 4 6603 4 6 7x x x x  
ai cărei coeficienţi se ataşează tabelului simplex 6.1.4, după care se aplică 
algoritmul simplex dual (vezi tabelele 6.5.3 - 6.5.4) 
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Într-o singură iteraţie se obţine programul optim: 
 
    x x x f1

8
9 2

2
9 3

2
3

8
938 42 6 298** ** ** (max)= = = =                (6.5.14) 

 
(valorile variabilelor de abatere: x x x4 6 5

4
90 5** ** **,= = = ) 

 
   3 4 2 0 0 0 0 

CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 
4 A2 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3 0 
0 A5 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 0 
3 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 0 
0 A7 -660 0 0 -99 -4 0 -1 1 
 f 310 * * 5/3 5/3 * 2/3 * 
 A2 380/9        
 A5 50/9        
 A1 350/9        
 A3 20/3        
 f 2690/9        

 
Tabelele 6.5.3 - 6.5.4 

 
 Acest exemplu ne oferă ocazia de a semnala şi discuta un aspect nou, 
care nu a fost avut în vedere în consideraţiile teoretice dezvoltate până acum. 
Deoarece firma X produce aparatură electronică este de presupus că bunurile 
A1, A2, A3 se măsoară în unităţi indivizibile ca de exemplu în bucăţi. Dacă 
bunul A1 este în  fapt un calculator, a produce o fracţie din el este lipsit de 
sens; ori se fabrică un întreg calculator ori nu. Prin urmare în orice soluţie 
admisibilă valorile variabilelor x1, x2, x3 trebuie să fie nu numai nenegative 
dar şi întegi! Iată de ce soluţia (6.5.14) nu poate fi însuşită. 
 
 Vom proceda la rotunjirea componentelor fracţionare în ideea că soluţia 
optimă întreagă se află în "apropierea" soluţiei optime "fracţionare". Operaţia 
de rotunjire trebuie astfel făcută încât rezultatul să fie o soluţie admisibilă adică 
să verifice restricţiile problemei. Este firesc să acceptăm soluţia obţinută în 
acest mod cel puţin ca soluţie suboptimală - în unele contexte practice acest 
lucru este perfect justificat de faptul că valorile permise variabilelor sunt 
suficient de mari astfel încât efectul rotunjirii să fie neglijabil. 
 
 Rotunjind superior x  şi inferior ,  se găseşte combinaţia: 1

** x2
** x3

**

 
x x x1 2 339 42 6= = =  
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care se încadrează în disponibilele date dar nu verifică restricţia suplimentară 
(6.5.13), deoarece valoarea producţiei din A3 reprezintă numai 7,3% din 
valoarea întregii producţii. 
 Rotunjind inferior x , x  şi superior  se obţine o soluţie admisibilă 
întreagă: 

1
**

2
** x3

**

 
 

x x x f x1 2 338 42 7 296= = = =( ) u.m. 
 

care nu este optimă. Cea mai bună soluţie întreagă este: 
 
                 u.m.     (6.5.15) x x x f x1

0
2
0

3
0 037 43 7 297= = = =( )

 
În cadrul acestui program, valoarea producţiei din bunul A3 reprezintă 8,4% 
din valoarea întregii producţii. 
 Soluţia (6.5.15) va fi obţinută în paragraful următor prin aplicarea unei 
proceduri care constă într-o suită de postoptimizări cu adăugare de restricţii. 
 
 
 6.6 Postoptimizare: modificarea unei coloane din matricea 
coeficienţilor 
 
 Fie: 
  
               Problema originală    Problema modificată 

( ) , , ,
(max)

P
A x A x A x b
x x x

f c x c x c x

n
n

n

n n

1
1

2
2

1 2

1 1 2 2

0 0 0
+ + + =

≥ ≥ ≥
= + + +









L

L

L

        (  ' )
( )'

, , ,
(max)

P
A x A x A x b

x x x
f c x c x c x

n
n

n

n n

1
1

2
2

1 2

1 1 2 2

0 0 0
+ + + =

≥ ≥ ≥
= ′ + +









L

K

K

 
unde: 

( )' ,A A A c c1 1 1
1 1= + ′ = +∂ ∂c1  

 
După cum se observă, modificările apar în prima coloană a matricii A şi ele 
sunt incluse în vectorul ∂A1. A fost prevăzută şi o modificare ∂c1 coeficientului 
variabilei x1 în funcţia obiectiv şi aceasta din raţiuni economice: de regulă, 
schimbarea tehnologiei de realizare a unui bun duce la modificarea costurilor 
de producţie, cu efect nemijlocit asupra preţului şi profitului. Formal, cazul 
strict indicat în titlul secţiunii se obţine pentru ∂c1 = 0. 
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Presupunem ca şi pînă acum că problema originală (P) a fost rezolvată 

cu ajutorul algoritmului simplex primal; se cunoaşte deci soluţia sa optimă x* 
şi baza B căreia îi este asociată. Două situaţii sunt posibile: 
 

1)  Coloana A1 care se modifică, nu face parte din baza B. Atunci în 
soluţia optimă  x*  vom avea  astfel că x* va fi o soluţie admisibilă a 
problemei  modificate  (P')  şi  chiar  o  soluţie de bază fiind  asociată  aceleeaşi   

x1 0∗ =

 
baze B. Perturbarea coloanei A1 are efect direct numai asupra costului redus al 
variabilei x1 conform formulei: 
 
′ = − ′ = − + − = +− − −c c B A c c B A c c B A c cB B B

1
1 1

1
1 1

1
1 1

1 1( )' ( ) ( )∂ ∂ ∂ c1      (6.6.1) 
 
Atunci: 
 

• dacă ′c1  ≥ 0 atunci  x* este soluţie optimă şi pentru (P'); 
• dacă ′c1  < 0 , pentru rezolvarea problemei (P') vom aplica în 

continuare algoritmul simplex primal luând x* ca soluţie de start. Bineînţeles, 
în tabelul simplex asociat soluţiei x* vom înlocui A B A1 1= − 1  cu : 
 

  ( )' ( )' ( )A B A B A B A A1 1 1 1 1 1 1 1= = + = +− − − ∂ A 1∂          (6.6.2) 
 

şi c1  cu ′c1  calculat în (6.6.1). 
După cum se vede modul de tratare al acestui caz este foarte asemănător cu cel 
prezentat în secţiunea 6.4 la adăugarea unei noi activităţi în model. 
 
 Exemplul 6.6.1 Reluăm problema maximizării profitului firmei X din 
secţiunea 6.1. Ne reamintim că în raport cu criteriul de performanţă amintit, 
bunul A3 nu era inclus în combinaţia optimă. Departamentul de cercetare al 
firmei a realizat însă o nouă tehnologie de fabricare a acestui bun care necesită 
consumurile unitare 5/4 , 7/4 , 5/2 din resursele R1 , R2 , R3.Costurile de 
producţie fiind altele, conducerea firmei doreşte să cunoască în ce condiţii 
bunul A3 - realizat după noua tehnologie - ar putea deveni rentabil. 
 
 Suntem în condiţiile cazului tratat mai sus. Plecând de la: 
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( )'A A A3 3 3

5
4

7
4

5
2

1
4

1
4

1
2

1
2
3

= +









=















+ −

−

















∂









 

 
şi folosind elementele tabelului simplex 6.1.4, evaluăm: 
 

∂ ∂A B A3 1 3

2
3

1
3

1
3

1
3

1
3

2
3

1
4

1
4

1
2

1
3

1
6

5
12

0
1
0

= =
−

− −
−
















−
−
















= −

−

















− ( )  

 
astfel că: 

( )'A A A3 3 3

1
3

2
3

5
3

1
3

1
6

5
12

1
2

5
4

0
= + =

−














+ −

−
















=
















∂  

Cu formula 6.6.1 calculăm costul redus asociat bunului A3: 

[ ]c c c c c c3 3 3
5

3

1
3

1
6

5
12

3
5

3
1

12 3
7

4 34 0 3'= + = + −
−
















− = + − = −∂ ∂ ∂ ∂  

Bunul A3 rămîne în afara combinaţiei optime atâta timp cât: 
 

c c3 3
7

40'≥ ⇔ ≤∂  
 

Dacă de exemplu ∂c3 = 2 ⇔ c3' = c3 + ∂c3 =2 + 2 = 4 u.m. atunci ′c = -1/4 şi 
A

3
3 devine rentabil aşa cum rezultă din tabelele simplex 6.6.1 - 6.6.2: 

 
   3 4 4 0 0 0 

CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 
4 A2 40 0 1 0 2/3 0 -1/3 
0 A5 10 0 0 1/2 -1/3 1 -1/3 
3 A1 50 1 0 5/4 -1/3 0 2/3 
 f 310 * * -1/4 5/3 * 2/3 

4 A2 40 0 1 0 2/3 0 -1/3 
4 A3 20 0 0 1 -2/3 2 -2/3 
3 A1 25 1 0 0 1/2 5/2 3/2 
 f 315 * * * 3/2 1/2 1/2 

 
   Tabelele 6.6.1 - 6.6.2 
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A rezultat programul optim 

u.m. x x x f1 2 325 40 20 315** ** ** max= = = =
Se obţine o creştere a valorii funcţiei obiectiv: ∆  
unităţi monetare,conform formulei (4.2.3). 

f x c= ⋅ − ′ = ⋅ =3 3 20 1 4 5** ( ) ( / )

 
2)  Coloana A1 care se modifică face parte din baza optimă B. Plecând 

de la problema originală (P) vom rezolva problema intermediară : 
 
 
 

                                (6.6.3) ( )
( )

, , ,
(max) ( )

P
A x A x A x A x b
x x x x

f c x c x c x c x

n
n n

n n

n n n

1

1
1

2
2

1
1

1 2 1

1 1 2 2 1 1

0 0 0 0
+ + + + =

≥ ≥ ≥ ≥
= + + +









+

+

+

K

K

K

∂

∂
 

urmărind instrucţiunile date în secţiunea 6.4 (adăugarea unei noi activităţi în 
model). Este clar atunci că problema modificată (P') se deduce din (P1) prin 
adăugarea restricţiei egalitate:   
  

                               x1 = xn+1                       (6.6.4) 
 

Pentru a putea folosi instrucţiunile secţiunii 6.5 (adăugarea unei restricţii) 
transformăm (6.6.4) în două inegalităţi de tip " ≤ ": 
 

x x
x x
x x

x x
x xn

n

n

n

n
1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

0
0

= ⇔
≤
≥





⇔
− ≤

− + ≤




+
+

+

+

+

 

 
 Observaţie: Este posibil ca programul intermediar (P1) să aibe optim 
infinit. În această situaţie revenim în rezolvarea problemei originale (P) şi mai 
precis la iteraţia în care coloana A1 (care se modifică) a intrat în baza      
curentă B. Acolo, înlocuim coloana A1 cu ( ) , recalculăm 
costul redusc

( )A B A1 1′ = ′− 1

1 şi reluăm aplicarea algoritmului simplex. 
 

 Exemplul 6.6.2 Ne plasăm din nou în cadrul studiului de caz din 
secţiunea 6.1. Am văzut că bunul A2 intră în combinaţia care asigură profitul 
maxim. Să presupunem că tehnologia de fabricaţie a acestui bun se modifică 
astfel: 
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A A A A2 2 2 2

2
1
1

3 2
1

3 4

2
1
1

1 2
0

1 4
=
















→ =















= + =
















+

−

−

















( )'
/

/

/

/
∂  

 
Lăsăm variabil profitul bunului A2: 
 

′ = + = +c c c c2 2 2 4 2∂ ∂  
 
propunându-ne să studiem toate situaţiile posibile. Obţinem următoarea 
problemă modificată: 
 

( ' )

(max) ( )

P

x x x x
x x x x
x x x x

x
f x c x x

j

1
3
2 2 3 4

1 2 3 5

1
3
4 2 3 6

1 2 2 3

130
2 100

2 3 140
0

3 4 2

+ + + =
+ + + =

+ + + =
≥

= + + +












 ∂

 

 
(am inclus deja şi variabilele de abatere x4 , x5 , x6 ) Programul intermediar (P1) 
din (6.6.3) are următoarea formă: 
 

( )

(max) ( )

P

x x x x x
x x x x
x x x x x

x
f x x x c x

j

1

1 2 3
1
2 7 4

1 2 3 5

1 2 3
1
4 7 6

1 2 3 2 7

2 130
2 100

2 3 140
0

3 4 2

+ + − + =
+ + + =

+ + − + =
≥

= + + +












 ∂

 

 
După cum se vede programul (P1) se deduce din (P) adăugând activitatea          
A7 ≡ ∂A2  cu coeficientul c7 ≡ ∂c2 în funcţia obiectiv f. Calculăm costul redus 
c7 asociat noii activităţi: 
 

A A B A7 2 1 2

2
3

1
3

1
3

1
3

1
3

2
3

1
2

1
4

1
4

1
4

0
1
0

0
0

= = =
−

− −
−

















−

−
















=

−















−∂ ∂( )  
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[ ]c c A c c cB
7

7
7

1
4

1
4 2 24 0 3

0
1= − =

−














− = − −∂ ∂  

 
Avem de examinat două situaţii: 
 

 1) c c7 20 1≥ c2 3⇔ ≤ − ⇔ ′ ≤∂  
 

Soluţia optimă a programului (P1) se obţine din soluţia optimă x* a 
programului original (P) adăugând x7 = 0. Tabelul simplex optim pentru 
programul (P1) se obţine formal din tabelul simplex optim (6.1.4) al 
programului (P) adăugând A7 şi c7 calculate mai sus: 
 
 

   3 4 2 0 0 0 ∂c2 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 
4 A2 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3 -1/4 
0 A5 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 1/4 
3 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 0 
 f 310 * * 5/3 5/3 * 2/3 -1-∂c2 

 

Tabelul 6.6.3 
 

Trecem la rezolvarea programului modificat (P') completând (P1) cu restricţia: 
 

x x
x x
x x

x x x
x x x2 7

2 7

2 7

2 7 8

2 7 9

0
0

0
0

= ⇔
− ≤

− + ≤




⇒
− + =

− + + =




 (6.6.5) 

 
 Eliminăm din (6.6.5) variabila bazică x2. Din tabelul 6.6.3 obţinem: 
 

x x x x x x x x x2
1
3 3

2
3 4

1
3 6

1
4 7 2

1
3 3

2
3 4

1
3 6

1
4 740 40− + x− − = ⇒ = + − + +  

 
Înlocuind în (6.6.5) rezultă ecuaţiile: 
 

1
3 3

2
3 4

1
3 6

3
4 7 8

1
3 3

2
3 4

1
3 6

3
4 7 9

40
40

x x x x x
x x x x x
− + − + = −

− + − + + =
 

 
ai căror coeficienţi îi ataşăm la tabelul 6.6.3. 
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   3 4 2 0 0 0 ∂c2 0 0 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9  
4 A2 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3 -1/4 0 0 
0 A5 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 1/4 0 0 
3 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 0 0 0 
0 A8 -40 0 0 1/3 -2/3 0 1/3 -3/4 1 0 
0 A9 40 0 0 -1/3 2/3 0 -1/3 3/4 0 1 
 f 310 * * 5/3 5/3 * 2/3 -1-∂c2 * * 

 
Tabelul 6.6.4 

 
Tabelul 6.6.4 oferă o soluţie dual admisibilă pentru programul (P'). Coloana A8 
va ieşi din baza curentă. Pentru a găsi coloana care intră în bază evaluăm 
rapoartele: 
 
 

5 3
2 3

5 2
1

3 4
4
3

12
2

/
/

/
/

( )
−

=
− −
−

= − −
∂

∂
c

c  

 
(prin ipoteză -1-∂c2 ≥ 0 ! ) 
 
 Există două cazuri de examinat. 
 
 1.1) 5

2
4

3 2 2
23

8 2
9

81≤ − − ⇔ ≤ − ⇔ ′ ≤( )∂ ∂c c c  
 
Coloana A4 intră în bază. Într-o singură iteraţie (cu pivotul încadrat -2/3 ), 
algoritmul simplex dual produce următoarea soluţie optimă pentru programul 
modificat (P'):  u.m. x x x f1 2 370 0 210** ** ** (max)= = = =
 
 1.2) 5

2
4

3 2
23

8 2
9

8 21 1> − − ⇔ − 3< ≤ − ⇔ < ′ ≤( )∂ ∂c c c

c2

 
 
Coloana A7 intră  în bază. Aplicăm algoritmul simplex dual pivotând tabelul 
6.6.4 cu pivotul încadrat -3/4. În două iteraţii se obţine următoarea soluţie 
optimă pentru problema modificată (P'): 
 

x x x f1 2 352 48 0 348 48** ** ** (max)= = = = + ⋅∂  
 

 2) c c c2 37 20 1< ⇔ > − ⇔ ′ >∂ u.m. 
 



I. PROGRAMARE   LINIARA 112
Tabelul simplex 6.6.3 arată că soluţia optimă a problemei originale (P) 

completată cu x7 = 0 nu mai este optimă şi pentru programul intermediar (P1). 
Pivotăm 6.6.3 cu pivotul încadrat 1/4 obţinând tabelul: 
 

   3 4 2 0 0 0 ∂c2 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

4 A2 50 0 1 1/3 1/3 1 -2/3 0 
∂c2 A7 40 0 0 8/3 -4/3 4 -4/3 1 
3 A1 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 0 
 f 350+400∂c2 * * 13/3+(8/3)∂c2 1/3  -(4/3)∂c2 4+4∂c2 -2/3-(4/3)∂c2 * 

 
Tabelul 6.6.5 

 
Costurile reduse c3 , c4 , c5 , c6 sunt expresii liniare în ∂c2. Determinăm , 
în următorul tabel, semnul valorilor acestora. 
 
 

∂c2 -1 -1/2 1/4 +∞ 
c3 = (13/3)+(8/3) ∂c2 +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  + +   
c4 = (1/3)-(4/3) ∂c2 +  +  +  +  + +  +  +  +  + 0 -  -  -  -   - - 

c5 = 4+4 ∂c2 0  +  +  +  + +  +  +  +  + +  +  +  +  + + 
c6 = -(2/3)-(4/3) ∂c2 +  +  +  +  + 0  -  -  -  -  -   -  -  -  -  -  -  - 

 
Tabelul 6.6.6 

 
 2.1) Din tabelul 6.6.6 rezultă că pentru: 

 
− < ≤ − ⇔ < ′ ≤1 32

1
2 2

7
2∂c c  

 
tabelul 6.6.5 oferă soluţia optimă a problemei intermediare (P1).Procedând în 
continuare exact ca în cazul 1) trecem la rezolvarea prin postoptimizare a 
problemei modificate (P').Se obţine soluţia: 

 
x x x f1 2 340 60 0 360 60** ** ** (max)= = = = + ⋅∂c2  

 
Invităm cititorul să facă calculele necesare. 
 
 2.2) Dacă ∂c2

1
2 2

7
2> c− ⇔ ′ >  tabelul 6.6.6 arată că c6 < 0 astfel 

că soluţia din tabelul simplex 6.6.5 nu mai este optimă. Efectuăm o  pivotare cu 
pivotul încadrat; rezultă tabelul simplex: 
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   3 4 2 0 0 0 ∂c2 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

4 A2 100 1 1 2 0 1 0 0 
∂c2 A7 140 2 0 6 -2 4 0 1 
0 A6 75 3/2 0 5/2 -1/2 0 1 0 
 f 400+140∂c2 1+2∂c2 * 6+6∂c2 -2∂c2 4+4∂c2 * * 

 
Tabelul 6.6.7 

 
Cercetând semnele costurilor reduse din tabelul 6.6.7 şi raţionând ca mai sus se 
conchide că: 
 
 2.2.1) Dacă − < ≤ ⇔ < ′ ≤1

2 2
7

2 20 4∂c c  soluţia optimă a 
programului modificat (P') coincide cu cea obţinută în cazul 2.1). 
 

2.2.2) Dacă ∂c2 > 0    ⇔     c'2 > 4 din tabelul simplex 6.6.7 rezultă că 
programul intermediar (P1) are optim infinit, astfel că el nu mai poate fi folosit 
la rezolvarea prin postoptimizare a programului modificat (P')! Suntem nevoiţi 
să reluăm (P') de la capăt deoarece, dacă revedem tabelele simplex 6.1.2 - 6.1.4 
(întocmite pentru rezolvarea problemei originale (P)), constatăm că în prima 
iteraţie a intrat în bază chiar coloana modificată! 
 

   3 4+∂c2 2 0 0 0 
CB B VVB A1 2 A3 A4 A5 A6

0 A4 130 1 3/2 1 1 0 0 
0 A5 100 1 1 2 0 1 0 
0 A6 140 2 3/4 3 0 0 1 
 f 0 -3 -4-∂c2 -2 * * * 

4+∂c2 A2 260/3 2/3 1 2/3 2/3 0 0 
0 A5 40/3 1/3 0 4/3 -2/3 1 0 
0 A6 75 3/2 0 5/2 1/2 0 1 
 f (1040/3)+ 

(260/3) ∂c2 
-(1/3)+ 
(2/3)∂c2 

* (2/3) 
+(2/3)∂c2 

(8/3) 
+(2/3)∂c2 

* * 

A  

 
Tabelele 6.6.8 - 6.6.9 

 
Deoarece ∂c2 > 0 costurile reduse c3 şi c4 sunt pozitive. 
 

 2.2.2.1) Dacă: c c c c1
1

3
2

3 2 2
1

2 2
9

20= − + ≥ ⇔ ≥ ⇔ ′ ≥∂ ∂   
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criteriul de optimalitate este satisfăcut şi soluţia optimă a problemei modificate 
este: 

x x x f1 2
260

3 3
1040

3
260

3 20 0** ** ** (max)= = = = + ∂c  
 

       2.2.2.2) Dacă: c c1 2
1

2 2
9

20 0 4 c< ⇔ < < ⇔ < ′ <∂  
 

soluţia din tabelul 6.6.9 nu mai este optimă. După pivotarea tabelului 6.6.9 cu 
pivotul încadrat 1/3 se obţine: 
 

   3 4+∂c2 2 0 0 0 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 

4+∂c2 A2 60 0 1 -2 2 -2 0 
3 A1 40 1 0 4 -2 3 0 
0 A6 15 0 0 -7/2 5/2 -9/2 1 
 f 360+60∂c2 * * 2-2∂c2 2+2∂c2 1-2∂c2 * 

 
Tabelul 6.6.10 

 

Ipoteza implică nenegativitatea tuturor costurilor reduse şi ca urmare soluţia 
otimă a problemei modificate (P') este în acest caz: 
 

x x x f1 2 340 60 0 360 60** ** ** (max)= = = = + ∂c2  
 

Rezultatele acestui studiu, mai precis dependenţa soluţiei optime şi a valorii 
maxime a funcţiei obiectiv de parametrul ∂c2, sunt sintetizate în următorul 
tabel: 
 

∂c2 ′c2 =4+∂c2 Soluţia optimă Valoarea maximă 
a funcţiei obiectiv 

-4 ≤ ∂c2 ≤ -(23/8) 0 ≤ ′c2  ≤ (9/8) x1 =70 , x2 = o ,x3 = 0  210 

-(23/8) ≤ ∂c2 ≤ -1 (9/8) ≤ ′c2 ≤ 3 x1 = 52 , x2 = 48 , x3 = 0 348+48∂c2 

-1 ≤ ∂c2 ≤ (1/2) 3 ≤ ′c2 ≤ (9/2) x1= 40 , x2 = 60 , x3 = 0 360+60∂c2 

∂c2 ≥ (1/2) ′c2  ≥ (9/2) x1= 0, x2= (260/3), x3 = 0 (1040/3)+(260/3)∂c2 

 
Tabelul 6.6.11 

 
Este util de asemenea să vizualizăm dependenţa maximului funcţiei obiectiv de 
costul . Pentru aceasta, în expresiile din ultima coloană a tabelului 6.6.11 
înlocuim ∂c

′c2

2 = ′c  - 4. Rezultatul este o funcţie convexă, liniară pe porţiuni: 2
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   300 

(260/3)c2’

156 +48 c2’ 
120 +60c2’

     390 

9/2 39/8 

(max) f 

  c2’

 Fig.6.6.1 

    210 

210 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 6.7  Programare parametrică 
 
 După cum s-a specificat deja în introducere, programarea parametrică 
are ca obiectiv studiul comportării optimului unui program liniar atunci când 
unele din elementele sale constitutive depind de un set de parametri. 
 Secţiunea nu introduce ceva esenţialmente nou în raport cu 
problematica discutată anterior; într-adevăr, determinarea intervalelor de 
stabilitate ca şi alte probleme în care anumite constante erau lăsate "libere", 
constituie exemple de analiză parametrică. O deosebire există totuşi: 
postoptimizarea oferă o imagine "locală" asupra dependenţei dintre soluţia 
optimă a unui program liniar şi elementele sale constitutive în timp ce 
programarea parametrică îşi propune să dea o imagine "globală" asupra acestei 
dependenţe. 
 Obiectul precis al programării parametrice va fi prezentat în 
următoarele două cazuri relativ simple dar cu multe aplicaţii economice: 
 
 1) Vectorul c al coeficienţilor funcţiei obiectiv depinde liniar de un 
parametru: 
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{ }
P

c x Ax b x R

c c c c j

c

j j j

( )
( ) max ( ) , ,

( ) , , ,

λ
ϕ λ λ λ

λ λ λ λ

 

 Sa se determine functia:

unde:
c( ) = c0

= = ≥ ∈

+ ⇔ = + =













0

11 0 1 L n

 

 
 2)Vectorul b al termenilor liberi depinde liniar de un parametru: 
 

{ }
P

cx Ax b R

b b b b b b i

b

i i i

( )
,

( ) ( ) , , ,

λ
ϕ λ λ λ

λ λ λ λ

Sa se determine functia:

( ) = max = ( ) , x 0

unde:

≥ ∈

= + ⇔ = + =











 0 1 0 1 1L m

 

 
Indiferent de situaţie, domeniul valorilor admisibile ale parametrului λ  poate fi 
mai mic decât R , funcţie de specificul problemei. Atât Pc(λ) cât şi Pb(λ) cu λ 
variabil în R se identifică cu nişte familii de programe liniare uzuale, câte unul 
pentru fiecare valoare a lui λ. Toate programele din Pc(λ) au aceeaşi mulţime 
de soluţii admisibile, numai funcţia obiectiv se modifică "continuu", în timp ce 
programele din Pb(λ) au aceeaşi funcţie obiectiv, mulţimea soluţiilor admisibile  
 
 

x

deformându-se "continuu". Vom presupune că există cel puţin o valoare 
admisibilă λ0 pentru care programele corespunzătoare au optim finit; fără a 
restrânge generalitatea, putem considera că λ0 = 0.  
 
 
 6.7.1 Parametrizarea vectorului coeficienţilor funcţiei obiectiv 
 
 În principiu, un program parametric de tipul Pc(λ) , λ ∈ R se studiază 
astfel: 
 

1)Cu ajutorul algoritmului simplex se rezolvă programul corespunzător 
valorii particulare λ0 = 0:  
 

P
Ax b
x

f c
c ( )

(max)
0 0

0

=
≥

=








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Fie B baza optimă a acestui program. Componentele bazice ale soluţiei 
optime x* reunite în vectorul b = B-1b nu depind de λ şi ca urmare x* este o 
soluţie de bază admisibilă pentru oricare dintre programele Pc(λ) , λ ∈ R . 
 

2)  Recalculăm costurile reduse asociate soluţiei x*, privită ca soluţie de 
bază a programului "generic" Pc(λ) : 
 

[ ] [ ]c c B A c c B A c c B A c

c c
j

B j
j

B j
j

B j
j

j j

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ λ λ λ

λ

= − = − + −

= +

− − −1 0 1 0 1 1

0 1

=1

 

 
unde j ∈ J ≡ mulţimea indicilor coloanelor Aj care nu sunt în baza B.Ştim din 1) 
că aceste costuri sunt nenegative pentru λ0 = 0. Cercetăm dacă există şi valori   
λ  ≠ 0 pentru care ele rămân nenegative deci pentru care soluţia x* este optimă. 
Pentru aceasta: 
 
 3) Se rezolvă sistemul de inecuaţii liniare: 
 
                            c c                        (6.7.1) cj j j( )λ λ≥ ⇔ + ≥ ∈0 0 1 j J0

 
 

 

Mulţimea soluţiilor acestui sistem este un interval [λ  ,λ ] care va conţine cu 
siguranţă valoarea λ0 = 0. Se conchide că pentru orice λ ∈ [λ  ,λ ] baza B şi 
soluţia x* asociată sunt optime pentru programul Pc(λ) corespunzător. 

 
 4) Pentru λ <λ cel puţin una din inecuaţiile (6.7.1) este violată. 
Presupunând λ "foarte aproape" de λ se găseşte c ck ( ) min ( )jλ λ= . ck va fi 
cu siguranţă < 0. Se actualizează B şi x* introducând în bază coloana Ak după 
care se repetă operaţiile 2) şi 3) determinându-se un alt interval de optimalitate 
de forma [ λ' , λ ]. 
 
 5) Se repetă operaţia 4) - urmată de operaţiile 2) şi 3) - pînă la 
epuizarea "spre stânga" a domeniului valorilor admisibile ale parametrului λ, 
după care se iau în studiu, în manieră analoagă, valorile λ > λ. 
 
 În final, domeniul valorilor admisibile ale lui λ este partiţionat într-un 
număr finit de intervale printr-o secvenţă de puncte: 
 

.....< λ' < λ <λ < λ' < ..... 
 



I. PROGRAMARE   LINIARA 118
numite puncte critice, pe fiecare interval existând o singură bază 

optimă.Funcţia ϕ (λ) = max c(λ).x se dovedeşte a fi o funcţie convexă, liniară 
pe porţiuni; De exemplu pe intervalul [λ  ,λ ]  avem: 
 

ϕ λ λ λ( ) ( )= = ∑ + ∑∑
∈ ∈∈

c b c b ci i i i
i I

i i
i Ii I

0 1b

}x3

 

 
mulţimea I fiind ca de obicei mulţimea indicilor coloanelor bazice. 
 
 Exemplul 6.7.1 Considerăm programul parametric: 
 

( ( )
, ,

( ) max{ ( ) ( ) (5 )

P

x x x
x x x
x x x
x j

f x x

c

j

λ

ϕ λ λ λ λ

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

7
2 2 13

3 5
0 1 2 3

2 3 3 2

+ + ≤
+ + =
− + ≥
≥ =

= = + + + + +














   λ ∈ R 

 
Aducem problema la forma bună introducând variabilele de abatere x4 , x5 şi 
variabilele artificiale x6 , x7. Rezultă programul: 
 
 

7

   

x x x x
x x x x
x x x x x R

x j
f x x x Mx Mx

j

1 2 3 4

1 2 3 6

1 2 3 5 7

1 2 3 6

7
2 2 13

3 5
0 1 7

2 3 3 2 5

+ + + =
+ + + =
− + − + = ∈

≥ =

= + + + + + − −














      λ

λ λ λ

, ,
(max) ( ) ( ) ( )

K

 
Rezolvăm problema corespunzătoare valorii λ = 0. Plecând cu baza                
[ A4, A6, A7 ],în trei iteraţii se obţine tabelul simplex: 
 

   2 3 5 0 0 -M -M 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 
0 A4 1/2 1/2 0 0 1 0 -1/2 0 
0 A5 3/2 -5/2 2 0 0 1 1/2 -1 
5 A3 13/2 1/2 1 1 0 0 1/2 0 
 f 65/2 1/2 2 * * * M+1/2 M 

 
Tabelul 6.7.1 
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din care extragem baza optimă [ A4, A5, A3 ]. 
În continuare facem abstracţie de coloanele "artificiale" A6 şi A7 deoarece în 
fapt lucrăm cu forma standard a programului Pc(λ)  .Recalculăm costurile 
reduse c1 şi c2 în funcţie de coeficienţii "parametrizaţi" din funcţia obiectiv: 
 

c
c

1
1

2
5

2
1

2
1

2
5

2

2

0 0 5 2 3
0 0 0 2 5 1 3 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
λ λ λ λ
λ λ λ λ

= ⋅ + ⋅ − + + ⋅ − + = − ⋅
= ⋅ + ⋅ + + ⋅ − + = −

  

 
Variaţia semnului celor două mărimi poate fi urmărită în tabelul următor: 
 

λ  -∞                          1/5                      2                                       +∞ 
c1(λ)  +  +  +  +  +  +  +   0 -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  - - - - - - - - 

-        
c2(λ)   +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  0  -  -  -  -  -  -  -  -  - - - - - - -  

 
Tabelul 6.7.2 

În concluzie, pentru orice λ ∈ (-∞ , 1/5] soluţia asociată bazei [A4, A5, A3] este 
optimă. Ea are componentele: 
 

x x x1 2 3
13

20 0∗ ∗ ∗= = =, ,   
 
 
 

iar valoarea maximă a funcţiei obiectiv este: 

( )ϕ λ λ λ( ) max ( )= = + ⋅ = + ⋅f 5 3
2

65
2

13
2  

Presupunem acum că  λ  > 1/5 şi "foarte aproape" de 1/5. Din tabelul 6.7.2 
rezultă că  c1(λ) < 0  astfel că soluţia asociată bazei [A4, A5, A3] nu mai este 
optimă. Introducem coloana A1 în baza curentă şi efectuăm o iteraţie simplex: 
 

   2+3λ  3+2λ  5+λ  0 0 
CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 
0 A4 1/2 1/2 0 0 4 0 
0 A5 3/2 -5/2 2 0 0 1 

5+λ  A3 13/2 1/2 1 1 0 0 
 f (65/2)+(3/2)λ  (1/2)-(5/2)λ 2-λ  * * * 

2+3λ  A1 1 1 0 0 2 0 
0 A5 4 0 2 0 5 1 

5+λ  A3 6 0 1 1 -1 0 
 f 32+9λ  * 2-λ  * -1+5λ  * 

Tabelele 6.7.3 - 6.7.4 
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În următorul tabel este dată variaţia semnului costurilor reduse c2(λ) =2 - λ  şi  
c4(λ) = -1 + 5λ  corespunzătoare bazei  [A1, A5, A3]: 
 

λ  1/5                       2                                                            +∞ 
c2(λ) +  +  +  +  +  +  +  0  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  - - - - - - - - -  
c4(λ) 0 +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  + + + + + 

 
Tabelul 6.7.5 

 
 Deducem că pentru toţi λ ∈ [1/5 , 2], soluţia asociată bazei [A1, A5, A3] 
 

x x x1 2 31 0∗ ∗ ∗= = =, , 6  
 

este soluţia optimă a programului Pc(λ)  ,iar ϕ λ λ( ) = +32 9 . 
 
Pentru λ  > 2 (şi foarte aproape de 2 deşi nu mai este necesar ...) constatăm că 
c2(λ) < 0 deci soluţia de mai sus nu mai este optimă. În tabelul simplex 6.7.4 
vom introduce coloana A2 în baza curentă: 
 

    2+3λ 3+2λ 5+λ 0 0 
 CB B VVB A1  A2  A3  A4  A5  
 2+3λ  A1 1 1 0 0 2 0 
 3+2λ  A2 2 0 1 0 5/2 1/2 
 5+λ  A3 4 0 0 1 -7/2 -1/2 
  f 28+11λ * * * -6+(15/2)λ  -1+(1/2)λ 

 
Tabelul 6.7.6 

 
 

Se vede imediat că pentru λ  ≥ 2 costurile reduse c4(λ) = -6 + (15/2)λ  şi 
c5(λ) = -1+ (1/2)λ  sunt nenegative.  
 
 În concluzie, programele Pc(λ)   cu λ ∈   [2, +∞ ) au ca soluţie optimă 
soluţia asociată bazei [A1, A2, A3]: 
 

x x x1 2 31 2∗ ∗ ∗= = =, , 4  
 
Valoarea maximă a funcţiei obiectiv este: ϕ λ λ( ) = +28 11 . 
 
Următoarea diagramă redă sintetic rezultatele studiului 
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 Soluţia optimă 
x1 = 1 
x2 = 2 
x3 = 4 

 
ϕ (λ ) = 28 + 11λ  

Soluţia optimă 
x1 = 1 
x2 =0 
x3 = 6 

 
ϕ (λ ) = 32 + 9λ  

Soluţia optimă 
  x1  = 0 
  x2 = 0 

  x3 = 13/2 
 

  ϕ (λ ) = (65/2) + (13/2)λ  

21/5 

⇓⇓⇓ 

+∞-∞  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura  6.7.1 

 

   169/5 

     50 

λ
  21/5 

ϕ(λ ) 

Figura 6.7.2
 

În figura 6.7.2 este vizualizată variaţia valorii maxime a funcţiei 
obiectiv în raport cu parametrul λ . Se confirmă faptul, deja anunţat, potrivit 
căruia ϕ (λ ) este o funcţie convexă, liniară pe porţiuni. 
  
 
 6.7.2 Parametrizarea vectorului termenilor liberi 
 
Un program parametric de tipul Pb(λ) , λ ∈ R  se studiază în mod asemănător: 
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 1) Cu ajutorul algoritmului simplex se rezolvă programul 

corespunzător valorii λ 0 = 0: 
 

P
Ax b
x

f c
b ( )

(max)
0 0

0=
≥

=







 x

 

 
De această dată, costurile reduse c c corespunzătoare 
bazei optime B nu depind de λ şi ca urmare B şi soluţia de bază asociată sunt 
dual admisibile pentru oricare din programele P

B A c jj
B j

j= −−1 , J∈

b(λ) ,λ ∈ R . 
  
 2) Se determină vectorul componentelor bazice ale soluţiei programului 
"generic" Pb(λ) , asociată bazei B: 
 
 
x B b B b B b b b x bB

i i( ) ( ) ( )λ λ λ λ λ= = + = + ⇔ = +− − −1 1 0 1 1 0 1 0 biλ 1     (6.7.2) 
 
unde i ∈ I ≡ mulţimea indicilor coloanelor Ai din B. 
Ipoteza ne asigură că aceste componente sunt nenegative pentru λ0 = 0. 
Cercetăm dacă există şi valori λ ≠ 0 pentru care aceste componente sunt în 
continuare nenegative. Pentru acele valori λ, soluţia asociată bazei B este 
soluţia optimă a programului Pb(λ)  corespunzător.Drept care: 
 
 3) Se rezolvă sistemul de inecuaţii liniare: 

 
   x b bi i i( )λ λ≥ ⇔ + ≥ ∈0 0 1 i I0        (6.7.3) 

 
Mulţimea soluţiilor acestui sistem va fi un interval [λ ,λ ] care în mod cert 
conţine şi valoarea particulară λ0 = 0, conform celor amintite mai sus. În 
concluzie oricare ar fi λ ∈ [λ ,λ ] soluţia asociată bazei B este soluţie optimă 
pentru programul Pb(λ) . 
 

4)  În situaţia în care λ ≠ -∞, fie λ < λ . Cel puţin una din inecuaţiile 
(6.7.3) nu va mai fi satisfăcută şi ca urmare soluţia asociată bazei B nu mai este 
admisibilă. Presupunând λ  "foarte aproape" de λ se determină: 
 

xr ( ) min ( )xiλ λ=   (cu siguranţă xr(λ) < 0 !) 
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Dacă toate elementele arj ( j ∈ J ≡ mulţimea indicilor coloanelor din A 
care nu sunt în B) sunt nenegative, programele Pb(λ) cu λ < λ sunt 
incompatibile.Altminteri se efectuează o iteraţie cu algoritmul simplex dual 
eliminând din bază coloana Ar. Pentru noua bază se repetă operaţiile 2) şi 3) de 
mai sus determinându-se un alt interval [λ',λ ]  de admisibilitate - deci de 
optimalitate - pentru soluţia asociată. 
 
 5) Se repetă operaţia 4) - urmată de operaţiile 2) şi 3) până la epuizarea 
"spre stânga" a domeniului valorilor admisibile ale parametrului λ după care se 
cercetează în manieră analoagă valorile λ > λ . 
  
 Ca şi în cazul precedent se obţine un şir de intervale consecutive 
delimitate de punctele critice: 
 

.....< λ' < λ <λ < λ' < ..... 
 

Pe fiecare din aceste intervale există o singură bază optimă sau nici una 
(a doua posibilitate nu poate avea loc decât în cazul primului şi ultimului 
interval !) iar maximul funcţiei obiectiv, adică funcţia ϕ(λ), este liniară pe 
intervalul respectiv. De exemplu, pe intervalul [λ ,λ ], ϕ(λ)  are expresia: 

 
ϕ λ λ λ( ) ( )= = ∑ + ∑∑

∈ ∈∈
c x cb cbi i i i

i I
i i

i Ii I

0 1  

 
"Global", ϕ(λ) apare ca o funcţie convexă, liniară pe porţiuni. 
 
 Exemplul 6.7.2 Considerăm programul parametric: 

 

P

x x x
x x x
x x x

x j
f x x x

Rb

j

( )
, , ,

(max)

λ

λ
λ
λ λ

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

7 2
2 2 13

3 5 2
0 1 2 3

2 3 5

+ + ≤ +
+ + = +
− + ≥ +

≥ =

= + +














∈   

 
După adăugarea variabilelor de abatere şi artificiale pentru crearea bazei 
unitare de start se obţine programul în formă bună: 
 



I. PROGRAMARE   LINIARA 124

x x x x
x x x x
x x x x x

x j
f x x x Mx Mx

R

j

1 2 3 4

1 2 3 6

1 2 3 5 7

1 2 3 6 7

7 2
2 2 13

3 5
0 1 7

2 3 5

+ + + = +
+ + + = +
− + − + = +

≥ =

= + + − −

∈

                     λ
λ
λ λ

, , ,
(max)

K

2














 

 
Se constată că problema particulară, corespunzătoare valorii λ0 = 0 coincide cu 
cea rezolvată în exemplul 6.7.1. Reamintim că în trei iteraţii a fost obţinută 
baza optimă B = [ A4, A5, A3]. Vom determina acum soluţia programului 
"generic" Pb(λ) asociată aceleiaşi baze,folosind formula (6.7.2). Avem: 

 

b b b b B b x B( ) ; ( )λ
λ
λ
λ

λ λ=
+
+
+
















= + =
















+

















= = =

















−

7 2
13
5 2

7
13
5

2
1
1

00 1 0 1 0

1
2

3
2

13
2

 

 
 

b B A A A b1 1 4 6 7 1

1
2

1
2

1
2

3
2

3
2

1
2

1 0
0 1
0 0

2
1
2

= = =
−

−
































= −

















−[ [ , , ]]  

 
astfel că: 
 

x
x
x
x

b bB ( )
( )
( )
( )

λ
λ
λ
λ

λ λ
λ
λ
λ

=















= + =
















+ −
















=

+
−
+

















4

5

3

0 1

1
2

3
2

13
2

3
2

3
2

1
2

1
2

3
2

3
2

3
2

13
2

1
2

 

 
Deoarece costurile reduse asociate bazei B nu depind de λ şi sunt nenegative, 
soluţia calculată este dual admisibilă oricare ar fi λ ∈ R. Ea va fi optimă pentru 
toţi acei λ pentru care este şi admisibilă. Variaţia semnului componentelor 
vectorului  xB(λ) poate fi urmărită în următorul tabel: 
 

λ  -∞                -13                -(1/3)                1                      +∞ 
x4(λ)  -   -   -   -   -   -   -   -   -   -     0   +   +   +   +   +   +   +   +   + 
x5(λ)  +   +   +   +   +   +   +   +   +   +   +   +   + 0  -   -   -   -   -   - 
x3λ)  -   -   -   -   -    0  +   +   +   +   +   +   +   +   +   +   +   +   +  

 
Tabelul 6.7.7 
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din care rezultă că: 
 
  Pentru toţi λ ∈ [-(1/3) , 1] programul parametric Pb(λ) are soluţia 
optimă: 
 

x x x1 2 3
13

2
1

20 0∗ ∗ ∗= = = +, , λ     cu:   ϕ λ λ( ) (max)= = +f 65
2

1
2 . 

 
Dacă λ este < - (1/3) şi foarte aproape de - (1/3) din tabelul 6.7.7 rezultă că 
 

    2 3 5 0 0 
 CB B VVB A1 A2 A3 A4 A5 
 0 A4 (1/2)+(3/2) λ  1/2 0 0 1 0 
 0 A5 (3/2) - (3/2) λ  -5/2 2 0 0 1 
 5 A3 (13/2) + (1/2) λ  1/2 1 1 0 0 
  f (65/2) + (5/2) λ  1/2 2 * * * 

 
Tabelul 6.7.8 

 
numai  x4(λ) este < 0; soluţia asociată bazei [ A4, A5, A3] nu mai este 
admisibilă dar rămâne dual admisibilă, aşa cum se vede din tabelul         
simplex 6.7.8; se mai constată că în linia  "A4"  a acestui tabel nu există nici o 
valoare negativă.  
 
 În concluzie, oricare ar fi λ < -(1/3) programul parametric Pb(λ)  este 
incompatibil. 
 
 Presupunem acum că λ > 1. Din tabelul 6.7.7 rezultă că x5(λ) < 0 şi din 
nou soluţia asociată bazei [ A4, A5, A3] nu mai este admisibilă fiind în 
continuare dual admisibilă. Examinând tabelul simplex 6.7.8 se constată că se 
poate efectua o iteraţie a algoritmului simplex dual. Obţinem: 
 

    2 3 5 0 0 
 CB B VVB A1 A2  A3 A4 A5 
 0 A4 (4/5) +(6/5) λ  0 2/5 0 1 1/5 
 2 A1 -(3/5) + (3/5) λ  1 -4/5 0 0 -2/5 
 5 A3 (34/5) + (1/5) λ  0 7/5 1 0 1/5 
  f (164/5) +(11/5) λ  * 12/5 * * 1/5 

 
Tabelul 6.7.9 

 
Se vede imediat că dacă λ ≥ 1 soluţia asociată bazei [A4, A1, A3] este 
admisibilă. În concluzie: 
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Pentru λ ≥ 1 programul parametric Pb(λ)  are soluţia optimă: 
 

x x x1
3

5
3

5 2 3
34

5
1

50∗ ∗ ∗= − + = = +λ λ, ,   cu:  ϕ λ λ( ) (max)= = +f 164
5

11
5  

 
Rezultatele studiului sunt sintetizate în diagrama din fig. 6.7.3. Propunem 
cititorului să vizualizeze grafic dependenţa maximului funcţiei obiectiv de 
parametrul λ; va constata uşor că ϕ(λ) este o funcţie convexă, liniară pe 
porţiuni.  
 
 

+∞-∞ 

Soluţia optimă: 
x1 = 0 
x2 = 0 

x3 = (13/2) +(1/2) λ  
ϕ λ λ( ) (max)= = +f 65

2
1

2

⇓ 
Soluţia optimă 

x1 = -(3/5) +(3/5) λ  
x2 = 0 

x3 = (34/5) +(1/5) λ  
λ λ( ) ( ) f 164 11

⇓⇓ 
Programul Pb(λ) 
este incompatibil 

  1 -(1/3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 6.7.3  
 
 
 
 
 


