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6. Analiza sensitivitatii. Postoptimizare. Programare parametrica

Orice program liniar in forma standard in care functia obiectiv se
maximizeaza este perfect determinat de cunoasterea urmatoarelor trei masive:

A = matricea coeficientilor sistemului de restrictii
b = vectorul (coloand) al termenilor liberi
¢ = vectorul (linie) al coeficientilor functiei obiectiv

drept care va fi identificat in continuare prin sigla P(A,b,c):

Ax=0b
P(A4,b,c) x>0

(max) f = cx

Pind acum, elementele masivelor A, b, ¢ au fost presupuse a fi
cunoscute cu exactitate si fixate, de unde si numele de constante atribuit lor. in
situatiile practice, suntem obligati sd privim aceste "constante" si din alte
unghiuri de vedere. Sa presupunem ca P(A,b,c) modeleaza activitatea unei
firme. Atunci elementele a; ale matricii A au semnificatia de consumuri de
resurse, componentele b; ale vectorului b reprezintd plafoanele resurselor
disponibile iar componentele ¢; ale vectorului ¢ pot fi dupd caz, preturi sau
profituri unitare.

Se poate intampla ca unele dintre aceste elemente sa nu fie cunoscute
cu exactitate, ele osciland in jurul unor valori "probabile", ca in urmatoarele
exemple:

"expertii firmei estimeaza ca pentru luna urmatoare pretul bunului ... va
fi in jur de 18 u.m." sau:

"directorul executiv apreciaza cd pentru luna urmatoare disponibilul
resursei ... va fi cam de 130 unitati"

In asemenea situatii suntem interesati s stim daca la variatii "mici" ale
unor constante corespund variatii "mici" ale solutiei modelului, altfel spus,
daca solutia modelului depinde "continuu" de aceste constante. Daca este asa,
vom spune ca solutia modelului este stabila.

Studiul stabilitatii este important din punct de vedere economic
deoarece este posibil ca variatii mici ale unor constante sd antreneze modificari
majore in solutia optimd si in acest caz este necesar sa stim cauzele si
proportiile instabilitatii pentru a putea lua decizia adecvata.
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solutiei optime a unei probleme de optimizare. In cazul liniar, pentru fiecare
constantd se poate determina un interval de variatie cu proprietatea cd baza
optimald sau chiar solutia asociatd raméan neschimbate. Acest interval se
numeste interval de stabilitate al solutiei optime in raport cu coeficientul
considerat.

Reluand problema firmei sunt situatii in care constantele modelului sunt
cunoscute cu exactitate si fixate doar pe o anumitd perioada, o parte din ele
suferind modificari de mai micd sau mai mare amplitudine prin trecerea la o
noud perioada. Ce efect au aceste schimbari asupra solutiei optime este o altd
chestiune cu serioase motivatii economice. De exemplu, suntem interesati in a
afla daca optimalitatea unei combinatii de bunuri se mai mentine cand profitul
unui bun rentabil scade. Mai departe, ne putem intreba ce se intdmpla daca
disponibilul de resurse sufera unele ajustari. Deasemeni este interesant de
vazut ce efect are introducerea unei noi activitati productive, considerarea
unei noi resurse al carei disponibil limitat face inoperant programul de
productie actual sau modificarea tehnologiei de transformare a resurselor in
bunuri.

Evident, la toate aceste intrebari se poate raspunde rezolvand de sine
statitor problema modificata. In continuare, vom ardta cum se obtine solutia
problemei modificate plecand de la solutia problemei originale. Subiectul in
discutie este tentant din start, deoarece este din nou de asteptat ca, la mici
modificari ale datelor initiale, sd rezulte schimbari de micd amploare in solutia
optima originala, schimbari ce se pot determina cu un efort de calcul relativ
mic, oricum mai mic decét in cazul in care problema modificatd ar fi rezolvata
"de la capat".

Problematica relevata este cunoscuta sub numele de postoptimizare.

In fine, programarea parametrica se ocupi de studiul comportarii
solutiei unei probleme de optimizare atunci cand una sau mai multe constante
ale problemei depind de un sistem de parametri.(Ne vom margini aici numai la
cazul dependentei liniare de un singur parametru.)

Cele trei teme sunt strans legate intre ele. In esentd, determinarea unui
interval de stabilitate a solutiei optime In raport cu un coeficient este o
problema parametrica in care insusi coeficientul respectiv este considerat ca
parametru. Deasemeni o problema de postoptimizare poate fi privitd ca un caz
particular al unei probleme mai generale, parametrice etc.
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6.1 Analiza sensitivitatii. Studiu de caz

Conducerea firmei X, specializatd in producerea de aparaturd
electronica a initiat un ambitios program de Tmbunatatire a activitatii sale. Ea
doreste in primul rand sa stie care este cel mai bun mod de utilizare a
resurselor sale interne: capacitdti de productie, fortd de munca, spatii de
depozitare, etc. urmand ca in functie de rezultate sd-si definitiveze programul
de aprovizionare cu materii prime $i componente semifabricate precum si
programul de productie pe urmatoarele luni. Directorul executiv a apelat la o
echipd de Cercetare Operationald care a propus programarea liniara ca mijloc
de investigare si analizd. Pentru exemplificare, au fost alese trei resurse mai
importante R;, Ry, Rj si trei produse reprezentative A', A%, A’ Din analiza
situatiei curente a rezultat ca pe durata unei luni activitdtile avand drept scop
producerea celor trei bunuri pot fi considerate ca fiind liniare. In tabelul 6.1.1
sunt date cantitatile din resursele considerate, disponibile la nivelul unei luni si
consumurile specifice pentru fiecare bun in parte.

Produse — Consumuri specifice

Resurse Al A’ A’ Disponibil
R, 1 2 1 130
R, 1 1 2 100
Rs 2 1 3 140

Tabelul 6.1.1

Desigur, in compararea diferitelor moduri de utilizare a resurselor trebuie avut
in vedere un criteriu de performantd cum ar fi maximizarea profitului total sau
a venitului total sau a ratei profitului, minimizarea costului productiei etc. Se
poate pune chiar problema elaborarii unui program de fabricatie acceptabil din
punctul de vedere al mai multor criterii ca in cadrul analizei multicriteriale,
dar acest subiect nu va fi tratat in lucrare.

Pentru inceput, directorul executiv a cerut echipei sa elaboreze o
propunere de program de productie care, plecand de la resursele sus amintite,
sd maximizeze profitul total al firmei relativ la bunurile A" A° A°.

Profiturile pe unitatea de produs sunt estimate in momentul de fata la 3,
4 respectiv 2 unitdti monetare (u.m.). Notand cu x;, x,, x; cantitdtile in care
bunurile Al, Az, A® vor fi realizate si tinind seama de ipoteza de liniaritate
rezultd urmatorul model matematic:
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X, +2x,+ x;, <130
X+ x,+ 2x; <100
(P){2x,+ x, + 3x; < 140

X;,%,,X; 20

max [ =3x, +4x, + 2x,

Aducem problema (P) la forma standard prin introducerea variabilelor de
abatere x4, xs, X¢ . Reamintim continutul economic al noilor variabile. Deoarece
expresia x; + 2x» + x3 din membrul stidng al primei restrictii reprezinta
cantitatea din resursa R; necesard pentru realizarea combinatiei de bunuri (x;,
X2, x3) iar termenul liber 130 este cantitatea disponibild din aceeasi resursa,
urmeaza ca diferenta 130 - (x; + 2x, + x3), ce defineste valoarea varibilei de
abatere x4, va semnifica tocmai cantitatea din R; nefolositd. Analog, xs si x¢ vor
reprezenta cantitatile din R, si R3 neutilizate.

Aplicam algoritmul simplex plecind de la baza unitarda de start
E=[A" A% A%

3 4 2 0 0 0

CB| B | VVB Al A A’ A* A° A°
0 A* 130 1 | 2 | 1 1 0 0
0 AS 100 1 1 2 0 1 0
0 A° 140 2 1 3 0 0 1
f 0 -3 -4 -2 * * *
4 A 65 12 1 12 1/2 0 0
0 A’ 35 | 112 0 3/2 -12 1 0
0 AS 75 3/2 0 5/2 -12 0 1
f 260 -1 * 0 2 * *

4 A’ 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3

0 A’ 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3

3 Al 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3

f 310 * * 5/3 5/3 * 2/3

Tabelele 6.1.2 - 6.1.4

Pe baza informatiilor numerice cuprinse in tabelul 6.1.4 al solutiei optime
echipa C.O. a formulat urmatoarele concluzii:

e Profitul maxim pe care firma il poate obtine luand in calcul numai
datele prezentate este de 310 u.m. Aceastd valoare reprezintd limita superioara

eqe ey
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In Iegatura cu procurarea altor resurse, cu situatia vanzarilor 1 1n general cu
tot ce tine de actul complex al aproviziondrii, productiei si desfacerii. Marja de
manevra a conducerii este limitatd nu numai de plafoanele resurselor
considerate ci i de o multime de alti factori (unii controlabili altii nu) astfel ca
in realitate profitul este mai mic. Totusi cifra obtinuta trebuie consideratd ca o
valoare de referintd in raport cu care este necesar sa fie evaluate toate celelalte
decizii privind productia.

e In contextul dat, combinatia optima de bunuri se compune din:
x1* = 50 unitdti din A' si x,* = 40 unitati din A’

Din punct de vedere economic, neincluderea produsului A’ in combinatia
optima se justificd astfel (vezi rationamentul din sectiunea.7):
Notand cu B baza optima [A%,A° A'] din tabelul 6.1.4 rezulta:

A =BA=-14+24+34

Se conchide ci producerea unei unitati din A ar implica cresterea productiei
din A® cu 1/3 unitati si diminuarea productiei din A' cu 5/3 unitati. Variatia
profitului are expresia:

Prin urmare profitul total ar scidea cu 5/3 u.m. la fiecare unitate din A’ inclusi
in programul de fabricatie. In consecintd A’ nu este rentabil a fi realizat daci se
are in vedere 1n exclusivitate criteriul de performantd ales. Dupd cum vom
vedea in continuare, situatia produsului A’ se va schimba in raport cu alte
criterii de evaluare.

e Resursele R; si R3 sunt prevazute a se consuma in intregime
deoarece in solutia optima x; =x, =0. Din resursa R, ramin nefolosite

x; =10 unitdti. Cum aceste consideratii premerg definitivarea programului de

fabricatie, analiza modului de utilizare a resursei R, poate fi continuatd in mai
multe directii. Astfel, conducerea firmei ar putea decide utilizarea celor 10
unitdti In alte activitati productive care nu au fost luate in considerare.
Alternativ, se poate impune conditia utilizarii integrale a resursei R, (vezi
sectiunea urmatoare). In fine, o a treia cale ar fi suplimentarea disponibilelor
din R; si R; in scopul utilizdrii mai bune a resursei R,, fireste in ipoteza ca
acest lucru este posibil si ca structura sortimentald de productie gasita este in
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concordanta cu optiunile Iirmel. Analiza acestui scenariu ne va prilejul o
interesanta aplicare a teoriei dualitatii. Intr-adevar, preturile duale optime ale

celor trei resurse sunt u, =3 ,u; =0, u; =2 (vezi exemplul 4.4.2) si ele arata

cu cat creste profitul maxim la o suplimentare cu o unitate a disponibilului
acestora. Asa stand lucrurile, conducerea firmei ar fi mai interesata sa mareasca
disponibilul din R; decat pe cel din R3 dar nici o crestere combinatd nu poate fi
exclusa din start. Sa notdm cu 0b; si 0b; cantitatile suplimentare din resursele
Ry, R; pe care firma ar putea sa le directioneze citre producerea bunurilor A',
A?, A*. Noul vector al disponibilului ar fi:

130+ 6b, | [130] [ob,
p=| 100 |=[100|+| 0 |=b+ob
140+ &b, | |140| | &b,

astfel ca solutia asociata bazei B devine:

2 1
fB——iz —B_IH—B_1b+B_lﬁb—?8+—;€i ? :Eé ﬁgl—
=5 |7 = = 3 3 =
X 50 _}é 0 %é ob,
}o+%aﬁ—%a%_
- m—%a%—%ﬁ%
_m—%aq+%a%_

Mentinerea structurii sortimentale optime actuale inseamna:

~25p +1pp <a0

3771 37737
B 1 1
X720 < 30"b1+30"b3310

1oy 2

3ﬁb1 3§b3£50

Variatia valorii (optime) a functiei obiectiv la modificarile survenite este data
de formula:
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Of=cPxB_cBxP BB b B ob) BB b=cBB  ob=u*ob=

2
o”b1+3

W |

Ob,

Maximizand 0of pe domeniul determinat de inegalitdtile precedente se gaseste
(fie grafic fie cu ajutorul algoritmului simplex):

(0b)*=30  (8b3)*=0 — (max)df=>50

Recapituland, daca vectorul disponibilului ar fi:

130+30 160
b=| 100 |=|100
140+0 140

atunci resursele ar fi in intregime consumate, combinatia optima de bunuri ar
fi:

x; =50-1.30 =40 unititi din A", x; =40+2-30 =60 unititi din A* ,x] =0
iar profitul maxim ar avea valoarea 310 + 50 =360 u.m.

e Sa presupunem acum ca firma hotdraste sa pastreze pentru mai multe
perioade (luni) viitoare actuala structurd sortimentalad in cadrul careia produce
numai bunurile A' si A’ Pe parcurs insi pot interveni modificiri ale
profiturilor unitare sau schimbari de la o luna la alta in disponibilele resurselor
(urmare a unor modificari In structura costurilor de productie, scaderi si/sau
cresteri de preturi pe piata de desfacere, schimbari in structura programelor de
aprovizionare cauzate de modificarea preturilor materiilor prime la furnizori
etc.)

In aceastd Situatie conducerea este interesatd in a §ti intre ce limite
poate varia profitul unui produs sau disponibilul unei resurse astfel incdt
actuala structura a productiei sa se mentind.

Si considerdm profitul unitar al bunului A' a cdrui valoare luati in
calculele anterioare este 3u.m. Recalculam costurile reduse 23 s 24 si 26
inlocuind 3 cu profitul variabil ¢; (vezi tabelul 6.1.4) si impunem conditia de
optimalitate ¢; > 0. Obtinem:
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;=(3)-4+ 30 + 3¢, —2=3¢-520
G = 24+(=H0+(-9)¢-0=5%-1.¢, 20
Co=(-14+(-9-0+ 2.¢, —0=2.¢, =420

din care rezultd intervalul de stabilitate: 2 < ¢; < 8. Deci atat timp cat profitul
pe unitatea de produs A' se mentine intre 2 si 8 u.m. programul de productie
optim rdmane neschimbat:

x, =50 x,=40 x;=0
numai profitul total maxim variaza: max f= 50 - ¢; +4 - 40 =160 + 50 - ¢;.

Pentru profiturile unitare ale bunurilor A> si A’ intervalele de stabilitate
corespunzdtoare sunt 3 <¢, <6 , ¢, <4,

Recalculam valorile variabilelor bazice X,, X5 si X; reunite in vectorul
x®, inlocuind disponibilul actual al resursei R; de 130 unitati cu disponibilul
variabil b;. Conditia de optimalitate x® > 0 conduce la inegalitatile:

*2 N b -
X, 140 -+ 0 3 |140 —1p +2&0

b, >70,b, <160 ,b, <280

din care rezulti intervalul de stabilitate: 70 < b; < 160. In concluzie, dac3 firma
mentine disponibilul resursei R; intre 70 si 160 unitati in combinatia optima
vor intra numai bunurile A' si A? dar in cantitatile variabile:

140

*_ 280 _ 1 *_ 21 _ 140
x =5 -3b x;=5b -4

profitul maxim fiind si el variabil:

(max)f:3'(2;§0_%b1)+4'(%b1 _%):%+%bl
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Tnca o data remarcam Japtul ca viteza de crestere a profitului este data
tocmai de preful dual optim u; =3 u.m. al resursei R;.

Pentru resursele R, si R3 intervalele de stabilitate corespunzatoare sunt
by 2 90 respectiv 65 < b3 < 170.

6.2 Postoptimizare: cazul in care se modificd unii coeficienti din
functia obiectiv

Fie:
Problema originala Problema modificata
Ax =b Ax=b
(P) x>0 (P") x>0
(max) f = cx (max) f'=c'x

unde c¢'=(c,,c,,...,c,) este vectorul noilor coeficienti ai functiei obiectiv. Sa

presupunem ca (P) a fost deja rezolvata cu ajutorul algoritmului simplex si ca
solutia optima x* este asociatd unei baze B. Se remarca faptul ca (P) si (P') au
aceeasi multime de solutii admisibile. In consecinti, x* este o solutie de baza
admisibild pentru programul modificat (P'). Pentru a testa optimalitatea solutiei
x* in raport cu noua functie obiectiv se recalculeaza costurile reduse:

— B p-1 i .
c;=c"B A" -c; , jeJ

Daca toti c_’j >0, je I ,x* este solutie optima si pentru (P"). In caz contrar,
rezolvarea programului (P') se face cu ajutorul algoritmului simplex primal,
luand x* ca solutie de start.

Exemplul 6.2.1 In studiul, de caz din sectiunea 6.1 am determinat
intervalele de stabilitate ale solutiei optime x* in raport cu fiecare din
coeficientii ¢i, ¢z, ¢3 ai functiei obiectiv. Deoarece valorile actuale 3, 4, 2 u.m.
ale acestor coeficienti sunt situate in interiorul intervalelor de stabilitate
corespunzatoare, conchidem ca solutia x* este stabild in raport cu fiecare din ei
si chiar cu ansamblul lor: variatii "mici" (de cateva procente, sd zicem) ale
profiturilor unitare in jurul valorilor actuale nu modifica solutia optima gasita

si implica doar o variatie "micad" a profitului total.



6. Analiza sensitivitatii. Postoptimizare. Programare parametrica 93
1 2
Pentru exemplificare, sa presupunem ca profiturile bunurilor A™ §1 A
cresc cu 5% iar profitul bunului A” scade cu 10%:

¢l =3+715-3=315 ¢, =4-12.4=36 c/=2+75-2=2]

Inlocuind in tabelul 6.1.4 coeficientii c; =3, c; =4, ¢3 = 2 cu coeficientii de
mai sus si recalculand costurile reduse rezulta tabelul:

3,15 3,6 2,1 0 0 0

CB | B | VVB Al A’ A’ A A’ A®
3,6 | A? 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3
0 A’ 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3
3,15 | Al 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3
/| 3015 * * 1,95 1,35 * 0,9

Tabelul 6.2.1

Prin urmare efectul combinat al schimbarilor survenite in structura vectorului
profiturilor unitare se materializeaza doar intr-o reducere a profitului total cu
310 - 301,5 = 8,5 u.m. ceeace reprezinta 2,74% din valoarea initiald!

Altfel stau lucrurile daci, de exemplu, profitul unitar al bunului A' ar fi
de 2 um. in loc de 3 um. Ne reamintim cd 2 este extremitatea stingd a
intervalului de stabilitate al solutiei x* in raport cu ¢; = 3! Introducem aceste
modificari in tabelul 6.1.4 obtinind tabelul 6.2.2.

2 4 2 0 0 0
CB| B | vwB | A' A? A’ A* A’ A®
4 | A? 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3
0 | A 10 0 0 2/3 -1/3 1 -13 |
2 | A 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3
/| 260 * * 0 2 * 0
Tabelul 6.2.2

Se observa ca 23 =0, 26 = 0 de unde tragem concluzia ca problema are mai
multe solutii optime de baza (vezi sectiunea 4.2). Acestea se obtin introducand
succesiv in baza curentd coloanele A’ si A (vezi tabelele 6.2.3 - 6.2.4).
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CBT B | VVB | A A N N A A
4 | A? 45 0 1 0 1/2 12 -12
2 | A} 15 0 0 1 -12 32 -12
2 | A 25 1 0 0 3/2 -5/2 3/2
7 | 260 * * * 2 0 0

2 4 2 0 0 0
CB | B | VVB Al A? A’ A A’ A°
4 A’ 65 12 1 12 12 0 0
0 A’ 35 12 0 3/2 -12 1 0
0 A® 75 3/2 0 5/2 -1/2 0 1
f 260 0 * 0 2 * *
Tabelul 6.2.4

Celelalte doua solutii optime de baza au componentele:
x; =25,x," =45,x;" =15 (val. var. de abatere: x;" = x;" = x; =0)
respectiv:

x,"=0,x," =65x;" =0 (val. var. de abatere: x,” =0,x;" =35,x," =75)

Ne reamintim cd in aceastd situatie existd o infinitate de solutii optime de
forma:

x=a x +a,x" +a,x7 cua,0,0320 si oy tortaz=1

(combinatii convexe ale solutiilor optime de baza),in care:

X1:500(,1+250Lz X4 = 0
x2=40a1+45a2+65a3 X5:100L1+350L3
X3 = 15 o X6 = 75 o3

Daca se 1a de exemplu: o =3/5, a2 =1/5, as = 1/5 se gaseste solutia:

X1:35,XQ:46,X3:3 (x4=O,x5=13,x6=15)
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care, desl optima, nu este o solutie de baza avind cinci componente nenule,
cu doua mai mult decat numarul restrictiilor!

S ne Intoarcem la problema stabilitatii solutiei x* in situatia micsorarii
profitului bunului A' 1a 2 u.m.
Urmarind datele din tabelele 6.2.3 - 6.2.4 se constatd ca o noud scadere oricat
de micd a profitului bunului A' face ca solutiile x** §i x** si nu mai fie
optime! Solutia care maximizeaza profitul este x*** si ea prevede producerea
in exclusivitate a bunului A® spre deosebire de solutiile x* si x** care au o
structurd sortimentald mai larga! Astfel o micd scadere a profitului bunului A'
sub valoarea actuald de 2 u.m. antreneazd schimbari chiar in structura
sortimentald a programului de productie! In consecintd, solutia x* este
instabild in raport cu eventualele oscilatii ale profitului bunului A" in jurul
valorii de 2 u.m.

Exemplul 6.2.2 In studiul de caz din sectiunea 6.1 a fost avansati o
propunere de program de productie care urmarea maximizarea profitului total.
In prezent, firma vinde produsele A', A%, A’ la preturile 12,18 respectiv
16 u.m. astfel ca profitul maxim de 310 u.m. ar corespunde unui venit total de:

50-12+40-18=1320 u.m.
A 31
In varianta construita rata profitului ar fi de 30 100 = 23,5%. Se pune firesc

intrebarea daca propunerea de plan elaboratd in 6.1 maximizeaza venitul total
al firmei, bineinteles in ipotezele date adica marginindu-ne numai la resursele
R;, Ry, R; si la bunurile AI, AZ, A’ 1 Pentru a raspunde la intrebare, in tabelul
simplex optim 6.1.4 schimbdm coeficientii ¢; = 3, ¢; = 4, ¢3 = 2 ai functiei
"profit total" f'cu coeficientiic, =12, c; =18, c; = 16ai functiei "venit total" f'
si recalculam costurile reduse c¢j,c,,c .Gasim:¢ =-2,¢, =8,¢/ =2.
Deoarece c; <0, solutia care maximizeaza profitul total nu conduce si la un

venit maxim: introducerea bunului A’ in combinatia actuald ar majora venitul
actual de 1320 u.m. cu 2 u.m. pe unitatea de produs A’!

Aplicand algoritmul simplex primal, intr-o singurd iteratie se obtine
solutia care maximizeaza venitul total (vezi tabelele 6.2.5 - 6.2.6):

x"=25u.dinA', xJ" =35u.din A* , x{" =15u. din A’

12 18 16 0 0 0
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CB T B [ VVB | A A A N A A
18 | A? 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3
0 | A° 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3
12 | A 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3
7 | 1320 * * 2 8 * 2
18 | A’ 35 0 1 0 12 12 -12
16 | A’ 15 0 0 1 -12 32 -12
12 | A 25 1 0 0 1/2 -5/2 3/2
7 | 1350 * * * 7 3 1

Tabelele 6.2.5 - 6.2.6

La un venit maxim de 1350 u.m. profitul firmei ar fi de: 25 -3 +35 -4
+ 15 -2 =245 u.m. iar rata profitului ar fi in acest caz de numai 18,1%.

Desi rata profitului a scazut cu 23,5 - 18,1 = 5,4% noua solutie are o
serie de calitati: asigurd o productie diversificatd intrucat se produc toate
bunurile si utilizeaza integral resursele disponibile. S observam deasemeni ca
preturile duale optime ale celor trei resurse s-au modificat:

**_ **_ **_ ~ *_é *_ *_;
u, =7,u, =3,u, =1 fatade u =3,u, =0,u; =3

Se justifica astfel afirmatia din sectiunea 2.4 potrivit careia preturile
duale nu reflecta valoarea intrinseca a resurselor ci aratd masura implicarii
acestora in procesul de optimizare a obiectivului urmarit.

Exemplul 6.2.3 Am vazut ca in solutia care maximiza profitul, resursa
R, nu era folositd in intregime. Se poate pune problema determinarii unei
solutii care sa maximizeze profitul cu conditia utilizarii integrale a acestei
resurse. Pentru a obtine un raspuns prin reoptimizare, transformam variabila de
abatere xs in variabila artificiald inlocuind in functia obiectiv coeficientul sau
¢s = 0 cu o constantd negativd -M << (. Introducem acest coeficient in tabelul
6.1.4 si aplicam algoritmul simplex primal. Invitdm cititorul sa faca calculele
necesare anuntdndu-l ca va trebui sd obtind solutia care maximizeaza venitul
firmei.
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6.3 Postoptimizare: cazul In care modificarile se produc In
vectorul termenilor liberi

Problema originala Problema modificata
Ax="> Ax =b'
(P)yx=0 (P')9x=20
(max)f = cx (max) /" = cx

- \T . q- . < -
unde b' :(bl,bz,...,bm) este noul vector de termeni liberi. Se observa usor ca

(P) si (P') au aceleasi baze dual admisibile. Fie B o bazd optimala a
programului (P). Calculam solutia x' a programului modificat (P'), asociata
bazei B:

xB=Bp' x5=0

Cum am remarcat deja, x' este o solutie dual admisibild pentru (P'). Daca x™ >
0 atunci x' este si admisibild i deci optima. Altminteri, rezolvarea problemei
(P") se va face cu ajutorul algoritmului simplex dual, ludnd x' ca solutie de
start.

6.4 Postoptimizare: introducerea unei noi activititi in model

Problema originala Problema modificata
= i J n
(P) x;20 (P") x;20,1<j<n;x,,20
(max) f = jz;cjxj (max) f'= jz::lcj‘xj T ConX

% * % % . . - .
Dacix = (x,,X,,...,x,)’ este solutia optimd a programului (P),
. - . . ' k * * . .
asociatd unei baze B, atunci x =(x,,x,,...,x, ,0)" este evident o solutie
admisibila pentru (P') asociatd aceleasi baze B. Pentru a decide asupra
optimalitatii solutiei x' calculam:
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b —1 1
coi=Cc BTA"™ —¢

n+l

Dacd c.1 >0 atunci x' este solutie optimd pentru problema (P'): noua

an

activitate A™"' nu este "rentabild" in raport cu grupul activititilor reprezentate
*

inx .

Dacac.+1 <0, aplicam 1n continuare algoritmul simplex, luand x' ca solutie de
. . . - + . A -

start; la prima iteratie, noua coloana A" va intra in baza.

Exemplul 6.4.1 Consideram problema maximizarii profitului firmei X
din sectiunea 6.1; firma doreste sa introducad in fabricatie si produsul A' ale
carui consumuri specifice din resursele R;, Ry, R3 sunt 2 , 3 respectiv 1 unitéti.
Remarcam faptul ca A' realizeaza un consum superior din resursa R; si este de
asteptat ca includerea sa in programul de fabricatie sa conduca la o utilizare
mai bund a acestei resurse (ne reamintim ca in solutia care maximiza profitul
total resursa R, era excedentard!). Deocamdata pretul produsului A' nu este
fixat si ca urmare nici profitul unitar nu este cunoscut. [ ce conditii ar putea fi
inclus A'in combinatia care maximizeaza profitul?

Notam cu A’ coloana consumurilor specifice relative la bunul A'si fie
c¢7 profitul unitar al acestui bun. Din teoria generala rezultd ca A' nu este inclus
in combinatia optima atat timp cat costul sdu redus in raport cu baza optimala
B=[A% A°,A'] este nenegativ. Calculam ¢; folosind datele din tabelul 6.1.4:

2
E7ZCBB’1A7—C7=[4 0 3]_1 3|—c, =4—-c,
1

Atunci:
c720=>c;<4um.

In concluzie, daca profitul estimat pentru bunul A' este inferior valorii de 4
u.m. introducerea lui in fabricatie nu implicd o crestere a profitului total.
Pentru a obtine un profit superior, conducerea firmei poate actiona in doua
directii: fie sd creasca pretul cu toate consecintele care decurg din aceastad
decizie in ceea ce priveste desfacerea pe piatd fie sd reduca costurile de
productie la acest bun. Dacd, de exemplu, profitul unitar al bunului A" ar putea
atinge valoarea c7=5u.m. atunci ¢7 = -1 si profitul total ar creste cu 1
u.m. la fiecare unitate din produsul A' inclusd in programul de fabricatie.
Pentru a obtine noua
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combinatie optimd adaugdm tabelului 6.1.4 coloana A’ =B"A’, costul redus
¢7 i aplicadm algoritmul simplex primal.

3 4 2 0 0 0 5
CB| B | vvB Al A? A’ A A’ A° A’
4 A’ 40 0 1 -1/3 2/3 0 -1/3 1
A’ 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 | 2 |
3 Al 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 0
7/ | 310 * * 5/3 5/3 * 2/3 -1
4 | A? 35 0 1 -2/3 5/6 -12 -1/6 0
5 A’ 5 0 0 1/3 -1/6 12 -1/6 1
3 Al 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 0
/| 315 * * 2 32 12 12 *

Tabelele 6.4.1 - 6.4.2
Se obtine solutia :
x" =50 x;7=35 x=5 (max)f =315 um.

Propunem cititorului sa interpreteze rezultatul si sa elaboreze o analiza
succintd a acestuia inspirandu-se din comentariile din intreg paragraful 6 (daca
nu cumva are idei mai bune...)

6.5 Postoptimizare: adaugarea unei restrictii

Problema originala Problema modificata

a, X, +a,x,+..+a, x, =b,

1
a, x, +a,x,+.+a,x, =b, e
Ay X, + Ay X, +..4a,, x, =b,
ay X, +ayX,+..+a, x, =b,
........................................ '

(P) _p (P')a,,x, +a
amlxl +am2‘x2 +"'+amn'xn — “m

x,20,x,20,...,x, 20

(max) f = c;x, +c,x,+..+c,x,

X,+..+a, x, =b

m2 mn”"n m

a.x, + a,x,+.+a,x, <f
x,20,x,20,...,x, 20

(max) f =c¢,x, +c,x,+..+c, X,
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Fie B baza optima a programului (P) gasita prin aplicarea algoritmului simplex.
In consecinta, forma explicitd a problemei (P) 1n raport cu baza B:

X+ Xajx; =bi ,iel

jeJ
(P x,20,iel;x;20,jeJ (6.5.1)
f+ szxj :7
jeJ

este disponibild, constantele alcdtuitoare forméand tabelul simplex optim. Daca
k %

solutia optima x a programului (P) verifica restrictia suplimentara atunci x

este solutia optima si a problemei extinse. In caz contrar, adica atunci cand :

* 3k *
ox, +o,X,+. o, x, >3 (6.5.2)
procedam dupd cum urmeaza:

e Transformam inegalitatea suplimentara in egalitate adaugand
variabila de abatere X,+1:

ax, +ox,+.+ax, +x, =0 (6.5.3)

e Folosind forma explicita (6.5.1.) eliminam din (6.5.3.) variabilele
bazice x; , i€l (in caz ca apar). Obtinem o egalitate de forma:

Xo;x;+x,,=p (6.5.4.)

jel

Se constatd imediat cd B este negativ deoarece :

— n %
B=B-2 ax <0
=1

conform (6.5.2.)

Adaugand (6.5.4.) la (6.5.1) obtinem forma explicita a programului extins P' in
raport cu baza B' formatd din coloanele bazei B (coloane extinse cu
coeficientii corespunzatori din restrictia suplimentard ! ) plus coloana unitara:

A"'=(0,0....,0,1)"eR""!
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Solutia asociata acestel baze:

Xi= El' Jgel; xp41= ﬂ_<0 N XJZO ,jEJ (655)

nu este admisibild dar verifica criteriul de optimalitate, altfel spus este dual
admisibild. In consecintd, pentru rezolvarea problemei extinse (P') vom aplica
algoritmul simplex dual, pornind de la solutia (6.5.5).

Exemplul 6.5.1 In studiul de caz din sectiunea 6.1, la elaborarea
programului de productie care maximizeazd profitul total, au fost avute in
vedere numai resursele R, Ry, R3 . Daca in procesul de productie sunt folosite
si alte resurse, se naste intrebarea daca nu cumva solutia gasita implica
consumuri ce depasesc disponibilul din acestea. Pentru exemplificare, sa
consideram o a patra resursda Ry al carei stoc disponibil b4 nu este deocamdata
stabilit. Pentru cele trei bunuri Al, Az, A? consumurile specifice din R4 sunt de
2, 2 respectiv 1 unitati. Conditia de incadrare a consumului din R4 n disponibil
conduce la inegalitatea:

2x, +2x, +x; <D, (6.5.6)
Pentru ca solutia care maximizeaza profitul total:
x, =50 x,=40 x;=0 (6.5.7)

sa satisfaca restrictia de mai sus este necesar ca:
2-50+2-40+1-0< by < by2180

Prin urmare dacad firma reuseste sd asigure un disponibil de cel putin 180
unitati din Ry, programul (6.5.7) nu suferda modificari. Dacd bs < 180, solutia
(6.5.7) nu mai satisface restrictia suplimentara (6.5.6).Sa vedem ce se intampla
in acest caz!

Transformam (6.5.6) in egalitate, adaugand variabila de abatere x7:

2x,+2x, +x; +x, =D, (6.5.8)

Exprimam variabilele bazice x; , x, in functie de cele nebazice folosind datele
din tabelul 6.1.4:

4 — 1 2 1 _4 1 2 1
O—XZ 3x3+3x4 3x6 = xz— 0+_3x3__3x4+_3x3 ( )
5 — 5 1 2 _5 5 1 2 T
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Eliminand x; , x; din (6.5.8) se gaseste in final:

—3x,—3x, —3x,+x, =b, —180 (6.5.10)

Introducem coeficientii egalitatii (6.5.10) in tabelul simplex 6.1.4:

3 4 2 0 0 0 0

CB| B VVB Al A? A® A A’ A° A’
4 | A? 40 0 1 13 23 0 13 0
0 | A° 10 0 0 23 -1/3 1 -13 0
3 | A 50 1 0 53  -1/3 0 23 0
0 | A7 | b,-180 0 0 | -5/3 | 2/3 0 213 1
f 310 * * 53 53 * 2/3 *

Tabelul 6.5.1

Conform instructiunilor algoritmului simplex dual, A’ pariseste baza curenta.
Raportand costurile reduse ¢; la elementele corespunzatoare, dar negative din
linia "A”" a tabelului 6.5.1 gasim ci A’ sau A° trebuie si intre in bazi pentru a
asigura dual admisibilitatea noii solutii (adica satisfacerea testului de
optimalitate). Din punct de vedere economic,se impune introducerea lui A°
pentru cd aceasta ar insemna includerea bunului A° in programul de
fabricatie, bineinteles in ipoteza ca noua solutie ar fi §i primal admisibila!

Inlocuind A7 cu A* in baza curenta obtinem solutia dual admisibila din
tabelul 6.5.2 (pivotul transformarii este deja marcat in tabelul 6.5.1):

CB | B VVB Al AT A A* AT AS A’
4 | AP | 76-(1/5bs | O 1 0 4/5 0 -5 -1/5
0 | A’ | (2/5)bs-62 | © 0 0 -3/5 1 350 2/5
3 Al by - 180 1 0 0 -1 0 0 1
2 | AP | 108-3/5)b, | 0 0 1 2/5 0 2/5  -3/5

f 130 + b, * * * 1 * 0 1

Tabelul 6.5.2

Conditia de admisibilitate primala conduce la inegalitatile:
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76—-1b, 20 — b, <380
2p,—6220 — b, 2155
b, 13020 — b, 2130
108—3b, 20 — b, <180

= 155<pH, <180 (6.5.11)

In concluzie, daca b, satisface (6.5.11) atunci solutia din tabelul 6.5.2 adica:
x, =b,-130 x,=76-1b, x,=108-3p, (6.5.12)

este optima, aducand firmei, in caz de realizare un profit de 130 + b4 u.m.
Toate resursele sunt prevazute a fi utilizate integral cu exceptia lui R, din care
ramin x; = £b, — 62 unitati.

Observam ca daca b4 = 155 unitati din Ry, toate resursele sunt folosite,
programul de fabricatie (6.5.12) va avea componentele :

X1:25 )C2245 X3:15

si profitul corespunzator ar fi de 130 +155 =285 u.m.

Pe masurad ce b4 se apropie de valoarea maximd 180 creste si profitul
citre valoarea 130 + 180 = 310 u.m. in acelasi timp cantitatea nefolosit 4 din
R, se mireste apropiindu-se de valoarea 10 iar productia bunului A® tinde citre
0. Pentru b4 = 180 regdsim solutia (6.5.7).

Exemplul 6.5.2 Reludm problema maximizarii profitului firmei X.
Care va fi programul de productie daca se impune cerinta ca cel putin 8% din
venitul firmei sd fie realizat din desfacerea bunului A°?
Folosind preturile anuntate in exemplul 6.2.2 noua conditie se formalizeaza
prin inegalitatea:

16x, Z%(lle +18x, +16x;) <> 6x,+9x, —92x, <0 (6.5.13)

Introducem variabila de abatere x7 si eliminam variabilele bazice x;, x, folosind
relatiile (6.5.9). Rezulta egalitatea:

-99x, —4x, —x, +x, =—-660
ai carei coeficienti se atageaza tabelului simplex 6.1.4, dupd care se aplica
algoritmul simplex dual (vezi tabelele 6.5.3 - 6.5.4)
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Intr-o singuri iteratie se obtine programul optim:

x, =388 x =422 x] =62 (max)f =298% (6.5.14)
(valorile variabilelor de abatere: x, =x, =0,x; =5%)
3 4 2 0 0 0 0

CB| B VVB Al A’ A’ A? A’ A® A’
4 A’ 40 0 1 13 23 0 -1/3 0
0 A’ 10 0 0 2/3 -1/3 1 -1/3 0
3 Al 50 1 0 53 -1/3 0 2/3 0
0 A’ -660 0 0 -99 -4 0 -1 1

f 310 * * 5/3 5/3 * 2/3 *

A’ 380/9

A’ 50/9

Al 350/9

A’ 20/3

/| 2690/9

Tabelele 6.5.3 - 6.5.4

Acest exemplu ne ofera ocazia de a semnala si discuta un aspect nou,
care nu a fost avut in vedere in consideratiile teoretice dezvoltate pana acum.
Deoarece firma X produce aparaturd electronicd este de presupus ca bunurile
A', A%, A’ se mésoarad in unititi indivizibile ca de exemplu in bucati. Daci
bunul A' este in fapt un calculator, a produce o fractie din el este lipsit de
sens; ori se fabrica un intreg calculator ori nu. Prin urmare in orice solutie
admisibila valorile variabilelor x;, x,, x; trebuie sa fie nu numai nenegative
dar si integi! 1ata de ce solutia (6.5.14) nu poate fi Insusita.

Vom proceda la rotunjirea componentelor fractionare in ideea ca solutia
optima intreagd se afld in "apropierea" solutiei optime "fractionare". Operatia
de rotunjire trebuie astfel facuta incét rezultatul sa fie o solutie admisibila adica
sa verifice restrictiile problemei. Este firesc sd acceptdm solutia obtinuta in
acest mod cel putin ca solutie suboptimala - in unele contexte practice acest
lucru este perfect justificat de faptul ca valorile permise variabilelor sunt
suficient de mari astfel incat efectul rotunjirii sa fie neglijabil.

Rotunjind superior x, siinferior x, , x, se gdseste combinatia:

x,=39 x,=42 x,=6
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care se incadreaza in disponibilele date dar nu verifica restrictia suplimentara

- . 3 .o . .
(6.5.13), deoarece valoarea productiei din A’ reprezintd numai 7,3% din
valoarea intregii productii.

Rotunjind inferior x, ,x, sisuperior x; se obtine o solutie admisibila
intreaga:

x, =38 x,=42 x,=7 f(x)=296u.m.
care nu este optima. Cea mai buna solutie Intreaga este:
x{ =37 xy=43 x| =7 f(x*)=297um. (6.5.15)
In cadrul acestui program, valoarea productiei din bunul A’ reprezinta 8,4%
din valoarea intregii productii.

Solutia (6.5.15) va fi obtinutad in paragraful urmator prin aplicarea unei
proceduri care consta intr-o suitd de postoptimizari cu adaugare de restrictii.

6.6 Postoptimizare: modificarea unei coloane din matricea
coeficientilor

Fie:
Problema originala Problema modificata
A'x, + Ax,+-+A"x, =b (A" x, + A*x,++A"x, =b
(P)¢x, 20,x, 20,---,x, 20 (P')9x,20,x,20,...,x, 20
(max) f = ¢, x, +c,x,+-+c,X, (max) f = c/x, +c,x,+...c,x,

unde:
(4'y=4"+04" ¢l =¢, +c

Dupa cum se observa, modificarile apar in prima coloana a matricii A si ele
sunt incluse in vectorul dA'. A fost previzuti si o modificare dc; coeficientului
variabilei x; In functia obiectiv si aceasta din ratiuni economice: de regula,
schimbarea tehnologiei de realizare a unui bun duce la modificarea costurilor
de productie, cu efect nemijlocit asupra pretului si profitului. Formal, cazul
strict indicat in titlul sectiunii se obtine pentru dc; = 0.
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Presupunem ca si pind acum ca problema originala (P) a fost rezolvata
cu ajutorul algoritmului simplex primal; se cunoaste deci solutia sa optima x*
si baza B careia 1i este asociatd. Doua situatii sunt posibile:

1) Coloana A" care se modificd, nu face parte din baza B. Atunci in
solutia optima x* vom avea x, =0 astfel ca x* va fi o solutie admisibila a
problemei modificate (P') si chiar o solutie de baza fiind asociatd aceleeasi

| . . .
baze B. Perturbarea coloanei A" are efect direct numai asupra costului redus al
variabilei x; conform formulei:

¢/=c’B(A')-c/=(c’B"'A' =)+ (c°B"'04' = dc,)=¢, + ¢,  (6.6.1)

Atunci:

!

e dacd ¢/ >0 atunci x* este solutie optima si pentru (P");
e dacd ¢/ < 0 , pentru rezolvarea problemei (P') vom aplica in
continuare algoritmul simplex primal ludnd x* ca solutie de start. Bineinteles,

" . . .. A - 71 -1 41
in tabelul simplex asociat solutiei x* vom inlocui 4" =B~ 4 cu:

(4')=B"'(4"Y=B"4"+B"'(04")=4"'+54" (6.6.2)

si ¢, cu ¢, calculatin (6.6.1).
Dupa cum se vede modul de tratare al acestui caz este foarte asemanator cu cel
prezentat in sectiunea 6.4 la addugarea unei noi activitati Tn model.

Exemplul 6.6.1 Reluam problema maximizarii profitului firmei X din
sectiunea 6.1. Ne reamintim ca in raport cu criteriul de performanta amintit,
bunul A’ nu era inclus in combinatia optima. Departamentul de cercetare al
firmei a realizat insa o noua tehnologie de fabricare a acestui bun care necesita
consumurile unitare 5/4 , 7/4 , 5/2 din resursele R; , R, , R3.Costurile de
productie fiind altele, conducerea firmei doreste sa cunoasca in ce conditii
bunul A’ - realizat dupd noua tehnologie - ar putea deveni rentabil.

Suntem 1n conditiile cazului tratat mai sus. Plecand de la:
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@Y = L + o7

% 1 P
Ll = 2|+ |-/A
P2 3 -/

si folosind elementele tabelului simplex 6.1.4, evaluam:
A0 =Kl A P
O =B @A) =) 1 =4 - |=| -k
% 0 % -4 [-x

astfel ca:
-4 /s 0
(A=A +04° =| % |+| =K |=| 4
I A A/
Cu formula 6.6.1 calculim costul redus asociat bunului A*:
/i
G'=¢c, +0c, :%+[4 0 3] -V |— ¢y =%+ W, — Ocy =V — Oc,
~

Bunul A’ rimine in afara combinatiei optime atata timp cat:
'20 & Jde; <,

Daca de exemplu Oc; =2 < ¢3' = ¢3 + Oc3 =2 + 2 = 4 u.m. atunci c; = -1/4 si
A® devine rentabil asa cum rezulti din tabelele simplex 6.6.1 - 6.6.2:

3 4 4 0 0 0

CB| B | vvB Al A? A’ A A’ AS
4 | A? 40 0 1 0 2/3 0 -1/3
A’ 10 0 0 12 -1/3 1 -1/3

3 | A 50 1 0 5/4 -1/3 0 2/3
f | 310 * * -1/4 5/3 * 2/3

4 | A? 40 0 1 0 2/3 0 -1/3
4 | A’ 20 0 0 1 -2/3 2 22/3
3 Al 25 1 0 0 1/2 5/2 3/2
/| 315 * * * 32 1/2 1/2

Tabelele 6.6.1 - 6.6.2
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A rezultat programul optim
x; =25 x, =40 x; =20 max f =315um.
Se obtine o crestere a valorii functiei obiectiv: Af = x; -(-¢))=20-(1/4)=5
unitdti monetare,conform formulei (4.2.3).

2) Coloana A’ care se modificd face parte din baza optimd B. Plecand
de la problema originald (P) vom rezolva problema intermediara :

A'x, + Ax, +...+ A"x, +(OA)x,,, =b
(P)yx,20,x,20,...x, 20,x,,, =20 (6.6.3)
(max) f =cx, +c,x, +...c,x, +(Ic,)x

n+l =

n+l

urmarind instructiunile date in sectiunea 6.4 (adaugarea unei noi activitdti n
model). Este clar atunci cd problema modificata (P') se deduce din (P;) prin
addugarea restrictiei egalitate:

X1 = Xn+1 (664)

Pentru a putea folosi instructiunile sectiunii 6.5 (addugarea unei restrictii)
transformam (6.6.4) in doua inegalitati de tip " <":

xl < xn+l = ‘xl - ‘xn+1 < 0

-x,+x,,<0

Observatie: Este posibil ca programul intermediar (P;) sd aibe optim

infinit. In aceasta situatie revenim in rezolvarea problemei originale (P) si mai

precis la iteratia in care coloana A' (care se modifici) a intrat in baza

curenti B. Acolo, inlocuim coloana A' cu (4') = B'(4")", recalculim

costul redus ¢; si reludm aplicarea algoritmului simplex.

Exemplul 6.6.2 Ne plasim din nou in cadrul studiului de caz din
sectiunea 6.1. Am vizut ca bunul A” intrd in combinatia care asigurd profitul
maxim. Sa presupunem ca tehnologia de fabricatie a acestui bun se modifica
astfel:



6. Analiza sensitivitatii. Postoptimizare. Programare parametrica 109

2 3/2 2] [-1/2
A =1 > )=| 1 |=4+o4=[1]|+| 0
1 3/4 1| |-1/4

Lasam variabil profitul bunului A*;
cy,=cC, +0c, =4+,

propunandu-ne sa studiem toate situatiile posibile. Obtinem urméatoarea
problema modificata:

X +3x,+ X, +x, =130
X, + x, + 2x, + x4 =100
(P')S 2x,+3x, +3x, +x, =140
x;20
(max) f =3x, +(4+Jc,)x, +2x,

(am inclus deja si variabilele de abatere x4 , x5 , x¢ ) Programul intermediar (P;)
din (6.6.3) are urmatoarea forma:

X, +2x,+ x;—1x, +x, =130
X+ x, +2x; + X =100
(P)42x,+ x,+3x, —+x, +x, =140
x;20
(max) f* = 3x, +4x, +2x, +(Jc,)x,

Dupa cum se vede programul (P;) se deduce din (P) addugand activitatea
A_7 = 0A? cu coeficientul ¢7 = Ocy in functia obiectiv f. Calculam costul redus
¢7 asociat noii activitati:

x0 =Yl=-K |-Xh
A" =04 =B84 =|-% 1 =44| 0 |=| 4
=% 0 X% \-X 0
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-
5720327—07:[4 0 3] Y |—oc, =-1-2cc,
0

Avem de examinat doua situatii:

1)c,20 & Jde,<-1 & ;<3
Solutia optimd a programului (P;) se obtine din solutia optima x* a
programului original (P) adaugand x; = 0. Tabelul simplex optim pentru

programul (P;) se obtine formal din tabelul simplex optim (6.1.4) al
programului (P) adidugind A’si ¢ calculate mai sus:

3 4 2 0 0 0 ocs
CB [B |VVB | A' A2 AP A* A5 AS A’
4 [A* |40 0 1 13 230 13 -1/4
0 A’ |10 0 0 23 13 1 13 |1/4
3 |A' |50 1 0 53  -13 0 2/3 0
7 (310 |* * 53  5/3 % 2/3 -1-0c,
Tabelul 6.6.3

Trecem la rezolvarea programului modificat (P') completand (P,) cu restrictia:

x,—x, <0 { X, =X, +x3=0 6.6.5)

X, =X f—
2 {—x2+x7SO

—X, +x,+x,=0
Elimindm din (6.6.5) variabila bazica x,. Din tabelul 6.6.3 obtinem:
1

1 2 1 — — 1 2 1 1
Xy —3Xy+5X, — 3%, —5%, =40 = x, =40+3x; —5x, +3Xx, +5X,

Inlocuind in (6.6.5) rezulta ecuatiile:

1 2 1 3 —
IXy = 5X, F3Xg — X, + X =-40

1 2 1 3 —
—3X; F5X, 35X T X, +x, = 40

ai caror coeficienti ii atagdm la tabelul 6.6.3.
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3 4 2 0 0 0 dc, 0 0

CB| B |VVB| A" A2 A° A A° A° A’ A A°
4 | A2 | 40 0o 1 -13 23 0 -13  -1/4 0 0
o | A | 10 o 0 23 13 1 -1 1/4 0 0
3| A | 50 1 0 53 -13 0 2/3 0 0 0
o | A| 40 |0 o 3 0 13 10
0 A’ 40 0 0 13 23 0 -1/3 3/4 0 1
fF 1310 = * 53 53 * 213 l-de, * %

Tabelul 6.6.4

Tabelul 6.6.4 ofera o solutie dual admisibila pentru programul (P'). Coloana A®
va iesi din baza curentd. Pentru a gasi coloana care intrd In baza evaluim
rapoartele:

~1-2Jc,| 4
R P A B
374 |30

5/3
-2/3

= ek |

(prin ipotezd -1-0c, >0 1)
Exista doua cazuri de examinat.
1.1) %<%(-1-0c,) & e, <=2 < ¢ <%

Coloana A* intrd in bazi. intr-o singura iteratie (cu pivotul incadrat -2/3 ),
algoritmul simplex dual produce urmatoarea solutie optima pentru programul

ok E

modificat (P'): x; =70 x, =x, =0 (max)f =210u.m.
1.2) %¥>%(-1-0oc,) & -%34<dc,<-1 <& %<cy<3

Coloana A’ intrd 1in bazi. Aplicim algoritmul simplex dual pivotind tabelul
6.6.4 cu pivotul incadrat -3/4. In doud iteratii se obtine urmadtoarea solutie
optima pentru problema modificata (P'):

x; =52 x, =48 x; =0 (max)f =348+48-Jc,

2)c, <0 & Jde,>-1 & ¢ >3um.
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l'abelul simplex ©.6.3 arata ca solutia optima a problemel originale (F)
completatd cu x; = 0 nu mai este optima si pentru programul intermediar (P;).
Pivotdm 6.6.3 cu pivotul incadrat 1/4 obtinand tabelul:

3 4 2 0 0 0 dcs

CB| B VVB Al A2 A’ A A’ A® A’
4 [ A? 50 0 1 1/3 1/3 1 22/3 0
dcy | A7 40 0 0 8/3 -4/3 4 -4/3 1
3 |A! 50 1 0 5/3 -1/3 0 2/3 0
f 1350+4000c,| *  * 13/3+(8/3)0c, 1/3 -(4/3)0c, 4+4dc, -2/3-(4/3)dc, *

Tabelul 6.6.5

Costurile reduse c¢3, ca, c¢s, c¢suntexpresiiliniare In Oc,. Determindm ,
in urmatorul tabel, semnul valorilor acestora.

ac, | -1 -1/2 1/4 +00
=(133%@83)éc, |+ + +++ +++++ +++++ +
a=(RyA3)de [+ ++++ +++++ 0---- - -
cs=4+t40c, |0 ++ ++ +++++ +++++ +
ce=-213)-(4/3)0c, |+ + + + + 0 - - - - - - oo -

Tabelul 6.6.6

2.1) Din tabelul 6.6.6 rezulta ca pentru:
-1<dc, <=}, & 3<c <)

tabelul 6.6.5 ofera solutia optimad a problemei intermediare (P;).Procedand in
continuare exact ca in cazul 1) trecem la rezolvarea prin postoptimizare a
problemei modificate (P').Se obtine solutia:

x; =40 x, =60 x; =0 (max)f =360+60-Jc,
Invitam cititorul sa faca calculele necesare.

2.2) Dacd oc, >—-), < ¢} >4 tabelul 6.6.6 aratd ca ¢6 < 0 astfel

ca solutia din tabelul simplex 6.6.5 nu mai este optima. Efectudm o pivotare cu
pivotul incadrat; rezulta tabelul simplex:
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3 4 2 0 0 0  dc,
CB B VVB _Al _AZ _A3 _A4 AS _Af) _A7
4 | A2 100 1 1 2 0 1 0 0
oc, | A 140 2 0 6 2 4 0 1
0 | A° 75 3/2 0 5/2 -1/2 0 1 0

f | 400+1400¢, | 1420c, *  6+60c, -20c, A+4de, K *

Tabelul 6.6.7

Cercetand semnele costurilor reduse din tabelul 6.6.7 si rationand ca mai sus se
conchide ca:

22.1) Daca -)4<0dc, <0 < J4<cy;<4 solutia optimda a
programului modificat (P') coincide cu cea obtinutd in cazul 2.1).

2.2.2)Dacadc; >0 < ¢, >4 din tabelul simplex 6.6.7 rezulta ca
programul intermediar (P;) are optim infinit, astfel ca el nu mai poate fi folosit
la rezolvarea prin postoptimizare a programului modificat (P')! Suntem nevoiti
sd reludm (P') de la capat deoarece, daca revedem tabelele simplex 6.1.2 - 6.1.4
(intocmite pentru rezolvarea problemei originale (P)), constatim ca in prima
iteratie a intrat Tn baza chiar coloana modificata!

3 4+0c, 2 0 0 0
CB | B VVB Al A? A’ A A’ AS

0 A* 130 1 32 1 1 0 0

0 A’ 100 1 1 2 0 1 0

0 A° 140 2 3/4 3 0 0 1
f 0 -3 -4-9c, 2 * ko

4+0c, | A 2603 | 273 1 2/3 2/3 0 0
0 A’ 403 |13 0 4/3 -2/3 1 0

0 A° 75 3/2 0 5/2 12 0 1
7| (104013)+ | -(1/3)+ * (2/3) (8/3) k%

(260/3) dc, | (2/3)dc, +(2/3)0c,  +(2/3)dc,

Tabelele 6.6.8 - 6.6.9
Deoarece Oc, > 0 costurile reduse  c¢; si ¢4 sunt pozitive.

22.2.1)Daci: ¢, = -} +%0c, 20 & de, 2 Y < 2%
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criteriul de optimalitate este satisfacut si solutia optima a problemei modificate
este:

x, =0 x; =2% x; =0 (max)f ='%%+2% A,
2222)Daca: ¢, <0 < 0<de, <)) & 4<c)<%

solutia din tabelul 6.6.9 nu mai este optima. Dupa pivotarea tabelului 6.6.9 cu
pivotul incadrat 1/3 se obtine:

3 4+0c, 2 0 0 0

CB | B VVB Al A? A’ A A’ AC
4+0c, | A 60 0 1 2 2 2 0
3 | A 40 1 0 4 2 3 0
0 | A 15 0 0 -7/2 512 -9/2 1
f | 360+600c, | * * 2-20c, 2+20c, 1-20c, *

Tabelul 6.6.10
Ipoteza implica nenegativitatea tuturor costurilor reduse si ca urmare solutia
otima a problemei modificate (P') este 1n acest caz:

x =40 x,, =60 x; =0 (max)f =360+60dc,

Rezultatele acestui studiu, mai precis dependenta solutiei optime si a valorii
maxime a functiei obiectiv de parametrul Oc,, sunt sintetizate in urmétorul
tabel:

oc; cz’ =4+0c, Solutia optima Valoarea maxima
a functiei obiectiv
-4<0c;, <-(23/8) | 0< ¢y <(9/8) x1=70,x=0,x3=0 210
-(23/8)<dc, <-1 | (98)<cy<3 X;=52,x,=48,x3=0 348+480c,
-1 <0c, £(1/2) 3< Cz' <(9/2) x1=40,x,=60,x3=0 360+600c;
0cy > (1/2) cz’ > (9/2) x1= 0, X,=(260/3), x3=0 (1040/3)+(260/3)0c

Tabelul 6.6.11

Este util de asemenea sa vizualizdm dependenta maximului functiei obiectiv de
costul ¢). Pentru aceasta, in expresiile din ultima coloand a tabelului 6.6.11

inlocuim Oc; = ¢; - 4. Rezultatul este o functie convexa, liniard pe portiuni:
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s

(max).f (260/3)cy’

|12O +60c,’ |

156 +48 ¢’

390
300 210 /O/
210 —O/

Fig.6.6.1

6.7 Programare parametrica

Dupa cum s-a specificat deja in introducere, programarea parametrica
are ca obiectiv studiul comportarii optimului unui program liniar atunci cand
unele din elementele sale constitutive depind de un set de parametri.

Sectiunea nu introduce ceva esentialmente nou 1in raport cu
problematica discutatd anterior; intr-adevar, determinarea intervalelor de
stabilitate ca si alte probleme in care anumite constante erau lasate "libere",
constituie exemple de analizd parametricdi. O deosebire exista totusi:
postoptimizarea ofera o imagine "locala" asupra dependentei dintre solutia
optimd a unui program liniar §i elementele sale constitutive in timp ce
programarea parametrica isi propune sa dea o imagine "globala" asupra acestei
dependente.

Obiectul precis al programarii parametrice va fi prezentat In
urmatoarele doua cazuri relativ simple dar cu multe aplicatii economice:

1) Vectorul c al coeficientilor functiei obiectiv depinde liniar de un
parametru:
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Sa se determine functia:
¢(2)=max {c(A)x| Ax =b,x 20} ,1 <R

F(4) unde:

c(A)=c"+1c' o c;(1)= c? +/1c} ,j=1-,n
2)Vectorul b al termenilor liberi depinde liniar de un parametru:

Sa se determine functia:

¢(A)={maxcx| Ax=b(1),x20} ,1eR
unde:

b(A)=b"+Ab' < b(A)=b'+Ab',i=1,-m

£(4)

Indiferent de situatie, domeniul valorilor admisibile ale parametrului A poate fi
mai mic decat R , functie de specificul problemei. Atat P.(A) cat si P5(A) cu A
variabil in R se identifica cu niste familii de programe liniare uzuale, cate unul
pentru fiecare valoare a lui A. Toate programele din P.(A) au aceeasi multime
de solutii admisibile, numai functia obiectiv se modifica "continuu", in timp ce
programele din P,(\) au aceeasi functie obiectiv, multimea solutiilor admisibile

deformandu-se "continuu". Vom presupune cd existd cel putin o valoare
admisibild Ay pentru care programele corespunzatoare au optim finit; fard a
restrange generalitatea, putem considera ca Ao = 0.

6.7.1 Parametrizarea vectorului coeficientilor functiei obiectiv

In principiu, un program parametric de tipul P.(A) , A € R se studiaza
astfel:

1)Cu ajutorul algoritmului simplex se rezolva programul corespunzator
valorii particulare A9 = 0:

Ax=b
P (0) x>0

(max) f = c’x
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Fie b baza optima a acestur program. Componentele bazice ale solutiel
optime x* reunite in vectorul 5 = B"'b nu depind de A si ca urmare x* este o
solutie de baza admisibila pentru oricare dintre programele P(A) , A € R .

2) Recalculam costurile reduse asociate solutiei x*, privitd ca solutie de
baza a programului "generic" P.(A) :

(1) =" (B A —c;(A)=[(")’ B4 =} |+ A[() B4 ~c}]=

_ =0 —1
=, +A ¢,

unde j € J = multimea indicilor coloanelor 4’ care nu sunt in baza B.Stim din 1)
ca aceste costuri sunt nenegative pentru Ao = 0. Cercetam daca exista si valori
A # 0 pentru care ele raiman nenegative deci pentru care solutia x* este optima.
Pentru aceasta:

3) Se rezolva sistemul de inecuatii liniare:

()20 < ¢'+ic 20 jeJ (6.7.1)

Multimea solutiilor acestui sistem este un interval [A , A ] care va contine cu
siguranta valoarea Ao = 0. Se conchide ca pentru orice A € [A , A ]baza B si
solutia x* asociata sunt optime pentru programul P.(1) corespunzator.

4) Pentru A <A cel putin una din inecuatiile (6.7.1) este violata.
Presupunénd 2 "foarte aproape” de A se gaseste ¢, (4)=minc,(4). ¢ vafi
cu siguranta < 0. Se actualizeazd B si x* introducand in baza coloana A dupa

care se repetd operatiile 2) si 3) determinidndu-se un alt interval de optimalitate
de forma [ A', A ].

5) Se repeta operatia 4) - urmatd de operatiile 2) si 3) - pind la
epuizarea "spre stinga" a domeniului valorilor admisibile ale parametrului A,
dupa care se iau in studiu, in maniera analoaga, valorile A > A.

In final, domeniul valorilor admisibile ale lui A este partitionat intr-un
numadr finit de intervale printr-o secventa de puncte:
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numite puncte critice, pe Iiecare 1nterval existand O singura baza

optima.Functia ¢ (1) = max c(A).x se dovedeste a fi o functie convexd, liniara
pe portiuni; De exemplu pe intervalul [A , A ] avem:

Pp(A) = S, ()b, = Seth, + A3 ch,

iel iel iel
multimea I fiind ca de obicei multimea indicilor coloanelor bazice.

Exemplul 6.7.1 Consideram programul parametric:

X+ x,+ x;< 7

X, +2x,+2x,=13

(P(A)y 3x,— x,+ x;2 5 A €ER
x; 20 ;=123

p(A)=max{f = (2+34)x; +(B3+24)x, +(5+ 1)x;}

Aducem problema la forma buna introducand variabilele de abatere x4 , x5 $i
variabilele artificiale x4 , x7. Rezulta programul:

X+ x,+ x;+x, =7
X, +2x, + 2x, +x, =13
3x,— x,+ X, -x; +x,=5 A€R

X, >0 j=1...,7
(max)f =(2+34)x, +(3+24 )x, +(5+ A)x; — Mx, — Mx,

Rezolvam problema corespunzatoare valorii A = 0. Plecand cu baza
[ 4%, A% A7 1,in trei iteratii se obtine tabelul simplex:

2 3 5 0 0 M M
CB| B | VVB A A? A3 A* A 4 A’
0o | 4 12 12 0 0 1 0 1+ -12 0
0 | 4 32 -5/2 2 0 0 | V) -1
5 1 4| 132 12 1 1 0 0+ 12 0

7 | 652 12 2 * * * 0 M+12 M

Tabelul 6.7.1
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din care extragem baza optima [A4, VS & ].

in continuare facem abstractie de coloanele "artificiale” A°si A’ deoarece in
fapt lucram cu forma standard a programului P.(A) .Recalculam costurile
reduse c¢;si ¢, in functie de coeficientii "parametrizati" din functia obiectiv:

c(A)=0-5+0-(-A)+E+A)-$-2+30)=)4-%-1
c(A)=0-0+0-2+(5+1)-1-(3+24)=2-41

Variatia semnului celor doud marimi poate fi urmarita in tabelul urmator:

A | o 1/5 2 +o0
(L) e e

ol ) J

Tabelul 6.7.2
In concluzie, pentru orice \. € (- , 1/5] solutia asociatd bazei [A*, 4°, A’] este
optima. Ea are componentele:

* * *
x, =0,x,=0,x; =%

iar valoarea maxima a functiei obiectiv este:
p(A)=(max)f =(5+1)-%=%+%-2

Presupunem acum ca A > 1/5 gi "foarte aproape" de 1/5. Din tabelul 6.7.2
rezultd cd c¢;(A) <0 astfel cd solutia asociatd bazei [4%, 4°, 4°] nu mai este
optima. Introducem coloana 4" in baza curenti si efectuim o iteratie simplex:

2+3A 320 5+A 0 0

CB B VVB A A A A* A
0 A 12 12 0 0 4 0
0 A 32 -5/2 2 0 0 1
540 A3 132 12 1 1 0 0
f | (652)+G2)n | (112)-(512)n 2-% * * *
243% | A 1 1 0 0 2 0
0 A 4 0 0 5 1
5+ A3 6 0 1 1 -1 0
f 32490 * 2-A\ * -1+5A *

Tabelele 6.7.3 - 6.7.4
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ill urmatorul tabel este datd variatia semnului costurilor reduse (M) =2 -\ si
cs(M) = -1+ 5\ corespunzitoare bazei [4', 4°, A°]:

A s 2 o
) [+ ++ 0 -
W) |0+ ++++++++ bt

Tabelul 6.7.5
Deducem ca pentru toti A € [1/5, 2], solutia asociata bazei [4', 4%, A°]
x =1,x,=0,x;=6
este solutia optima a programului P.(\) ,iar ¢(1)=32+91.
Pentru A > 2 (si foarte aproape de 2 desi nu mai este necesar ...) constatim ca

c2(0) < 0 deci solutia de mai sus nu mai este optima. In tabelul simplex 6.7.4
vom introduce coloana A in baza curenta:

2430 3420 5+A 0 0

CB | B| VvB A 4 4 A* A
2435 | A 1 1 0 0 2 0
3420 | 42 2 0 1 0 512 12
5+0 | 4° 4 0 0 1 -7/2 -12
1| 28+110 | * * 0 6H(15/2)N  -1+(1/2)A

Tabelul 6.7.6
Se vede imediat ca pentru A > 2 costurile reduse ca(h) = -6 + (15/2)% si
cs(A) = -1+ (1/2)A sunt nenegative.

In concluzie, programele P.)) cu ) € [2,+0 ) au ca solutie optimd
solutia asociata bazei [A', A% A’]:

x =1,x,=2,x; =4
Valoarea maxima a functiei obiectiv este: ¢ (A1) =28+111.

Urmatoarea diagrama reda sintetic rezultatele studiului
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1/5 2
-00 | | +o0
I I "
Solutia optima Solutia optima Solutia optima
X1 = 0 X1 = 1 X1 = 1
X2 = 0 X2 =0 X2 = 2
X3:13/2 X3:6 X3:4
@ (L) =(65/2) + (13/2)A oM )=32+92 o(h)=28+11%
Figura 6.7.1
50
169/5
i A,
1/5 2
Figura 6.7.2

In figura 6.7.2 este vizualizatd variatia valorii maxime a functiei
obiectiv in raport cu parametrul A . Se confirmd faptul, deja anuntat, potrivit
caruia @ (A ) este o functie convexa, liniard pe portiuni.

6.7.2 Parametrizarea vectorului termenilor liberi

Un program parametric de tipul P,(1) , A € R se studiazd in mod asemdnator:
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I) Cu autorul algoritmulur smmplex se rezolva programul
corespunzator valorii A o = 0:

Ax =b°
P, (0) x>0

(max) f = cx

De aceastd data, costurile reduse c; = c’B'4’ — ¢; , j €J corespunzatoare

bazei optime B nu depind de A si ca urmare B si solutia de bazd asociata sunt
dual admisibile pentru oricare din programele Py(A) ,A € R .

2) Se determina vectorul componentelor bazice ale solutiei programului
"generic" Py(A) , asociatd bazei B:

x*(A)=B'b(A)=Bb*+AB'b' =b°+ 1 b' & x,(1)=b"+Ab' (6.72)

unde i € I = multimea indicilor coloanelor 4’ din B.

Ipoteza ne asigura ca aceste componente sunt nenegative pentru Ay = 0.
Cercetam daca existd si valori A # 0 pentru care aceste componente sunt in
continuare nenegative. Pentru acele valori A, solutia asociatd bazei B este
solutia optima a programului P5(A) corespunzétor.Drept care:

3) Se rezolva sistemul de inecuatii liniare:
x(1)=20 < B°+Ab'>0 iel (6.7.3)

Multimea solutiilor acestui sistem va fi un interval [ , A ] care in mod cert
contine si valoarea particulard Ay = 0, conform celor amintite mai sus. in
concluzie oricare ar fi A € [A, A ] solutia asociatd bazei B este solutie optima
pentru programul Pp(1) .

4) In situatia in care A # -oo, fie L < A . Cel putin una din inecuatiile
(6.7.3) nu va mai fi satisfacuta si ca urmare solutia asociatd bazei B nu mai este

admisibila. Presupundnd A "foarte aproape" de A se determina:

x (A)=minx, (1) (cusigurantd x,(A)<0!)
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Daca toate elementele a,; (j € J = multimea indicilor coloanelor din A
care nu sunt in B) sunt nenegative, programele P,(A) cu A < A sunt
incompatibile.Altminteri se efectueazd o iteratie cu algoritmul simplex dual
eliminand din baza coloana A". Pentru noua baza se repeta operatiile 2) si 3) de
mai sus determindndu-se un alt interval [A', A ] de admisibilitate - deci de
optimalitate - pentru solutia asociata.

5) Se repeta operatia 4) - urmata de operatiile 2) si 3) pana la epuizarea
"spre stanga" a domeniului valorilor admisibile ale parametrului A dupa care se
cerceteaza in maniera analoagd valorile A > A .

Ca si In cazul precedent se obtine un sir de intervale consecutive
delimitate de punctele critice:

Pe fiecare din aceste intervale exista o singurd bazd optima sau nici una
(a doua posibilitate nu poate avea loc decat in cazul primului si ultimului
interval !) iar maximul functiei obiectiv, adicd functia ¢(A), este liniarda pe
intervalul respectiv. De exemplu, pe intervalul [A, A ], (L) are expresia:

p(A)=Ycx,(A)=Xch’+ A3 ch'

iel iel iel
"Global", @(A) apare ca o functie convexd, liniara pe portiuni.

Exemplul 6.7.2 Consideram programul parametric:

X+ X+ x;< T+24

X, +2x,+2x, =13+ A
B(A)13x,— x,+ x;2 5+24 AeR
x;207=1,2,3

(max) f* = 2x, + 3x, + 5x,

Dupa adaugarea variabilelor de abatere si artificiale pentru crearea bazei
unitare de start se obtine programul in forma buna:
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X+ x,+ x;+x, =T7+24
X, +2x, + 2x, + X, =13+ A
3x, - x, + x4 — X +x,=5+24 AeR

x;20,j=L....7
(max)f =2x, +3x, +5x; — Mx, — Mx,

Se constata ca problema particulard, corespunzatoare valorii A9 = 0 coincide cu
cea rezolvatd in exemplul 6.7.1. Reamintim ca in trei iteratii a fost obtinuta
baza optimd B = [ A*, A°, A’]. Vom determina acum solutia programului
"generic" P,() asociata aceleiasi baze,folosind formula (6.7.2). Avem:

7+22 7 2 7
B(A)=|13+4 |=b"+Ab' =|13|+ A 1[;5° =B'p° =x*(0)=| %
5+24 5 1 %

1 -4% 0|2 P

51:[3—1:[24’26’27”[)1: 0 % _1l1l= _%

astfel ca:
xy(4) ) % S+ hA
XP(A)=|x(A) |=b "+ Ab' = | % |+ A| =% |=| h-%A
x3(4) % ) A+ NA

Deoarece costurile reduse asociate bazei B nu depind de A si sunt nenegative,
solutia calculata este dual admisibila oricare ar fi A € R. Ea va fi optima pentru
toti acei A pentru care este si admisibila. Variatia semnului componentelor
vectorului x(L) poate fi urmdrita in urmitorul tabel:

A -00 -13 -(1/3) 1 +00
xsA) |- - - - - - - - 0O+ + + + + + + + +
xs(\) + + 4+ + 4+ + 4+ + 4+ +++F+0- - - - - -
xA) |- - - - - 0+ ++ ++++++++ + +

Tabelul 6.7.7
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din care rezulta ca:

Pentru toti A € [-(1/3) , 1] programul parametric Py(\) are solutia

optima:

xi=0,x=0,x;=%+4%1 cu: @(A)=(max)f =%+ 4%1.

Daca A este < - (1/3) si foarte aproape de - (1/3) din tabelul 6.7.7 rezulta ca

2 3 5 0 0

CB | B VVB Y Y Y s
0 | A* | a2+@2)r [12 0 0 1 0
0 | A | 32)-(32)n | -5/2| 2 0 0 1
5 1A |@y+ayn| 12 1 1 0 0
fol@s)+G2n | 12 2 * * *

Tabelul 6.7.8

numai x4(A) este < 0; solutia asociatd bazei [ At A, A3] nu mai este
admisibila dar ramane dual admisibild, asa cum se vede din tabelul
simplex 6.7.8; se mai constatd ca in linia "A*" a acestui tabel nu existd nici o

valoare negativa.

In concluzie, oricare ar fi A < -(1/3) programul parametric Py(]) este

incompatibil.

Presupunem acum ca A > 1. Din tabelul 6.7.7 rezulta ca xs(A) < 0 si din
nou solutia asociatd bazei [ A*, A, A’] nu mai este admisibild fiind in
continuare dual admisibila. Examinand tabelul simplex 6.7.8 se constata ca se
poate efectua o iteratie a algoritmului simplex dual. Obtinem:

2 3 5 0 0

CB | B VVB A" 42 4 4L
0 | A (4/5) +(6/5) A 0 255 0 115
2 | A" | 35 +@B5) A 1 45 0 0 -2/5
5 | A | (345 +(1/5) A 0 75 1 0 1/5
| aeasy+asn | ox 1250 * 15

Se vede imediat ca daca A > 1 solutia asociatd

admisibila. In concluzie:

Tabelul 6.7.9

bazei [A*, A', A’] este
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Pentru A > I programul parametric Py(4) are solutia optima:
Xp==%+%A ,x=0,x;=¥%+%A cu: p(A)=(max)f =% +1% A

Rezultatele studiului sunt sintetizate in diagrama din fig. 6.7.3. Propunem
cititorului sa vizualizeze grafic dependenta maximului functiei obiectiv de
parametrul A; va constata usor cd @(A) este o functie convexd, liniara pe
portiuni.

; 49 1. o
| |
Programul Py(A) Solutia optima: Solutia optima
este incompatibil x1=0 x1=-(3/5) +(3/5) A
x=0 x2=0

x3=(13/2) +(1/2) & x3 = (34/5) +(1/5) A
P(A)=(max)f =%+ Y%A P S

Figura 6.7.3



