CAPITOLUL II

INTRODUCERE IN OPTIMIZAREA COMBINATORIALA

§ 1. Obiectul optimizarii combinatoriale

Combinatorica este un domeniu reprezentativ al matematicilor care, in esenta, se ocupa cu
studiul “aranjamentelor” obiectelor unei multimi finite, conforme unei structuri date. In
problemele combinatoriale, prioritare sunt chestiunile de existenta si de numaérare:

e exista un anumit tip particular de aranjament?
e cate asemenea aranjamente se pot forma?

Caracteristic problemelor combinatoriale este faptul ca numarul acestor aranjamente este finit.
Daca aranjamentele unei probleme combinatoriale pot fi comparate pe baza unui criteriu de
apreciere apare o problema de optimizare combinatoriala:

e care este cel mai bun aranjament din punctul de vedere al criteriului respectiv?

Exemplul 1.1 Sa consideram un graf finit si simplu G = (V,E) in care V este multimea
nodurilor iar E este multimea muchiilor.Un arbore in graful G este un subgraf H=(V,A), AcE
, cu aceleasi noduri ca si G, care, de sine statdtor, este un graf conex si fara cicluri (vezi figura 1.1
in care muchiile arborelui au fost ingrosate)

Se pun urmatoarele chestiuni:

e contine G cel putin un arbore?
e cati arbori distincti se pot forma?

a “obiectele de lucru” sunt muchiile /

In cazul de fata
grafului G. Un “aranjament” al acestor obiecte este
o submultime de muchii A c E cu proprietatile: Figura 1.1

e orice nod al grafului G este extremitate pentru cel putin o muchie din A;
e subgraful H=(V,A) este conex si fara cicluri.

Urmatorul rezultat stabileste in ce conditii existd “aranjamentele” descrise:
Graful G are arbori daca si numai daca este conex.

Amintim doar in treacdt faptul ca existd o “formuld” care stabileste numarul arborilor distincti
din G.



Sa presupunem mai departe ca fiecarei muchii e€E i s-a asociat un “cost” c(e) = 0. Definim
costul unui arbore H = (V,A) ca fiind suma costurilor muchiilor alcatuitoare:

c(H) = c(e)

ecA

Rezulta in final urmatoarea problemd de optimizare combinatoriald a carei rezolvare va fi
prezentata in sectiunea 3:

Si se determine in graful G arborele H* de cost minim.

Exemplul 1.2 Muchiile grafului G din exemplul 1.1 pot fi aranjate si in alte moduri. Astfel,
un cuplaj in G este o submultime C < E de muchii doud cate doud neadiacente. Existenta acestor
noi aranjamente este o chestiune banala Intrucat orice muchie din G este un cuplaj. Interesante sunt
problemele de optimizare care se pun in acest context:

e si se determine cuplajul C* cu cele mai multe muchii ( cuplajul maxim )
sau, 1n cazul in care muchiile din G sunt “ponderate”:

e si se determine cuplajul C* de pondere maximai.
(ca mai sus, ponderea unui cuplaj este data de suma ponderilor muchiilor din cuplaj)

Este foarte important de mentionat faptul cd problemele de optimizare combinatoriala
provin in marea lor majoritate din diverse domenii de activitate, in special economicd: astfel
problema arborelui de cost minim din exemplul 1.1 modeleaza o larga varietate de situatii practice
din domeniul retelelor de comunicatii (retele de calculatoare, de drumuri, televiziune prin cablu etc)

Optimizarea combinatoriala are ca obiect rezolvarea problemelor specifice adica
elaborarea de metode si algoritmi de gasire efectiva a celui mai bun “aranjament” din multimea
finiti a tuturor aranjamentelor posibile.In continuare pentru aranjamentele unei probleme
combinatoriale vom folosi termenul de solutie.

La prima vedere, s-ar parea ca obiectul optimizarii combinatoriale este banal: “Ce mare
lucru este sa gasesti “cel mai bun” element dintr-o multime finita?”
In realitate, listarea tuturor solutiilor unei probleme combinatoriale, in vederea selectarii solutiei
optime, este aproape imposibil de facut deoarece numarul lor, desi finit, este de regula astronomic
de mare chiar si In cazul unor probleme de “talie moderata”.

Exemplul 1.3 Pentru a intelege mai bine despre ce este vorba sa consideram o altd problema
tipicd de optimizare combinatoriala, problema comisvoiajorului:

Un comisvoiajor situat n localitatea O trebuie sd viziteze n localitati 1,2,....,n in final
intorcandu-se de unde a plecat. Cunoscand distantele dintre localitdti (sau costurile deplasarilor
intre localitati) el doreste sa gaseasca traseul cu lungimea totald minima (sau costul total minim).
Este clar ca numarul total al traseelor posibile este n! , un traseu fiind perfect determinat de ordinea
(permutarea) in care vor fi vizitate cele n localitdti. O data fixatd aceastd ordine calculul lungimii
(costului) traseului corespunzdtor este o banala operatie de adunare a lungimilor (costurilor)
tronsoanelor care compun traseul.



In cazul particular a n=20 de localitdti de vizitat, cu un calculator in stare sa examineze un
miliard de trasee pe secunda, gasirea traseului optim ar dura circa 800 de ani iar dacd, in loc de 20
de localitati, am avea cu una mai mult, cautarea ar dura in jur de 16800 de ani!!

In lumina acestui exemplu, determinarea efectivdi a unui anumit element dintr-o multime
finita (dar foarte “numeroasd”...) de posibilitati este o chestiune serioasa: am dori sa gasim acest
element in timp util si bineinteles cu un efort de calcul rezonabil.

In termeni mai precisi, am dori ca timpul de rezolvare a unei asemenea probleme si depinda
“polinomial” de dimensiunile problemei.

Pentru unele probleme de optimizare combinatoriald acest lucru este posibil; despre aceste
probleme vom spune cd sunt usoare. Problema arborelui de cost minim sau problema cuplajului
maxim (de pondere maxima) ,descrise in exemplele 1.1 si 1.2, sunt dovedite a fi probleme usoare.

Pentru marea majoritate a problemelor combinatoriale, gasirea solutiei optime in timp
polinomial nu este inca posibila, altfel spus metodele “exacte” cunoscute necesita un timp de rulare
care creste exponential o datd cu cresterea dimensiunilor problemei rezolvate. Mai mult exista
banuiala ca, datoritd structurii lor interne, nici nu va fi posibila vreodata elaborarea unor metode
exacte de rezolvare cu “comportament polinomial”!

Din clasa acestor probleme, socotite grele, face parte si problema comisvoiajorlui din exemplul 1.3.

Din cele de mai sus nu trebuie inteles ci problemele “grele” sunt inabordabile. In
dimensiune “relativ moderatd” aceste probleme pot fi solutionate “exact” in timp rezonabil.
Folosind metode de cautare din ce In ce mai sofisticate — care exploateaza eficient structura
combinatoriala internd — au putut fi rezolvate cu succes si probleme de dimensiuni
apreciabile.Totusi, nu se poate spune ca aceste metode, oricat de sofisticate ar fi ele, sunt in stare
“sa faca fatd” oricarei probleme de acelasi fel si mai mult, pot avea comportamente radical diferite
pe probleme asemanatoare si de aceeasi talie.

Avand in vedere aceste observatii, de mare importantd, mai cu seama practicd, sunt
metodele si algoritmii care determinad “in timp polinomial” o solutie “acceptabild”(suboptimala).
Pentru aceste procedee, numite generic euristici, aprecierea eficacitatii lor va fi data de “distanta”
dintre solutia suboptimald si cea optimd veritabila! Am putea aprecia cd o anumita euristica este
“bund” dacd valoarea suboptimald a criteriului de performanta ar fi, de exemplu, de cel putin 90%
din valoarea optima!

Cateva modalitati de rezolvare a problemei comisvoiajorului sunt date in sectiunea 4.

Cele mai multe probleme de optimizare combinatoriala sunt modelate cu ajutorul teoriei
grafurilor; exemplull.l este edificator in acest sens. Mai toate pot fi descrise alternativ prin
programe liniare cu variabile intregi, in special bivalente, de unde stransa legaturd dintre
optimizarea combinatoriald §i programarea in numere intregi.

Exemplul 1.4 Reludm problema cuplajului maxim din exemplul 1.2. Atasam fiecarei muchii
e€E o variabila booleand x. cu semnificatia:

1 daca muchia e € E va face parte din cuplajul maxim;

0 in caz contrar

Pentru fiecare nod ve V, fie E(v) multimea muchiilor din G care au o extremitate in v. Problema
cuplajului maxim este perfect descrisd de programul bivalent:



(max)f =),
Y x, <1 (VyveV

ecE(v)

x, €{0,1}

§ 2. Domenii de aplicare ale optimizarii combinatoriale
Intre problemele de optimizare combinatoriala se gasesc:

e problema drumului de valoare minima intre doua noduri ale unui graf;
e problema fluxului maxim;
e problema de afectare.

deja studiate in cursul “Bazele Cercetdrii Operationale” [10]. Ele intrd, alaturi de problema
arborelui de cost minim in categoria problemelor usoare.

Lista problemelor grele este impresionanta si se imbogateste continuu. In afara problemei
comisvoiajorului mai putem aminti urmatoarele probleme mai reprezentative:

2.1 Problema croirii in multe domenii cum ar fi industria mobilei, a sticlei, a hartiei, a
confectiilor, industria metalurgica apar frecvent probleme de debitare (sau croire) a unor repere din
suporti mai mari. Importanta economica a acestor probleme rezida in dependenta directd a reducerii
consumului de materiale de utilizarea unor scheme eficiente de croire.

De obicei, clasificarea problemelor de croire se face dupa dimensiunile relevante ale
reperelor: avem probleme unidimensionale, bidimensionale sau tridimensionale. In croirea
unidimensionala de care ne vom ocupa mai mult, reperele se diferentiazd printr-o singura
dimensiune chiar dacd ele au mai multe. Cazul tipic este ecela al debitarii unor bare de difrite
lungimi din bare mai mari.lata si o situatie concreta: o firma produce un carton special in rulouri
avand o anumita l1atime. Clientii solicita rulouri avand aceeasi lungime ca si ruloul standard dar de
latimi mai mici. In acest caz reperele ca si suportii sunt bidimensionali dar relevanti este o singur
dimensiune — latimea.

Aspectul combinatorial al unei probleme de croire este dat de modalitatile de tdiere ale unui
suport in repere, modalitati numite retete de croire.Chestiunea de optimizare consta in a determina
de cate ori una sau alta dintre retetele de croire trebuie folosita pentru producerea unor cantitati
specificate de repere astfel incat numarul total de suporti consumati sa fie minim.

Problema de croire unidimensionala va f studiatd mai Tn amanunt in sectiunea 6 din capitolul III.
2.2 Problema generala a ordonantarii Elementele primare sunt:

e o multime de utilaje;
e o multime de repere (joburi) de realizat (indeplinit).

Realizarea unui reper necesitd efectuarea unei secvente de operatii pe (unele din) utilajele
date.Ordinea de parcurgere a utilajelor poate fi aceeasi pentru toate reperele sau poate diferi de la un
reper la altul.Fiecare operatie necesita un anume timp, presupus cunoscut, si doud operatii distincte,



executabile pe un acelasi utilaj, nu pot fi programate simultan.Uneori pentru unele repere sunt
impuse termene de livrare.
In aceste ipoteze,cum trebuie organizatd lansarea reperelor in executie astfel incat:

e timpul total de inactivitate al utilajelor sa fie minim
sau
e durata de executie a tuturor reperelor sd fie minima
sau
e numarul reperelor al caror termen de livrare este depasit sa fie cat mai mic etc.

Existd o mare varietate de tipuri de probleme de ordonantare care se Inscriu in acest enunt
general. Modelarea lor - prin programare in numere intregi sau prin grafuri - este in general dificila,
ca sa nu mai vorbim de rezolvarea lor "exactd", imposibil de realizat in timp rezonabil, chiar si
atunci cand numarul reperelor si al utilajelor este relativ mic. Ca urmare, au fost elaborate euristici
de rezolvare suboptimald, marea lor diversitate fiind explicatd prin aceea cad ele incearca sa
exploateze particularitdtile structurii acestor probleme, particularitdti care pot sa difere radical de la
o problema la alta.

Unele cazuri particulare vor fi studiate in sectiunea 5 a acestui capitol.

2.3 Problema alegerii traseelor O firma trebuie sd satisfacd un numar de cereri de
aprovizionare intr-o anumita perioada. Livrarile se fac de la un anumit depozit si sunt operate cu
mai multe de mijloace de transport, fiecare cu o capacitate limitata. Fiecare vehicul pleaca incarcat
de la depozit, viziteaza unul sau mai multi clienti, carora le livreaza comenzile facute dupa care,
complet descarcat, se intoarce la depozit pentru a fi eventual reincarcat. Problema care se pune in
acest context este aceea de a stabili traseele de vizitare ale clientilor astfel incédt distanta totald
parcursd de vehicule sa fie minima.

O posibilitate de rezolvare suboptimald este descrisa in sectiunea 6 din acest capitol.

2.4 Problema orariilor Intr-o universitate trebuie programata activitatea de invatamant pe
urmatorul semestru. Se cunosc:

e numarul cursurilor care trebuie tinute;
e numarul claselor disponibile;
e profesorii abilitati sa tind cursurile.

Cum trebuie facuta repartizarea profesorilor pe cursuri si a cursurilor pe clase astfel incat:

e doud cursuri diferite sa nu fie programate in aceeasi clasa si in acelasi timp;
e cursurile sa fie atribuite profesorilor de specialitate;
¢ doi profesori cu aceeasi specialitate s nu fie repartizati pe acelasi curs.

O asemenea repartizare complexa se numeste orar si pand aici s-a formulat doar o problema de
existentd. "Optimizarea" elabordrii unui orar este o chestiune delicata existdnd multe criterii de
apreciere care nu intotdeauna sunt concordante. Din punctul de vedere al studentilor un orar este
"bun" dacd minimizeaza totalul deplasarilor zilnice de la o clasa la alta. Atat pentru studenti cat si
pentru profesori conteazd numarul "ferestrelor" adica al intervalelor de timp dintre doua activitati
zilnice consecutive care ar trebui sa fie cat mai mic, etc.

2.5 O probleméa de comunicatii prin satelit Zilnic, un mare volum de informatii TV, radio
sau telefon se transmite prin sateliti. Utilizarea satelitilor a devenit imperios necesard pentru



asigurarea transmiterii informatiilor la mare distantd. In mare, un satelit de comunicatii este un
"releu": el preia semnalul unei statii terestre de emisie si il retransmite altei statii, de
receptie.Dispozitivul de la bordul satelitului care realizeaza legatura dintre cele doua statii se
numeste transponder sau conector; satelitii moderni au pand la 24 de conectoare. Una din
tehnologiile avansate de operare a sistemelor de comunicatii prin satelit este SS/TDMA (satellite
switched time division multiple access) ; in cadrul acesteia fiecare conector de la bordul satelitului
este atribuit - pentru un interval de timp - unei perechi de zone terestre (statii de emisie - receptie).
Un set complet de atribuiri se va numi in continuare mod de conectare. Atribuirile ce compun un
mod de conectare se efectueaza simultan de la bordul satelitului. O secventd de moduri de conectare
care permite realizarea unui program de legaturi pe o perioada de timp se numeste structura de
conectare.

O problemd importanta care apare in legatura cu tehnologia SS/TDMA este planificarea
eficienta n timp a momentelor de realizare ale atribuirilor ce compun o structura de conectare.

Trecem acum la formalizarea problemei. "Cererea" corespunzitoare unei structuri de
conectare poate fi reprezentatd printr-o matrice:

D=[dj] 1<ij<n
numita matrice de trafic unde:

n = numarul total de zone terestre intre care trebuie realizate legaturile;

d;j= "lungimea" trenului de date necesar a fi transmis din zona i In zona j, lungime exprimata
de regula prin timpul necesar transmiterii trenului de date respectiv.

Transmiterea acestor date implicad o programare in timp a conectorilor de pe satelit pe diferite
perechi de zone. Aceasta inseamnd descompunerea matricii de trafic D intr-un numar de matrici de
aceeasi dimensiune cu ea, numite matrici de conectare:

D* =[df] k=12,...q

cu urmdatoarele proprietati:

e pe fiecare rand sau coloand din D* existd cel mult un element nenul (altfel spus, in D*
existd cel mult n elemente nenule, oricare doud nesituate pe acelasi rand sau coloand. Aceasta
revine la a spune ca fiecare conector este atribuit la cel mult o pereche de zone;

e suma celor q matrici de conectare este egala cu matricea de trafic data:

Rezultd imediat ca descompunerea matricii D in matrici cu proprietitile de mai sus este posibild
numai dacd q > n.

Criteriul de performanta ce trebuie avut in vedere in primul rand este transmiterea datelor
intre diferitele zone in timpul cel mai scurt. Este clar cd timpul necesar transmiterii datelor
corespunzatoare unui mod de conectare este dat de cea mai mare componentd a matricii de
conectare aferente, astfel ca timpul total asociat descompunerii (D',D?,...,.DY) este:



& k
T= z max dlj

Cu aceste pregatiri se obtine urmatoarea problema de optimizare combinatoriala:

Sa se determine o descompunere (Dl,Dz,...,Dq) a matricii de trafic D In matrici de conectare
astfel incat timpul total de transmisie T sa fie minim.

Se observd cd dacd q > n anumite trenuri de date dj din D vor fi fragmentate si transmise pe
parcursul mai multor moduri de conectare. Impunand conditia ca fiecare tren de date sa fie transmis
intr-un singur mod de conectare rezulta problema:

Sa se descompuna matricea de trafic D in n matrici de conectare D' D%...D"
astfel Incat timpul total de transmisie T sa fie minim.

§ 3. Problema arborelui de cost minim

Data in sectiunea 1 ca un prim exemplu de problemda de optimizare combinatoriala,
problema arborelui de cost minim are numeroase aplicatii practice. Contextul general este
urmdtorul: un numar de “puncte” trebuie conectate intre ele pentru facilitarea transmiterii unui
anumit serviciu (telefon, TV, calculator) Intre puncte exista “legaturi potentiale” a caror realizare
implicd un anumit cost. Problema care apare este aceea de a vedea ce legaturi vor fi efectiv realizate
stfel Incat:

. oricare doud puncte sa fie conectate — direct sau indirect — Tn vederea utilizarii serviciului;
. suma costurilor legéturilor realizate sa fie minima.

Exemplul 3.1 [6] Centrul regional de calculatoare X trebuie sa instaleze un numar de linii
speciale de comunicatii care sa lege cinci utilizatori la un nou computer. Deoarece instalarea retelei
este costisitoare conducerea centrului doreste ca lungimea totald a liniilor instalate sa fie cat mai
micd. Desi computerul central poate fi conectat direct cu toti utilizatorii ar fi mai economic sa fie
instalate linii directe doar catre unii, ceilalti intrand in retea prin legarea lor la utilizatorii deja
conectati.Reteaua legaturilor posibile este vizualizatda prin graful din fig 3.1. Valorile numerice
inscrise pe muchii reprezinta distante in km.

Figura 3.1



Exemplul 3.2 Prefectura judetului X si-a fixat ca obiectiv modernizarea retelei drumurilor
care leaga intre ele localitatile 1,2,...,8 retea vizualizatd in fig. 3.2. Pe fiecare muchie este Inscrisa o
valoare numerica reprezentdnd costul modernizarii tronsonului respectiv (in milioane lei). Din
cauza bugetului limitat, prefectura doreste ca intr-o primd etapd sd modernizeze numai unele
drumuri astfel Incat:

. intre oricare doud localitati sa se poata circula pe tronsoane modernizate;
. costul Intregii operatii de modernizare partiala sa fie minim.
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Figura 3.2

Rezolvarea problemelor de acest tip se face cu ajutorul unui algoritm foarte simplu, datorat lui
Kruskal:

. selectarea muchiilor care vor forma arborele cdutat se va face in ordinea crescatoare a

costurilor;
. presupunand ca muchiile e; , 5 ,..., ek au fost deja selectate, urmatoarea muchie ey 1 ; va fi
astfel aleasa Incat sa nu formeze ciclu cu (unele din) muchiile e; , €3 ,..., €.

Este clar ca procedura se opreste dupd un numar finit de pasi. Dacd numarul total de muchii
selectate este n — 1, n fiind numarul nodurilor din graful original, s-a gasit un arbore de cost minim;
altminteri, graful dat nu este conex!

Exemplul 3.3 Vom aplica algoritmul lui Kruskal in graful conex din fig. 3.1. Exista trei
muchii cu costul minim 20;ele nu formeaza un ciclu astfel ca ele pot fi selectate in orice ordine, de
exemplu: {0,1} , {2,3} , {2,5}. Mai departe a fost aleasa muchia {0,3} urmata de {3,4}; muchia
{3,5}a fost respinsa deoarece forma un ciclu cu muchiile {2,3} si {2,5} deja selectate! Procedura s-
a oprit deoarece graful are sase noduri si au fost alese cinci muchii.Arborele cu costul minim 120
este reprezentat in fig.3.3



Figura 3.3

§ 4. Problema comisvoiajorului

Un comisvoiajor are de vizitat un numar de orase, la sfarsitul voiajului el intorcandu-se in
localitatea de plecare. Deplasarea dintr-o localitate in alta presupune anumite cheltuieli (sau distante
de parcurs sau durate de mers).

In ce ordine trebuiesc vizitate oragsele astfel incat costul total al deplasarii (sau lungimea
traseului sau durata calatoriei) sa fie minim?

Astfel enuntatd, problema comisvoiajorului (notatd pe scurt TSP de la Travelling Salesman
Problem) este una din cele mai grele probleme de optimizare combinatoriala. Pe 1angd importanta
teoreticd, ea are numeroase aplicatii practice. De exemplu, stabilirea celor mai "economice" trasee
turistice intr-un mare oras sau zona istorica (din punctul de vedere al costurilor sau distantelor) este
o probemad a comisvoiajorului. De asemenea, stabilirea ordinii in care un numdar de operatii (joburi)
vor fi executate pe un utilaj, astfel incat suma timpilor de pregatire ai utilajului s fie cat mai mica,
este o problema de acelasi tip.

4.1 Modelul matematic al problemei comisvoiajorului

Sa notam cu 0,1,...,n orasele problemei, 0 fiind orasul din care comisvoiajorul pleaca si in
care revine la terminarea caldtoriei. Fie cj costul deplasdrii din localitatea 1 in localitatea j # i;
punem c;j = oo daca nu exista legdturd directd intre i si j sau in cazul i = j. Un traseu va fi descris cu
ajutorul variabilelor bivalente :

xij—

Idaca traseul trece direct de la orasuli la orasul j, j # i;
0 in caz contrar sau daca i = j;

Urmeaza a fi minimizatd functia:

D (4.1.1)

i,j=0
Din orice oras i, comisvoiajorul trebuie sa se indrepte catre o altd localitate, astfel ca:

Yx,=1 i=0l..,n (4.1.2)
=0



In orice orag ar ajunge, comisvoiajorul vine dintr-o localitate anterior vizitata, asa ca:
;XU‘ =1 j=0,,...,n (4.1.3)

Observam ca ansamblul (4.1.1) - (4.1.3) constituie modelul matematic (PA) al unei probleme
generale de afectare. O examinare mai atentd a problemei arata ca restrictiile (4.1.2) si (4.1.3) nu
definesc numai trasee ce trec prin toate orasele (o singurd data!) ci si "reuniuni" de circuite disjuncte
mai mici! Astfel, intr-o problema cu 7 orase 0,1,...,6 ansamblul:

X03 = X35 =X50 = X2] =X14 = X46 = Xe7 = X2 =1 , X;;=0 1inrest

satisface restrictiile (4.1.2) si (4.1.3) dar nu constituie un traseu complet asa cum se vede din figura
4.1
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Fig. 4.1

Pentru evitarea ecestui neajuns asociem oraselor 1,2,...,n , diferite de localitatea de plecare si sosire
0, variabilele yi,y»,...,yn $i introducem inegalitatile:

yi-yj+n-xijén-l i,j=1,2,...,n;i¢j (414)

In principiu noile variabile pot lua orice valoare reald. Vom arata cd daca x = (X;) determind un
traseu complet atunci existd valori numerice yy,ys,...,yn care impreund cu x;; satisfac relatiile (4.1.4).
Intr-adevar, definim y; ca fiind numarul de ordine al localitatii i In cadrul traseului determinat de x.
Pentru i1 # j doua situatii sunt posibile:

e localitatea j nu urmeaza imediat dupd localitatea i. Atunci x;; = 0 si (4.1.4) devine y; - y; <
n - 1 ceeace este adevarat avand in vedere semnificatia acordata valorilor yi,y2,...,Yn.

e localitatea j urmeazad imediat dupd localitatea 1. Atunci y; =yi+ 1, x; =1 s1 (4.1.4) se
verificd cu egalitate.

Sa presupunem acum cé z = (x;j) defineste o reuniune de "subtrasee" disjuncte. Alegem unul
care nu trece prin localitatea 0 si fie k numarul deplasarilor cel compun. Presupunand ca ar exista
valori numerice yi,y»,...,yn care sa satisfaca (4.1.4) insumam pe acelea corespunzatoare deplasarilor
de la un oras la altul din subtraseul ales. Obtinem n-k < (n - 1)-k ceeace este evident fals.

In concluzie, ansamblul (4.1.1) - (4.1.4) constituie modelul "corect" al problemei
comisvoiajorului. Este vorba de un program mixt ce utilizeaza atat variabile intregi (bivalente) cat si
variabile care pot lua orice valoare. In continuarea unei observatii anterioare, putem spune ca
problema comisvoiajorului (TSP) este o problema de afectare (PA) (ansamblul (4.1.1) - (4.1.3)) cu
restrictiile speciale (4.1.4).

In consideratiile de mai sus costurile c;; nu sunt "simetrice" adicd este posibil ca cj # c;i.
Problema simetrica a comisvoiajorului se caracterizeaza prin c; = cj; aceasta se intdmpla dacd , de
exemplu, c;; sunt distante sau timpi de parcurgere.



Un caz particular al problemei simetrice este asa numita problema euclidiana a
comisvoiajorului in care distantele c;; satisfac inegalitatea triunghiului :

Cik < Cij T Cik (V) 1,],1{
4.2 Un algoritm exact de rezolvare a problemei comisvoiajorului

Urmatorul algoritm, de tip B&B, reduce rezolvarea TSP la rezolvarea unei liste de probleme
de afectare. El s-a dovedit suficient de robust pentru probleme asimetrice cu un numar moderat de
orase. Principalul dezavantaj 1l reprezinta faptul ca numarul problemelor de afectare de rezolvat este
impredictibil si poate fi imens in cazul situatiilr reale.Algoritmul este datorat lui Eastman. Ca orice
procedura de tip B&B, el utilizeaza:

e 0 "locatie" xcmp care va retine "cel mai bun" traseu gésit de algoritm pana la un moment
dat;

e 0 variabild zcyp care retine costul traseului memorat in Xcwmg;

e 0 lista L de probleme de afectare asemanatoare problemei (PA) si care difera de problema
(PA) initiald prin anumite costuri c;; schimbate in oo;

La start:

e XxcmB poate fi locatia "vida" in care caz zcup = oo sau retine un traseu arbitrar ales sau
generat printr-o metoda euristicd, xcmp fiind initializat cu costul aferent acestui traseu;
e lista L cuprinde numai problema (PA) initiala, determinata de (4.1.1) - (4.1.3);

Pasul 1. Daca lista L este vida Stop. Altminteri, selecteazd o problema din lista L .
Problema aleasa se sterge din L . Se trece la:

Pasul 2. Se rezolva problema selectata. Daca valoarea functiei obiectiv este > zcyp se revine
la pasul 1. Altminteri, se trece la:

Pasul 3. Daca solutia optima este un traseu complet se actualizeaza xcmp $i zecms dupa care
se revine la pasul 1. Altminteri se trece la:

Pasul 4. (Solutia optima nu este un traseu ci o reuniune de "subtrasee mai mici"). Din
solutia optima se selecteaza circuitul cu cel mai mic numar de arce. Pentru fiecare arc (i,j) din
circuitul ales (pentru care x;; = 1) se adauga la lista L. problema obtinuta din cea rezolvatd punand c;
= 0. Se revine la pasul 1.

Observatii: 1) Ratiunea pasului 4 este clara: dacdi > j > k — ... > 1 — 1 este circuitul
selectat este clar ca 1n traseul optim vom avea:
Xijj = 0 sau x;x = 0 sau ... sau x;; = 0.
In consecintd, vom cauta traseul optimal printre cele in care x;; = 0 si dacd nu este acolo printre cele
in care xj = 0 s.a.m.d. Limitarea la traseele in care x;; = 0 se face efectuand schimbarea c;; = 0.

2) La pasul 4, in lista L vor apare atatea probleme cate arce are circuitul selectat; de aceea
se alege circuitul cu cel mai mic numar de arce!

In raport cu termenii generali ai unei metode B&B, ramificarea are loc la pasul 4 in timp ce
marginirea se efectueaza la pasul 2.

Exemplul 4.2.1 Se considera problema asimetricd a comisvoiajorului cu cinci orage, definita
de urmatoarea matrice a costurilor:



Orase 0 2 3
0|l |10 [25 |25 |10
1|1 o |10 |15
28 9 o |20 |10
3114 [10 |24 | |15
4

10 |8 25 |27 |

Tabelul 4.1

Start. Se pleaca cu traseul 0 > 1— 2 — 3 —> 4 — 0, care se retine In Xcmp $i al cdrui cost
este zcyp = 10 + 10 + 20 + 15 + 10 = 65. Lista L a problemelor de afectare ce urmeaza a fi rezolvate
cuprinde numai problema initiala (PA).

Iteratia 1. Se sterge (PA) din lista I si se rezolva. Se obtine solutia optima:
X04 = X40 X2 =X3=X31 =1 , X;=0 inrest
ce corespunde reuniunii urmatoarelor subtrasee:
0>4->50 si 152531

Selectdm subtraseul 0 — 4 — 0 si adaugam la L problemele PA; si PA, derivate din PA inlocuind
Cos TE€SpPECtiV C49 CU O .

Iteratia 2. Selectam problema PA; si o rezolvdm. Lista L va cuprinde mai departe numai
problema PA,. Pentru PA; se gaseste solutia optima:

X3 = X2 = X4 =X31 =X =1 , X;;=0 inrest.

care corespunde traseului complet 0 >3 > 1 - 2 —» 4 — 0. Costul sau este 65 = zcmp. Nu am
gasit deci un traseu mai bun decat cel pe care-1 avem in Xcump.

Iteratia 3. Rezolvam problema PA,, singura rdmasa in L .Se obtine solutia optima:
Xo4 = X2 =X3=X30=X41=1 , X;;=0 1Inrest

care corespunde traseului 0 > 4 - 1 - 2 — 3 — 0. Costul noului traseu este 62 < zcup ,drept
care il retinem 1n xcymp $i actualizam zeyp = 62.
Deoarece lista L este acum vida traseul retinut Th Xcump este optim.

4.3 Metode euristice de rezolvare aproximativa a problemei comisvoiajorului

De obicei, solutia optima a unei TSP este foarte greu de gasit (daca nu chiar imposibil de
gasit) atunci cand numarul oraselor de vizitat este mare (peste 50). Pentru determinarea unei solutii
macar acceptabile au fost elaborate mai multe procedee euristice. Aceste procedee merita atentie din
doua puncte de vedere:

e se poate da un "certificat de garantie" pentru solutia obtinutd in sensul ca este posibila
evaluarea "departarii" maxime de solutia optima;

e solutia aproximativa este gasitd cu un efort de calcul relativ moderat si intr-un timp
rezonabil, aceasta insemnand ca cei doi parametri depind polinomial de dimensiunea problemei
(adica numarul de orase);



In multe situatii practice, procedeele euristice au condus chiar la solutia optima dar acest
lucru a fost confirmat numai prin aplicarea unui algoritm exact.

In principiu, o metoda euristicd construieste o solutie prin tatonare, din aproape in aproape,
facdnd la fiecare pas, cea mai buna alegere posibila. Din nefericire, aceasta "schema" nu conduce,
de regula, la cea mai buna alegere globala.

In continuare, vom prezenta mai multe euristici pentru rezolvarea problemei euclidiene a
comisvoiajorului, adica a problemei in care c;j sunt distante ce satisfac:

e conditia de simetrie: c; = cj;:
e inegalitatea triunghiului ci < ¢jj+ cji;

Euristica E; (mergi la cel mai apropiat vecin)
e se pleaca din localitatea O catre localitatea cea mai apropiata;
¢ din ultima localitate vizitata se pleaca catre cea mai apropiata localitate nevizitata,; in caz

ca nu mai exista localitati nevizitate se revine in locul de plecare;

Exemplul 4.3.1 Sa consideram cele 13 orase din reteaua laticiala din figura 4.2; distantele
dintre orase sunt date in tabelul 4.2.

Aplicand euristica descrisa se obtine traseul din figura 4.3 cu lungimea 5099.

1
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Figura 4.2 Figura 4.3

Localitatea 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 o [ 100 ] 141360500 [ 400 [1000]1019] 1204 806 | 632 | 1004 1204
1 w | 100 | 282 | 447 | 412 [ 1004 ] 1004 [ 1140 | 721 [ 538 | 905 [ 1170
2 w | 223 [360 | 316 [ 905 | 905 [ 1063 | 670 | 509 | 900 | 1140
3 w | 200 | 360 | 854 | 806 | 860 | 447 | 300 | 707 [ 921
4 w | 300 | 670 | 608 | 707 | 400 | 360 | 761 | 900
5 w | 600 | 632 [ 943 | 700 | 632 | 1044|1200
6 w | 200 | 806 | 921 [ 1000|1345 1341
7 w | 608 | 781 | 894 [1204 | 1166
8 w | 509 | 728 | 824 [ 640
9 w | 223 | 424 | 500
10 w | 412 ] 632
11 w | 360
12 B

Tabelul 4.2



Euristica E, (Ajustare locald)

e se pleacd de la un traseu complet, determinat fie "la intamplare" fie printr-o alta euristica;

e se cauta doud arce (u,v) si (x,y) ale traseului care se Incruciseaza - ca in figura 4.4 a) - si
se compard distantele cu, + Cxy cu Cux + Cyy. Dacd cyy + Cxy > Cux + Cyy se Inlocuiesc arcele (u,v) si
(x,y) cu (u,x) si (v,y) obtindndu-se un traseu de lungime mai mica (vezi figura 4.4 b));

e procedura se opreste in momentul in care nu mai existd situatii similare cu cea descrisa;

Figura 4.4 a) Figura 4.4 b)

Exemplul 4.3.2 Pentru ilustrare sa consideram traseul obtinut din euristica E;. In figura 4.3
este vizibilad incrucisarea arcelor (10,11) si (12,0). Deoarece:

Cio,11 T Ci2p0 = 424 +1264 = 1688 > 1636 =632 + 1004 = C10.12 T C11,0

un traseu mai scurt se obtine folosind arcele (10,12) si (11,0) asa cum se arata in figura 4.5 a).




Figura 4.5

Lungimea noului traseu este: 5099 - (1688 - 1636) = 5047.
Rezolvand analog incrucisarea nou aparuta a arcelor (1,2) si (11,0) - vezi figura 4.5 a) - in
care:

C1,2 + Cl11,0 = 100 +1004=1104 > 1046 =141 + 905 = Co,2 + Ci1,1

se obtine traseul din figura 4.5 b) cu lungimea: 5047 - (1104 - 1046) = 4989.
Deoarece in noul traseu nu mai apar incrucisari euristica E; se opreste.

Urmatoarele procedee sunt "mai performante" dar necesita si un efort de calcul "mai mare".
Euristica E3

e Se determind un arbore H de lungime minima (aceasta este o problema '"usoara"
rezolvabila de exemplu cu algoritmul lui Kruskal, vezi setiunea 3);

e fiecare muchie a arborelui H se inlocuieste cu doud muchii de aceeasi lungime. Se obtine
un multigraf H' in care fiecare nod are grad par. Conform teoremei lui Euler in H' exista un ciclu
eulerian; cu alte cuvinte, este posibil sd se viziteze orasele astfel incat fiecare muchie a
multigrafului H' sa fie parcursa o singura data.

Fie:

0>x>y—>...ou->v->0 4.3.1)

succesiunea In care muchiile multigrafului H' au fost parcurse. Lungimea acestui "traseu" este de
doud ori mai mare decat lungimea arborelui minimal H. In aceastd secventd, unul sau mai multe
orage apar de mai multe ori. Vom proceda atunci la urmatoarea operatie de scurtcircuitare:

e 1n succesiunea (4.3.1) se determina prima tripleta de orase succesiv vizitate
i—>j—k

cu proprietatea ca orasul j I 2 "din mijloc" mai apare
ulterior in succesiune. Se inlocuieste secventa i

— j— kcuarcul i — k. Prin | )\ \ aceasta scurtcircuitare:
e fiecare oras ;5 continua sa

fie wvizitat cel putin o data;
e noul traseu este mai scurt pentru
ca Cij t Cik 2 Cik;

Operatia de scurtcircuitare S se repetd pana cand in
secventa 4.3.1) ¢ LL—-7O "actualizata" fiecare
orag, cu exceptia localitatii 0 apare o singura data.

Se poate demonstra ca lungimea traseului obtinut prin aceasta euristica este cel mult de
doua ori mai mare decat lungimea traseului optim (in practica lucrurile stau insa mai bine...)



Figura 4.6

Exemplul 4.3.3 In figura 4.6 este vizualizat un arbore minimal H pentru graful din figura
4.2. Un ciclu eulerian in multigraful H', dedus din H prin "dublarea" muchiilor acestuia, arata astfel:

0-1->2->53—-254—>55-56>7-26>5->4—->3—-510-59->58—>9>510>11>12—>

11 — 10
-3 1 0 1 - 2
1 2 . 1 2 . 1 50
'\0<—04/O '\0—04/0
in
2 g——0 09—-0

5 4 9 5

Y
6 6O—F0

succesiunea 0 — 1 — 2 de lungime co; + ¢;2 = 100 + 100 = 200 orasul 1 mai este vizitat "in final".

Conform celor de mai sus, vom inlocui aceastd succesiune cu arcul direct 0 — 2 de lungime 141 <
200. Rezulta traseul:

0253545556 >7526>5-54->3->109-58—>9>10011>12—>11—>
10053—-52—>1->0

Mai departe succesiunea 0 — 2 — 3 de lungime 141 + 223 = 364 se inlocuieste cu arcul direct 0 —
3 cu lungimea 360, pentru ca prin orasul 2 se mai trece o data!

Continuand procesul de scurtcircuitare se obtine in final traseul complet:

07-56>5>54—-58—>59->12—->11->10-3>52—>1—>0

vizualizat in figura 4.7; lungimea sa este 5330. Rezolvand "incrucisarea" arcelor (0,7) si (5,4) se
obtine traseul mai scurt din figura 4.8 cu lungimea 5019.

Figura 4.7 Figura 4.8



Mentionam faptul ca euristica descrisa poate da rezultate diferite, unele mai bune altele mai
putin bune, functie de alegerea arborelui minimal H si a ciclului eulerian in multigraful asociat H'.

Euristica E4

Aceasta procedura, datoratd lui Cristofides, este o rafinare a euristicii precedente. Deoarece suma
gradelor nodurilor din arborele H este para, numarul nodurilor de grad impar este par! Folosind
numai aceste noduri si muchiile dintre ele vom determina cuplajul C de pondere minima, ponderile
muchiilor luate in calcul fiind distantele dintre extremitati.

Fie H' graful rezultat din H prin adaugarea muchiilor cuplajului C, cu mentiunea cd daca
intre doud noduri avem o muchie n H si o alta in C, graful H' va avea intre nodurile respective doud
muchi

1.Prin OO—g 0 .
constr 2 to \
3
uc;ie, /O
in H
o) o)

fiecar

e nod ° 5 4 9
are
grad
par,

astfel (§ <§

ca H M
60—=0 6
7

are un 7

ciclu

euleri

an. Plecand de aici si utilizadnd tehnica scurtcircuitarii se ajunge la un traseu complet.

Se poate arata ca lungimea acestui traseu nu depaseste 3/2 din lungimea traseului optim.

Exemplul 4.3.4 Reludm problema euclidiand a comisvoiajorului definitd in figura 4.2 si
tabelul 4.2. Un arbore minimal cu lungimea 3527 apare in figura 4.6. Nodurile din H de grad impar
sunt 0, 3, 7, 8 si 12. Prin simpla inspectie (sau utilizand un algoritm de determinare a cuplajului de
pondere minima in subgraful complet ale carui noduri sunt 0, 3, 7, 8 si 12) se constatd cd muchiile
{0,3} , {7,8} s1 {10,12} au cea mai mica pondere totala: co3 + c73 + c10,12 = 360 + 608 + 632 = 1600.
Adaugand cele trei muchii la arborele H se obtine graful H' din figura 4.9. Vizitand orasele 0,1,...,12
in ordinea:

0152535455565 7>8—>9—-510011>12—>10>3—->0

toate muchiile grafului H' vor fi parcurse o singura data. "Scurtcircuitdnd" secventele 2 — 3 — 4 si
9 —10 — 11 se obtine un traseu complet cu lungimea 4853. Invitam cititorul sd se convinga prin
desen ca in acest traseu arcele (9,11) si (12,10) respectiv (1,2) si (3,0) se incruciseazd. Rezolvand si
aceste Incrucisari se obtine in final traseul din figura 4.10 cu lungimea 4672.

Ca si euristica precedentd si E4 poate conduce la rezultate diferite, functie de alegerea
arborelui minimal H, al cuplajului C si al ciclului eulerian in (multi)graful H'.



Figura 4.9 Figura 4.10

§ 5. Introducere in problema ordonantarii
5.1 Problema ordonantarii. Aspecte generale

Consideram un proces tehnologic in care, asupra unor obiecte (materie prima, semifabricate)
denumite generic repere, se efectueaza o serie de transformari cantitative si/sau calitative in vederea
obtinerii unor produse (acestea pot fi produse finite sau semifabricate mai complexe ce devin repere
in alte procese tehnologice). Transformarile (prelucrarile) pe care le suferd un reper in diferitele
faze ale procesului tehnologic se executd pe utilaje specializate. Pentru precizia limbajului vom
numi operatie totalitatea actiunilor de prelucrare efectuate asupra unui reper pe un anumit utilaj. In
principiu, un utilaj poate executa operatii aferente mai multor repere dar, la un moment dat, nu
poate executa decat o singura operatie.

Efectuarea unei operatii presupune utilizarea unor resurse materiale sau banesti; avem in
vedere in primul rand durata operatiei care se "extrage" din fondul de timp productiv al utilajului pe
care se executd operatia respectiva.

In contextul descris, problema ordonantarii reperelor pe utilaje inseamna programarea in
timp a operatiilor necesare obtinerii diferitelor produse din nomenclatorul procesului tehnologic
studiat, adica stabilirea ordinii si a termenelor la care urmeaza a fi efectuate aceste operatii.

In elaborarea unui program concret de lansare in fabricatie trebuie sa se tind seama de un
mare numar de factori cei mai multi fiind specifici procesului tehnologic studiat. Vom mentiona pe
cel mai importanti fard pretentia de epuizare a subiectului.

e Cu putine exceptii, planificarea nu se referd la repere individualizate ci la loturi de
repere. In aceasta situatie, este posibil ca dupa ce o anumitd operatie a fost executati pe o parte a
unui lot de repere, utilajul sa fie eliberat si pregatit pentru o operatie ce se efectueaza pe reperele
altui lot, restul reperelor din lotul anterior urmand a fi prelucrat mai tarziu. Deoarece in procesul de
modelare un lot de repere identice este asimilat cu un singur reper (dar cu o durata de executie
proportionald cu marimea lotului), situatia descrisd mai sus este echivalentd cu intreruperea unei
operatii si reluarea ei la un moment ulterior. In consecintd, lansarea in executie a reperelor pe utilaje
poate fi conceputd cu acceptarea sau neacceptarea ipotezei de intrerupere a operatiilor.

e Ordinea 1n care se executa cel putin unele din operatiile aferente unui reper este esentiala
in foarte multe cazuri practice. Ca si in analiza drumului critic, conditiondrile dintre operatiile unui
reper pot fi complet descrise cu ajutorul relatiei de precedenta directd: operatia a precede direct
operatia b daca b poate fi executatd imediat dupa terminarea operatiei a. Putem vizualiza structura
tehnologiei de fabricatie a unui reper printr-un graf orientat ale carui noduri sunt operatiile
reperului in cauza, arcele reprezentand precedentele directe dintre operatii.



Din punctul de vedere al ordinii in care se executd operatiile, problemele de ordonantare
implicand utilizarea a cel putin doua masini se clasifica in trei categorii:

1) ordinea in care se executa operatiile oricarui reper este neesentiala (open shop);

2) toate reperele parcurg utilajele intr-o aceeasi ordine (flow shop);

3) fiecare reper parcurge utilajele intr-o anumita ordine definita de tehnologia de fabricatie a
reperului (job shop);

e In practicd, pentru orice reper (sau lot de repere) existd un termen de predare (livrare) la
care toate operatiile trebuiesc incheiate; in consecintd, un program concret de lansare n executie va
fi apreciat ca admisibil daca operatiile fiecarui reper sunt incheiate inaintea termenului de predare.

e De cele mai multe ori, pentru a fi siguri ca termenele de predare vor fi respectate,
planificatorii isi fixeazd pentru fiecare reper (sau lot de repere) un termen "intern" de predare care
devanseaza mai mult sau mai putin, functie de specificul situatiei concrete, termenele de livrare.
Exista si alte ratiuni care impun asemenea termene, ca de exemplu eliberarea utilajului la o anumita
data 1n vederea executirii altor comenzi. Aceste termene "interne", denumite de obicei fermene
impuse, sunt foarte utile Tn aprecierea diferitelor programe posibile de lansare In executie in sensul
ca un program va fi socotit mai bun decat altul daca intdrzierile fatd de termenele impuse vor fi mai
mici fie pe total tie individual.

¢ Intr-o situatie concretd, toate programele admisibile de ordonantare raporteaza termenele
de executie ale operatiilor la un acelasi moment de referinta: zero sau o data calendaristica. Deseori
se Intdmpld ca unele din utilajele necesare prelucrarii reperelor situatiei sd nu fie disponibile la
momentul de referintd, fiind antrenate in executarea altor comenzi. In raport cu momentul de
referinta ales de planificator, fiecare utilaj va avea un ftermen de eliberare de la care el devine
disponibil (accesibil) si un program viabil (realist) de ordonantare trebuie sa tind seama de aceste
termene.O chestiune similara se pune si in cazul reperelor care nu intotdeauna sunt disponibile la
momentul de referinta ci la anumite termene minime de lansare in executie.

e De obicei, pentru a executa o anumitd operatie, utilajul desemnat trebuie pregatit (reglat).
Existd cazuri in care timpul de pregatire este apreciabil si trebuie luat in considerare in elaborarea
unui program realist de ordonantare. Lucrurile se complica foarte mult dacd avem in vedere faptul
ca timpul de pregatire nu depinde numai de operatia ce urmeaza a fi executatd ci si de operatia
anterior executata pe acelasi utilaj.

e Este posibil ca, pentru executarea unei operatii, sa fie disponibile mai multe utilaje, fie
identice, fie neidentice ca performanta. Este clar ca, in al doilea caz, durata efectiva de executie a
operatiei depinde de performantele utilajului desemnat.

Cu toate ca lista factorilor restrictivi ar putea fi continuata, situatiile concrete de ordonantare
implica un numar enorm de programe admisibile. Se impune alegerea unui criteriu de performanta
care sa clasifice aceste programe. Criteriile pot diferi de la o situatie la alta si chiar pentru una si
aceeasl situatie se pot formula criterii independente (care sa conduca la solutii diferite). Vom cita,
cu titlu informativ, cateva din criteriile de performanta ce pot fi avute in vedere:

minimizarea termenului la care toate operatiile de prelucrare ale reperelor sunt incheiate;
minimizarea sumei Intarzierilor fata de termenele impuse;

minimizarea celei mai mari intarzieri fata de termenele impuse;

minimizarea numarului de repere intarziate (fatd de termenele impuse);

minimizarea sumei timpilor de pregétire - in cazul mai multor repere si a unui singur utilaj;



Este clar ca din combinarea factorilor mai sus amintiti i a criteriilor de performantd adecvate
rezultd o mare varietate de probleme de ordonantare. Cercetarile in domeniu - unele de ordin
exclusiv "bibliografic" - au condus la identificarea a peste 3000 de probleme diferite.

Pentru usurarea activitdtii de inventariere si clasificare a problemelor de ordonantare a fost
introdusa eticheta o/ 3 /y in care:

e « este un camp ce contine informatii privind numarul si caracteristicile utilajelor precum si
ordinea de parcurgere a acestora;

e 3 este un cdmp ce cotine informatii privitoare la operatii: termene impuse, termene de
livrare,termene de eliberare ale utilajelor, precedentele dintre operatii (daca existd), posibilitatea de
a intrerupe operatiile etc;

e yeste un camp care specifica criteriul de performanta utilizat;

In marea lor ,majoritate, problemele de ordonantare sunt dificile in sensul ca solutia optima
este foarte greu de gasit daca nu chiar imposibil de gasit in timp rezonabil chiar si pentru probleme
de gabarit "moderat". Acesta este si motivul (a cata oard?) pentru care in asemenea situatii se
incearca o rezolvare "aproximativa" bazatd pe metode euristice.

5.2 Ordonantarea pe o masina

Un numar de repere (joburi) codificate 1,2,...,n trebuiesc lansate in executie pe un singur
utilaj.
1) Fiecarui reper i sunt asociate urmatoarele date:

e durata p;;

e termenul impus dj;

e termenul minim de lansare in execufie r;;
o termenul de livrare d_ I

o timpul de pregatire p; al utilajului pentru trecerea de la jobul i la jobul j;

Este clar ci r; + p; <d; < d ;- Unele dintre aceste date pot fi ignorate intr-un caz concret sau

altul; in orice caz "obligatorii" sunt duratele si In cele mai multe cazuri termenele impuse.
2) In ansamblul lor joburile pot fi:

e independente, putand fi lansate in fabricatie in orice ordine;
e interconditionate;

3) Joburile pot fi executate:

® cu intrerupere;
e fara intrerupere;

4) Fiecdrui job 1 se ataseaza o variabila C; reprezentdnd momentul terminarii executiei sale.
Nota: toate termenele impuse, de livrare, de terminare sunt raportate la un acelasi moment de
referinta 0 astfel ca toate sunt exprimate prin numere reale nenegative.

5) Calitatea unui program de lansare n executie a joburilor poate fi evaluatd prin mai multe
criterii de performanta.



a) de tip loc ingust:

* minimizarea intdrzierii maxime: min L - =max{L, =C; -d }
J

max

* minimizarea costului maxim datorat intdrzierilor: min f_ = max{f;(C,)}
J

unde fi(C;) este o functie nedescrescatoare in variabila C; cu £;(C;) = 0 daca C; < d;;
b) de tip aditiv:
e minimizarea sumei costurilor datorate intdrzierilor: min ) f i(C));
j

e minimizarea sumei ponderate a termenelor de terminare: min) w .C, ;
i

e minimizarea sumei intdrzierilor efective: miny {T; = max(0,C; —d,)};
j

e minimizarea numdrului de joburi intdrziate: min) U, unde
i

OdacaTj =0
U, = 5
! ldaca T, >0

¢) care depind nu numai de caracteristicile individuale ale joburilor dar si de ordinea in care

2 n
sunt lansate n executie: minf(nw) unde = = ( j

rl) w2 - wn)’

6) Codificarea o / /7y va avea, pentru problemele de ordonantare pe o masind, urmatoarea
alcatuire:

o o =1;
e indicatorul B va avea trei campuri B = (— , — , — ). In primul camp se trec datele
optionale r;,d;,d, p; luate in considerare. In al doilea camp se specifica existenta

interconditiondrilor prin simbolul <. In ultimul camp se indica posibilitatea intreruperii executiei
unui job prin simbolul P.
¢ indicatorul y specifica functia de optimizat.

7) Se observa usor ca prin combinarea tuturor elementelor amintite mai sus se obtine o mare
varietate de situatii de ordonantare pe o masina. Problemele asociate acestor situatii se impart in:

e probleme usoare: probleme pentru care se cunosc metode exacte de rezolvare ce determina
solutia optima n timp polinomial,

e probleme grele: probleme pentru care metodele exacte de rezolvare cunoscute nu sunt
polinomiale. Pentru rezolvarea aproximativa a acestor probleme se utilizeaza diferite euristici.

e probleme nedecise.

Cateva probleme de ordonantare "usoare" ,impreund cu metodele adecvate de rezolvare, vor fi
prezentate in continuare.

1) 1/ d;/ Lmax In aceastd problema se cunosc termenele impuse si se cere ordonarea
reperelor astfel incat sa se minimizeze intdarzierea maximad.

Solutia optima se obtine aplicand regula : are prioritate jobul cu termenul impus cel mai mic.



Exemplul 5.2.1 Pentru situatia cu datele:

Reper | 1 2 3 4 5 6 7
Duratap; |3 4 4 6 9 11 15
Termene impuse d; |22 28 36 21 15 35 31

Tabelul 5.1

durata de executie a tuturor reperelor este 3 +4 +4 +4+ 6 +9 + 11 + 12 = 52 unitati de timp
indiferent de ordinea in care sunt lansate in prelucrare; ordinea in care se minimizeaza intarzierea
maximdeste5 >4 >1->2->7—>6->3.

Reper j | 5 4 1 2 7 6 3
Moment de terminare | 9 15 18 22 37 48 52
G
Intarziere fata de | - - - - 6 13 16 =L
termenul impus

Tabelul 5.2

2) 1/ dj, </ Lmax Noua problema difera de precedenta prin existenta unor relafii de
precedenta intre unele operatii. Ea se rezolva foarte simplu prin regula: dintre reperele inca
neprogramate si fara succesori directi se programeaza "cel mai tarziu" reperul cu cel mai mare
termen impus.

3) 1/ -/ X wjC; In aceasta situatie, se urmdreste minimizarea sumei ponderate a termenelor
de terminare. Reperele vor fi lansate in ordinea in care rapoartele pi/w; formeaza un sir
nedescrescator.

Exemplul 5.2.2
Reper j | 1 2 3
Durata p; | 15 28 6 10 programul
Ponderea wj | 3 7 1 = optim de 452513
pi/wi | 5 4 6 2 lansare
Tabelul 5.3

41/d ; / 2.C, Fata de prima problema, acum se dau termene de livrare care, spre deosebire

de termenele impuse, trebuiesc respectate. In plus, se urmareste minimizarea sumei termenelor de
terminare ale operatiilor. Urmatorul algoritm rezolvd problema indicand, dacd este cazul,
incompatibilitatea ei.

Vom nota cu S multimea reperelor neprogramate.

Start S = {1,2,....,n}

Pasul 1. Se determind multimea: C = {(k € S |ak > ij} Daca C este vida Stop.
jeS
Altminteri:



ul 2. za € u cea mai mare duratd: p,.=maxp; §Ii
Pasul 2. Se selecteaza reperul k* Cec durat = maxp; si se
J€

programeaza cel mai tarziu.
Pasul 3. Se face actualizarea S = S \ {k*} si se revine la pasul 1.
Deoarece la fiecare iteratie se programeaza un reper, algoritmul se opreste dupd n - 1 iteratii.

Exemplul 5.2.3 In tabelul 5.4 se dau urmatoarele date privitoare la opt repere.

Reper | 1 2 3 4 5 6 7 8
Durata | 10 7 4 8 5 2 9 5
Termene de livrare | 35 50 61 59 15 55 19 28

Tabelul 5.4
(asa cum s-a mai spus, termenele de livrare sunt raportate la momentul de referinta 0)
Start S = {1,2,3,4,5,6,7,8}
Iteratia 1.

Pasul 1. Y p =50 = C={2,3,4,6};

jeS

Pasul 2. p,. = maxp;= 8 =ps = se programeaza la sfarsit reperul 4;
el

Pasul 3. 5 = {1,2,3,5,6,7.8}.

Iteratia 2.

Pasul 1. > p;=50-8=42 = C={2,3,6};
jeS
Pasul 2. p,. = maxp;= 7=p2 = se programeaza la sfarsit reperul 2;
je

Pasul 3. S = {1,3,5,6,7,8}.

Iteratia 3.

Pasul 1. > p,=42-7=35 = C= {1,3,6};

jeS
Pasul 2. p,. = maxp;= 10 =p; = se programeaza la sfarsit reperul 1;
je

Pasul 3. S = {3,5,6,7,8}.

s.a.m.d. Dupa sapte iteratii se obtin rezultatele sintetizate Tn urmatorul tabel:

Reper j | 6 5 7 3 8 1 2 4
Durata p; | 2 5 9 4 5 10 7 8
Termen de incepere | 0 2 7 16 [ 20 |25 35 42
Termen de terminare C; | 2 7 16 |20 [25 |35 42 50
Termen de livrare aj 55 (15 |19 [61 |28 |35 50 59
2G| 2 9 25 |45 |70 | 105 | 147 | 197

Tabelul 5.5




4)Alte exemple de probleme "usoare" sunt 1/d;/Z Uj in care se minimizeaza suma joburilor
intdrziate sau 1/ d;/ X wjC; in care se minimizeaza suma ponderata a termenelor de terminare.

Problema 1/rj, d;/ Lmnax este recunoscuta a fi o problemd "dificild". Daca se compara noua
situatie cu cea din problema "usoard" 1 / dj / Lmax se constatd cd "dificultatea" rezolvarii se
datoreazd prezentei termenelor de disponibilitate tj. Aici este interesant de mentionat faptul cd daca
este permisa intreruperea operatiilor, problemele 1/71j, dj,P/ Lnax sau fay si chiar 1/ 1, d;, <,
P / Lax sau fiax sunt "usoare".

Deasemenea dificila este si problema 1/ dj / £ T; In care se minimizeaza suma intdarzierilor
efective.

Despre problema 1 / rj, <, dj, P / 2 C; nu se poate spune, in prezent, daca este usoard sau
dificila.

5.3 Ordonantarea in flux pe doud masini

Ordonantarea in flux (Flow shop) este o problema grea cu foarte putine exceptii. Una dintre
aceste exceptii este ordonantarea pe doua masini. Problema este urmatoarea:

Un numar de repere 1,2,...,n sunt prelucrate fiecare intai pe utilajul U; si apoi pe utilajul U,.
Se cunosc duratele operatiilor pe fiecare din cele doud utilaje. Se cere determinarea ordinii de
lansare in executie astfel incat durata realizarii tuturor reperelor sa fie minima.

Pentru rezolvarea problemei se utilizeaza urmatorul algoritm, datorat lui Johnston.

Pasul 1. Se determind minimul duratelor tuturor operatiilor.

e daca acest minim reprezintd durate unei operatii efectuate pe utilajul U; atunci reperul
corespunzator se programeaza la inceput, bineinteles dupa reperele anterior programate "la
inceput";

e dacd minimul reprezinta durata unei operatii efectuate pe utilajul U, reperul corespunzétor
se programeaza /a sfarsit, dar Tnaintea celor deja programate "la sfarsit";

Pasul 2. Se elimind din listd reperul programat si se reia pasul 1.
Observatie In cazul in care minimul calculat n pasul 1 nu este unic, putem avea trei situatii:

e minimul este egal cu durata unei operatii pe primul utilaj dar si cu durata unei operatii pe al
doilea utilaj. Reperul corespunzétor operatiei de pe primul utilaj se programeazad la inceput iar
reperul corespunzator celeilalte operatii, la sfarsit.

e minimul este egal cu duratele a doud operatii de pe primul utilaj. Se va plasa mai in fata
reperul a carui operatie pe al doilea utilaj dureaza mai putin.

e minimul este egal cu duratele a doud operatii pe al doilea utilaj. Se va plasa mai la sfdarsit
reperul a carui operatie pe primul utilaj dureaza mai putin.

Exemplul 5.2.4 Aplicand algoritmul descris problemei cu datele din tabelul 5.6

Reper j[ 1 2 3 4 5 6
Durata operatiei pe
utilajulU; | 4 8 3 6 7 5

Durata operatiei pe
utilajulU,| 6 3 7 2 8 4

Tabelul 5.6



se obtine urmatorul program optim de lansare: 3 - 1 - 5 — 6 — 2 — 4. Programarea in timp a
executiel rezultd din diagrama:

Utilaj Ui[R, JR,  |Rs [R R, R |

Utilaj U2R3 R [Rs IRs R, | Ry |

0 |3 |7 |10 |14 |16 |19 |24 |27|28 |31 |33|

Termenele de 1incepere
ale diferitelor operatii

Figura 5.1
Timpul total de prelucrare al tuturor reperelor este de 35 de unitéti de timp.

Problema generala de ordonantare Job shop este de departe cea mai complicatad. Un numar de
repere 1,2,...,m se prelucreaza pe n utilaje 1,2,...,n fiecare reper parcurgand utilajele intr-o anumita
ordine dictatd de tehnologia de fabricatie. Se presupun cunoscute duratele operatiilor. Reamintim ca
un utilaj nu poate procesa la un moment dat decat un singur reper. Nu existd restrictii privind
ordinea in care se executa operatiile de prelucrare ale diferitelor repere pe un acelasi utilaj. Cum
trebuiesc lansate reperele pentru ca timpul total de prelucrare sa fie minim?

Spatiul limitat nu ne ingdduie sa zabovim asupra acestei probleme care — ea singurd — poate
constitui subiectul unei carti de sine statatoare!

§ 6. Problema stabilirii traseelor de transport

Intr-o forma simplificati, problema stabilirii traseelor de transport ( pe scurt problema STT)
se enuntd astfel:

O firmd urmeaza sa livreze un produs mai multor clienti P; , P, ..., P, In cantitatile
qi » 92 ».--.qn. Livrarile se fac de la un depozit al firmei, notat Py , folosindu-se pentru aceasta un parc
de mijloace de transport de diferite capacitati.Fie T; ,T» ,...,T, tipurile acestor vehicule diferentiate
atat prin capacitatile lor ¢, , ¢z ,..., cm cat si prin numarul s; , s; ,..., Sm de unitéti disponibile pentru
efectuarea transporturilor.Prin contract, cererea fiecarui client trebuie onorata la un singur transport.
Fiecare vehicol inclus in programul de livréri pleaca de la depozitul Py incércat sau nu la capacitatea
maxima, viziteazd succesiv un numar de clienti si dupa ce se goleste se intoarce la depozit pentru o
eventuald noud incircare si trimitere pe teren. In acest context, se pune problema de a stabili
traseele de vizitare ale clientilor precum si tipul si numarul de mijloace de transport necesare
satisfacerii tuturor cererilor astfel incat distanta totald parcursa sa fie minima.

Problema STT este una din cele mai complexe probleme de optimizare combinatoriala. Ea
este o generalizare a problemei comisvoiajorului; Intr-adevar, daca ar exista un singur mijloc de
transport a carui capacitate acoperd suma tuturor cererilor clientilor atunci STT se reduce la
determinarea ordinii in care clientii sunt vizitati astfel Incat distanta totald parcursa sa fie minima
(vezi fig. 6.1)

Ps

Ps
P
4 P,

P



Au fost propuse un numar de metode exacte de rezolvare a problemei STT dar eficacitatea
lor - pe probleme reale, de dimensiuni mari - este destul de redusa. Mult mai atractive s-au dovedit
metodele euristice, capabile sa ofere in timp util si cu un efort de calcul rezonabil solutii
acceptabile. Un exemplu de metoda de rezolvare aproximativa este procedura Clarke - Wright [ ],
descrisa succint in continuare.

1) La inceput se considerd ca fiecare client este aprovizionat direct de la depozit cu un
mijloc de transport special detasat sd faca acest lucru. (vezi fig. 6.2)

p Py Vor fi atatea trasee cati clienti existd. Distanta totala de
parcurs va fi:
Ps
O D=2(d;+dy+..+dp)
o s
Py \o/ unde d; este distanta de la depozitul Py la clientul P;
Py
Figura 6.2

2) In continuare se Incearca concatenarea acestor trasee in scopul reducerii distantei totale.
Sa examinam fig 6.3a):

2) Figura 6.3

in care apar doui trasee de lungimiD , D'. In fiecare traseu s-au pus in evidenti doi clienti P; , P;
vecini cu depozitul Py (relativ la un traseu dat un client se va numi vecin cu Py daca el este fie
primul fie ultimul client vizitat; doi clienti se vor zice vecini dacd in traseul dat ei sunt vizitati
consecutiv) Concatenarea este ilustratd in fig. 5.3b). Din figurd se vede ca lungimea traseului
rezultat este egala cu:



(D-d)+dj+(D'-d)=D+D'-(di+dj-dj) =D +D'-s; (6.1)
unde:
Sij = d; + dj - dij

d;j fiind distanta dintre P; si P;. Mdrimile s;; , 1 <1 # j <n se numesc generic reduceri. Este evident
ca:
Sij >0 Si Sij = Sji

Din (6.1) rezulta atunci ca, prin concatenarea a doua trasee distanta totald parcursa se micsoreaza.

3) Revenind la fig 6.3a) fie Q si Q' totalurile cererilor clientilor de pe cele doua trasee. Cum
fiecare traseu este deservit de un singur mijloc de transport este clar ca pe cele doud trasee sunt
fixate doud vehicole ale caror capacitati de transport - eventual diferite - acopera cantitatile Q si Q.
Pe traseul din fig. 6.3b) va trebui transportata cantitatea Q + Q' si aceasta de catre un singur vehicol!
In concluzie concatenarea celor doud trasee este admisibila numai daca se dispune de un mijloc de
transport a carui capacitate acopera suma Q + Q'.

4) Deoarece la un moment dat pot exista mai multe concatendri admisibile, are prioritate
aceea care produce cea mai mare reducere a distantei totale de parcurs.

5) Procesul se opreste In momentul in care nu mai exista concatenari admisibile.

P3 P7
O Py O
O
Celula (ruta) | s;
(Pi, Py
1<i<j<7 p 55
2
d O P
Py
P, O
O
Figura 6.4

Exemplu 6.1 Se considerd reteaua din fig. 6.4. Cantitatile comandate q; , distantele d; de la
depozitul Py la clientii P; distantele d;; dintre clienti si reducerile s = di + d; - dj; sunt indicate in
tabelul 6.1. Firma are disponibile numai vehicole cu capacitatea de 6000 unitati.

Client | Cerere |Distanta| Trasee |Cant. circulatd| P, P, Ps P, Ps Ps P,

P; qi d;:Py - P; pe un traseu
P, 1100 316 1 | « 1100 x [316 247 88 1 0 50

- 224 608 640 539 632 849
P, 1300 224 2 | « 1300 *  [363 212 48 40 167

N 400 424 400, 500 640
Ps 1200 539 3 |« 1200 * 635 197 215 622

N 316 566 640 500
P, 1200 412 4 | « 1200 * 320 367 771

— 316 361 224
Ps 1900 224 5|« 1900 * 1440 395

N 100 412
Ps 1800 316 6 | « 1800 * 1499

400




P; 1700 583 7 1700 *

VT

Tabelul 6.1

La start se presupune ca fiecare client P; este servit de un singur mijloc de transport care face traseul
Py — P; — Py ; vor fi deci sapte trasee insumand 2(d; + d, + ... +dy) = 5228 km si implicand sapte
vehicule ( a céror capacitate este folosita partial...)

Iteratia 1 Cea mai mare reducere este s4; = 771. Concatendm traseele Py — P4 — Py si
Py - P; - Py in traseul Py — P4 — P; —P, obtindnd o reducere a distantei totale de 771 km. Pe
acest traseu va circula un singur mijloc de transport cu incarcdtura initiald de 1200 + 1700 = 2900 u.
Réaman sase trasee insumand 5228 - 771 = 4457 km. Vezi tabelul 6.2

Iteratia 2 Cea mai mare reducere admisibild - pusa In evidentd si In tabelul6.2 - este
s34 = 635. Concatenam traseele Py — P3; — Py si Pp > P4 — P; =Py in traseul Py —» P; — P4 —>P;
—Py pe care se va transporta 2900 + 1200 = 4100 u. Numarul de trasee (si implicit de vehicule
folosite) s-a redus la cinci insumand 4457 - 635 = 3822 km. Rezulta situatia din tabelul 6.3

Cant. circulatd|Client| Trase| P, P, P; P, Ps Ps P,
pe un traseu i e
1100 I [(D)—>
(_
1300 2 12—~
«
1200 3 [B)— 635
F
2900 4 |D—>t—t -7
1900 5 (5~ ;
&
1800 6 [(6)>
(_
- 7 — oo
Tabelul 6.2
Cant. circulata Client| Trase| P, P, Ps P, Ps Ps P,
pe un traseu i e
1100 I [(D)—>
F
1300 2 1)~
&
4100 3 |3)—>i --635
- 4 N D 71
1900 5 |4)— :
< 1
1800 6 |5~ 499
< a
- 7 — o




Tabelul 6.3

Iteratia 3 Urmatoarea reducere (ca marime) este s3; = 622 ea se exclude deoarece Ps si P;
sunt deja pe acelasi traseu. Reducerea care va fi luatd in considerare este sg7 = 499 (indicatd si in
tabelul 6.3) Se vor concatena traseele Py — P; — Py si Py > P3 —> P4 ->P; —Py in traseul Py — P3
— P4 »>P; —P¢ —»Py dealungul caruia se va livra cantitatea 4100 + 1800 = 5900 u. (< 6000 u. =
capacitatea unui vehicul) Au ramas patru trasee insumand 3822 - 499 = 3323 km si se utilizeaza
patru mijloace de transport, unul fiind incarcat aproape la capacitatea maxima. Vezi tabelul 6.4

Iteratia 4 Cea mai mare reducere admisibild este acum s;, = 316. Se vor concatena traseele
Py —» Py — Py si Py > P, — Py intr-unul singur pe care se va transporta cantitatea 1100 + 1300 =
2400 u. Acum sunt numai trei trasee si trei vehicule iar distanta totald s-a redus la 3323 - 316 =
3007 km. Noua situatie este rezumata in tabelul 6.5

Iteratia S Urmatoarea reducere admisibila este s,s = 48. Concatendm traseele Pp — P; — P»
— Py si Pp > Ps — Py 1n traseul Py > Py - P, - Ps— Py pe care se va livra cantitatea 2400 +
1900 = 4300 u. Au ramas doud trasee fiecare deservit de un vehicul. Distanta totald de parcurs va fi:
3007 - 48 = 2959 km. Este clar cd cele doud trasee numai pot fi concatenate din cauza capacitatii
limitate de transport a vehiculelor. Vezi tabelul 6.6 Cele doua trasee sunt vizualizate in fig.6.5

Cant. circulata [Client| Trase| P, ) Ps P, P; Ps P,
pe un traseu i e
1100 I [(D)—> 316
<
1300 2 (2>
<«
5900 EE) e i s -635
- 4 S O 171
1900 5 4> i
— i
- 6 P2 WS DY S RS S R _.499
_ 7 P

Tabelul 6.4

Cant. circulata [Client| Trase| P, ) Ps P, Ps Ps P,
pe un traseu i e
2400 1| (1)—>]------ -316
- 2 —-fee- . 48
5900 3 |(3)>f-----f-me - -635
- 4 N DU R _171
1900 5 (4> E
< |
- 6 — e ] 499
_ 7 '

Tabelul 6.5

| Cant. circulata|Client{Trase| P, | P, | Py | P, | Ps | Po [ P; |




o | 10| 7 9 11
8 oo |11 |12 | 4
9 11 | o | 13 6
6 12 | 14 | © 7
10 | 5 8 8 0
Tabelul 7.1
pe un traseu i e
4300 I (D)o = =|=346
- 2 ST T
5900 3 [(3)p[rrrraprmaafaaaaas 435 1
4 I - 77l
5 D R [ I A :
6 | < udussnnsjuusasshasnnadunnnnslannnnapunnns 4D
7 e
Tabelul 6.6

Figura 6.5

§ 7. intrebiri si probleme

1.Ce este o problemd combinatoriala? Dar o problemd de optimizare combinatoriald? Dati un

exemplu diferit de cele oferite in carte si discutati-1 cu colegii si cu profesorul dvs.

2.Ce Inseamna ca o problema de optimizare este usora (grea)? Dati exemple din fiecare categorie.

3.Rezolvati problema din exemplul 3.2.

4. Un comisvoiajor situat in localitatea 0 are de vizitat

asimetrica !)

oragele 1,2,3,4. Costurile de deplasare
dintr-un oras in altul sunt date in tabelul 7.1 (Se observa cd in general c; # cj;, altfel spus costul
deplasarii intre doua localitati depinde de sensul de deplasare - avem de a face cu o problema

Sa se aplice algoritmul de tip Branch & Bound al lui Eastman

pentru a ga si un traseu de cost minim.




5. Intr-o regiune a tarii se afla sapte puncte de interes turistic. Pozitiile relative ale celor sapte
puncte sunt date in fig. 7.1.iar distantele dintre ele sunt date in tabelul aldturat 7.2.

1 : @ 1 2 3 4 5 6 17
Q @ 1| *122132136|50|50(50
e 2 * 12212013644 |36
O agentie > " 110122122150 de turism
b 4 % U
f:ste o @) ..... QD 5 1*4 gg fé interesata
in @ 6 * 170
7 *
@ ;
Figura 7.1 Tabelul 7.2

determinarea celui mai scurt traseu de vizitare a celor sapte obiective.
Rezolvati problema utilizand euristica E; §i ajustarea locala E,.

6.Un comisvoiajor pleacd din localitatea 0 si trebuie sd viziteze localitatile 1,2,...,6 (fiecare o
singurd datd) la sfarsitul cilitoriei urmand a se reintoarce in punctul de plecare 0 (vezi fig.7.2) In
tabelul aldturat 7.3 se dau distantele intre localitati.

a) Sa se determine un traseu complet folosind euristica E;: "mergi la cel mai apropiat vecin".

b) Eliminati eventualele incrucisari folosind euristica E, de ajustare locald. Ce lungime va avea noul
traseu?

¢) Determinati un arbore de lungime minima care s conecteze cele sapte localititi dupd care
aplicati euristica E; pentru a obtine un traseu complet.

d)Reluati punctul c) folosind de aceasta data euristica E,.
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Figura 7.2 Tabelul 7.3

7.Firma X produce paine pe care o desface catre populatie prin 12 magazine de specialitate. Fabrica
de paine si centrele de desfacere sunt localizate in punctele Py , Py ,..., P, indicate in figura 7.3.
Pentru ziua urmatoare cererile sunt date intabelul 7.4:



CentrePi P] P2 P3 P4 P5 P6 P7 Pg Pg PIO P“ P12 Total
Cerere (buc.) g; | 2200 [ 300 | 800 | 1100 | 900 | 700 | 1400 | 1600 | 1600 | 1800 [ 500 | 1500 {14400

Tabelul 7.4
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Figura 7.3

Transportul se face cu vehicule cu capacitatea de 4500 buc.
Distantele d; de la fabrica Py la centrele P; ca si distantele d;; dintre centre de desfacere se vor
calcula cu relatia lui Pitagora tinand cont de faptul cd unitatea de masura a grilei din fig. 7.3 este de
200m. De exemplu distanta dintre P; si P7 va fi:
d;; =V67 +37.200 =45 -200 = 6,7082- 200 = 1342m

a) Sa se determine traseele de transport. cantitdtile transportate, lungimile traseelor si
distanta totala de parcurs.

b)Care va fi solutia problemei in cazul in care firma are doud vehicole cu capacitatea de
4500 buc. si alte patru cu capacitatea de 2000 buc.?

8. Explicati termenii flow shop, open shop, job shop din problema ordonantarii.
9. Se pune problema lansarii in executie a opt repere 1,2,...,8 pentru care se cunosc:

e duratele p;, p2,..., ps;
e termenele de livrare dy,d,,...,dg .(vezi tabelul 7.5 )

In ce ordine trebuie lansate n executie reperele astfel incat:

e termenele de livrare sa nu fie depasite: C; < d ; J=1..8

8
e suma termenelor de terminare sa fie minima: >, C = min
J=1



Cod reper: j 1 2 3 4 5 6 7 8
Durata : p; 10 19 14 8 23 17 9 5
Termen de livrare: djj 25 45 90 | 100 | 80 [ 105 | 50 20

Tabelul 7.5

4. Zece repere se prelucreaza in flux pe doua utilaje: prima operatie se executd pe utilajul A iar a
doua pe utilajul B. In tabelul 7.6 se dau duratele de excutie ale celor doud operatii pentru fiecare

reper in parte. In ce ordine vor fi lansate cele zece repere astfel Incat durata totala de executie sa fie
minima?

Repere| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Utilaje
A 14 22 50 32 36 41 28 22 30 20
B 30 45 32 58 36 14 41 45 42 58
Tabelul 7.6
b) Aceeasi chestiune cu datele:

Repere 1 2 3 4 5 6 7

A 11 6 8 15 9 14 13

B 8 11 8 10 12 6 9

Tabelul7.7
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