CAPITOLUL III

PROBLEME DE OPTIMIZARE DE DIMENSIUNI MARI

§1. Problema dimensiunii in rezolvarea efectiva a problemelor de optimizare practice

Principala cauza generatoare de dificultati in rezolvarea problemelor de optimizare reale este
dimensiunea: o asemenea problema este pur si simplu "prea mare". In programarea matematica,
marimea unei probleme este o chestiune relativa, depinzand de multi parametri cum ar fi:

e numadrul de variabile si numarul de restrictii;

e complexitatea expresiilor functiei obiectiv si a restrictiilor;

e performantele echipamentului de calcul: hardware si software.

Utilizarea modelelor matematice in studiul unor situatii reale - in special din domeniul economic - a
condus la programe matematice care suprasolicitd si cele mai puternice calculatoare.Din fericire,
marea majoritate a problemelor de optimizare "mari" au o "structura speciala" care, in programarea
liniara de exemplu, inseamna:

e densitate mica a constantelor numerice nenule;

e gruparea elementelor nenule in blocuri asezate "pe diagonala";

e numar foarte mare de variabile si relativ putine restrictii sau invers, multe restrictii si
putine variabile.

Trebuie spus ca daca un program liniar mare nu are o structurad speciald, sarcina colectarii datelor
este practic aproape imposibil de realizat; astfel pentru un program cu 10" restrictii si 10° variabile,
matricea coeficientilor ar avea 10'” intrdri si in cazul unei densititi de 100% ar necesita 10'° date
numerice de adunat, sortat si prelucrat!!

Pentru programele neliniare, complexitatea si structura speciala se caracterizeaza mult mai
greu.

§2. Clasificarea metodelor de rezolvare a programelor liniare mari
In principiu metodele de rezolvare a programelor mari se impart in doud categorii:

e metode directe: acestea specializeaza o procedura generald adaptand-o la specificul unei
anumite clase de probleme de optimizare.

Exemplul tipic 1l constituie algoritmul simplex; este stiut ca principala problema de calcul
care apare in aplicarea lui o constituic modul de manipulare a inversei bazei curente. In cazul
unei "structuri speciale” este posibil ca dimensiunea acestei matrici sa se reduca semnificativ.

Sa consideram cazul unui program liniar cu variabile superior marginite:



n
(max)f = Zlcjx
J:

Abordarea "clasica" presupunea transformarea conditiilor de limitare superioara in egalitati

Zau i = b; i=1...m
Xj+Xpej=U; J=1..,n
20 j=1..2n

(max)f = Zlc X
=

Rezulta un program cu m+n restrictii si 2n variabile, ale carui baze erau matrici de ordinul m+n
Totusi forma particulard a restrictiilor de limitare superioard a putut fi exploatata eficient

intr-o specializare a algoritmului simplex in care inversa bazei curente are dimensiunea egald cu

numarul m al restrictiilor propriu zise
¢ metode indirecte, bazate pe descompunerea problemei mari in subprobleme mai mici

interconectate. Subproblemele pot fi rezolvate independent (si daca este posibil chiar simultan)
dar faptul ca ele interactioneaza implicd existenta unui mecanism (problemd) de coordonare

Astfel, rezolvarea problemei originale mari se face "la doua nivele
rezultatele sunt

e la primul nivel - inferior - se rezolvd subproblemele

"comunicate":

e la al doilea nivel - superior - care "analizeaza" aceste rezultate si transmite
La nivelul unu are loc o reluare a calculelor (reoptimizare); noile rezultate sunt

nivelului inferior noi parametri

trimise nivelului superior care le analizeaza s.a.m.d
Important este faptul ca acest proces iterativ este convergent in sensul cad intr-un numar finit de
pasi (= dialoguri intre cele doua nivele), nivelul coordonator "anuntd" gasirea solutiei optime

§3. Descompunere in programarea liniara. Principiu

Consideram un program liniar in forma standard

Tx=t
(P)<x=0 in care:
(max)f = cx

T = matrice mxn;
X = coloana celor n variabile;

t = coloana celor m termeni liberi

¢ = linia celor n coeficienti din functia obiectiv



Pentru moment, nu vom face nici o ipoteza asupra "marimii" programului (P) sau asupra structurii
sale. Stim ca (P) poate fi rezolvat "dintr-o data" cu ajutorul algoritmului simplex. Ne propunem sa
aratam cum poate fi rezolvat (P) prin descompunerea sa in mai multe subprobleme mai mici,
intercorelate.

Vom imparti sistemul Tx=t al restrictiilor in doud blocuri (partitionarea este deocamdata

arbitrard): T t
e blocul Ax=b cu m; < m restrictii; A H
e blocul Mx=d cu my; =m - m; restrictii
u X u 1Mo 1 1ch M E

Consideram multimea solutiilor admisibile ale sistemului liniar Ax=b:
A ={xeR"|Ax=b,x>0}

Este bine cunoscut faptul cd A este o multime convexa si chiar poliedrala (adica o intersectie finita

S . . - .o
2,...,V care se identificd cu solutiile

de semispatii din R"). Ea are un numar finit de varfuri v
admisibile de baza ale sistemului Ax =b.

Pentru simplitatea expunerii, vom presupune in continuare cd multimea A este marginita
(aceasta ipoteza este indeplinitd In mai toate cazurile practice).

Un rezultat clasic al analizei convexe aratd ca orice punct al multimii poliedrale i marginite A

se scrie ca o combinatie convexa a varfurilor ei:

(MxeA  x=Av +h,vi+ 40V
unde:
}\.1 > 0,7\,2 > 0,...,}\,5 > 0 Sl }\,1 +}\’2+"'+}\‘S :1

a . S ™ . A . . . .
Inlocuind x = ), kkvk in blocul Mx = d si 1n functia obiectiv f = cx obtinem:
k=1

Mx=d — YA, Mv¥)=d
k=1

f=cx - f=ZS:kk(cvk)
k=1

Cu notatiile:
Qk:MVk , yk:cvk k=1,...,s

programul (P) se scrie echivalent:

(PM) k=1 in care variabilele sunt scalarii A;,A,,..., A

S
Dacid (A} ,k=1,...,5) este o solutie optimi a programului (PM) atunci x* = Z?C’I(Vk este o solutie
k=1

optima a programului original (P).



Programul (PM) se numeste program coordonator (master program) si are urmatoarele
proprietati:

e are mai putine restrictii decét (P): doar 1+m; fatd de m; + m; ;

e are in general un numar foarte mare de variabile, cate una pentru fiecare varf al multimii A
si, dupd cum se stie numarul acestor varfuri estte de obicei "impresionant";

e rezolvarea programului (PM) necesitd - cel putin la prima vedere - cunoasterea varfurilor

1.2 S < kK - ..
v,v',..,v fara de care nu se pot evalua colanele Q" si scalarii v,y,,...,7. Or, cunoasterea
..o A . S .o . .. . A .

apriorica a varfurilor v',v2,...,v° este o sarcina extrem de grea si practic imposibil de facut in mai
toate cazurile!

Din fericire, rezolvarea programului (PM) nu necesitd cunoasterea aprioricd a varfurilor
v!',v%,...,v". Dupa cum vom vedea in sectiunea 5, pe parcursul aplicarii algoritmului simplex acestui
program, varfurile multimii A absolut necesare n optimizare vor fi generate (calculate) "la cerere"
prin rezolvarea unor programe liniare de forma:

Ax=D
P(u) x>0
(max)f = (c —uM)x

in care u este un vector linie ale cdrui componente se stabilesc si se modificd in functie de stadiul
rezolvarii programului (PM).

In esentd, rezolvarea programului original (P) s-a redus la:

e rezolvarea programului coordonator (PM);
si la:
e rezolvarea mai multor probleme de forma P(u)
toate de dimensiuni mai mici decat cele ale programului (P); vezi figura 3.1

Nivelul 2

l——' Programul coordonator (PM)

) ) . transmite vectorul de parametri u in caz
transmite solu:gla optima ci nu s-a ajuns la solutia optimd a
care este un varf al multimii programului (PM)

— Nivelul 1

Programul subordonat P(u)

Figura 3.1

Cele de mai sus constituie esenta principiului de descompunere Dantzig - Wolfe. El poate
fi folosit atunci cand programul (P) are un numar foarte mare de restrictii. Descompunerea devine
si mai atractiva in cazul in care submatricea A are o structura diagonala




Figura 3.2

in care A',A%..,AP sunt matrici de diferite dimensiuni.Pentru simplificarea expunerii sa
presupunem ci A are doar doud blocuri A' si A%. Elementele constitutive ale programului (P) pot fi
partitionate astfel:

T t X
Al 0 b!
A b |y
0 A’ b?
M { M M’ d X2
C1 C2
Figura 3.3

Programul (P) are deci forma:

A'x' =p'
Tx =t A*x* =b*
(P){x=0 =N M'x'+M*x* =d
(max) f = cx x'>0,x*20
(max) f =c'x' +c*x?

Se observa usor ca 1n aceasta situatie, problema P(u) “se sparge” in doua subprobleme independente
(care pot fi rezolvate simultan!):

A1x1:b1 A2x2:b2
Pu){x' >0 P,(u){x> >0
(max) f, = (c' —uM")x' (max) f, = (c* —uM?)x

Schema de rezolvare “la doua nivele” a programului (P) din figura 3.1 devine:

Nivel 2 Programul coordonator (PM)

[/ T NN

Subproblema P;(u) Subproblema P, (u)




Nivel 1

Figura 3.4

§4. O interpretare economica a principiului de descompunere

Sa consideram o economie cu mai multi agenti. Fiecare agent opereaza un numar de
activitati de pe urma carora obtine un venit. Operarea activitatilor implica utilizarea unor resurse
disponibile in cantititi limitate. Fireste, obiectivul fiecarui agent este maximizarea venitului
propriu.

Este clar ca daca fiecare agent ar detine controlul asupra tuturor resurselor necesare lui
atunci maximizarea venitului la scara intregii economii s-ar reduce la maximizarea venitului
fiecarui agent in parte.

In realitate lucrurile stau altfel.

Fiecare agent detine controlul asupra anumitor resurse: capacitati proprii de productie, forta de
munca angajatd, resurse financiare proprii, unele materii prime utilizate in exclusivitate. Acestea vor
fi numite resurse specifice.

Pe langa resursele specifice, fiecare agent utilizeaza si alte resurse care nu sunt la dispozitia
sa exclusiva; aceste resurse sunt procurate de pe piatd, la concurentd cu ceilalti agenti, datorita
faptului cd sunt disponibile in cantitéti limitate. Acestea vor fi denumite resurse comune.

In acest context, problema principiald care se pune este de a stabili cum vor fi repartizate
resursele comune intre agenti astfel incat, la scara Intregii economii, venitul sa fie maxim.

Intr-o economie centralizati, repartizarea resurselor comune este ficuta de stat care indica
fiecarui agent ce si cat sd produca.

Ne propunem sa aratdm cum se face repartizarea comune intr-o economie descentralizata
in care autoritatea centrala nu mai detine controlul asupra actiunilor agentilor.

Ne vom situa in cazul ideal al unei economii liniare, caracterizate prin urmatoarele ipoteze:
e pentru fiecare activitate, consumurile de resurse si venitul sunt direct proportionale cu
nivelul la care este operata activitatea;
¢ nivelul de operare al unei activitati poate fi reprezentat de orice numar real nenegativ;
e veniturile agentilor nu se conditioneazd reciproc si sunt egale cu suma veniturilor
activitatilor fiecaruia. Venitul la scara Intregii economii este suma veniturilor agentilor.

Pentru simplitatea expunerii vom presupune cd in economia studiatd existd numai doi
agenti.
Introducem notatiile:

x', x* = vectorii (coloani) nivelelor de operare ale activitatilor celor doi agenti;
b', b® = vectorii (coloana) cantitdtilor disponibile din resursele specifice;

Al, A’ = matricile consumurlor unitare de resurse specifice;

M', M? = matricile consumurilor unitare din resursele comune;

d = vectorul (coloand) cantitatilor disponibile de resurse comune;

¢!, ¢? = vectorii (linie) veniturilor unitare corespunzitoare celor doi agenti.

Evident, nivelele de operare ale activitatilor agentilor sunt conditionate de disponibilele de resurse
specifice:

A'x' <b' A’X* b (4.1)
si in plus:



x'>0 x>0 4.2)

Vectorii x', x* care satisfac relatiile 4.1 - 4.2 se vor numi programe posibile de activitate.
Un cuplu de programe posibile (x', x?) devine realizabil numai dacd necesarul de resurse
comune se incadreaza in disponibilul dat adica:

M'x' + M*x* <d (4.3)
Venitul total pe economie are expresia:
f=c'x!+c’x (4.4)
Reunind (4.1 - 4.4) obtinem programul liniar:
Alx! <b!
A%x? <b?
(P){ Mx!'+M?x% <d (4.5)

XIZO,XZZO

(max)f = clx! +¢2x?

care modeleaza problema repartizarii resurselor comune in vederea maximizarii venitului pe
intreaga economie.

Observam cd matricea programului (4.5) are structura bloc diagonala cu restrictii de
cuplare, identicd cu structura pe care s-a prezentat, in sectiunea precedentd, principiul de
descompunere Dantzig - Wolfe.

Din punct de vedere formal, problema repartizarii resurselor comune intr-o economie
descentralizata Inseamna rezolvarea programului (P) in conditiile in care nici agentii nici autoritatea
centrald nu au informatii complete asupra acestuia. Astfel:

agentul 1 controleazi (cunoaste) b', A", M', ¢';
agentul 2 controleaza (cunoaste) b2, Az, Mz, cz;
autoritatea centrald controleaza (cunoaste) d.

Maximizarea venitului fiecarui agent, tinand seama numai de resursele sale specifice, revine formal
la rezolvarea programelor:

Alx! <p! A%x? <b?
P){ x'>0 (Py)4 x*20

1 2.2

(max)f; = c'x (max)f, =c“x

dar nu rezolvd problema repartizarii resurselor comune deoarece, daca x! si X2

optime ale programelor din (4.6), este posibil ca:
M'x'+ M*xA <d

sunt solutiile

In continuare vom ardta - in principiu - cum poate fi rezolvat programul (P) din (4.5) in
situatia Tn care nici autoritatea centrald si nici agentii nu detin informatii complete asupra
programului!



Vom presupune ca:

e intre autoritatea centrald si agenti existd o cooperare in sensul unui schimb de
informatii privind "intentiile"de actiune;

e autoritatea centrala isi asuma rolul de arbitru in urmatorul sens: ea "anuntd" un sistem
de preturi pe resursele comune iar agentii iau aceste peturi ca date si isi diminueaza veniturile cu
valoarea resurselor comune solicitate.Fie u vectorul (linie) al acestor preturi.Atunci:

e agentul 1, pentru sustinerea unui program posibil x' (posibil = A'x' < b', x' > 0),va
trebui si "pliteasca" valoarea uM'x' astfel cd venitul siu "net" va fi:

f] = cIxl —uMx! = (c1 —uMl)X1

e analog, venitul agentului 2, rezultat din programul posibil x* (A’x* < b%, x* > 0), va fi:
fz =c2x? —uM?x? = (c2 - uMz)x2

Maximizarea acestor venituri nete inseamna rezolvarea programelor modificate:

Alx! <p! A%x? <b?
P;(u) x'>0 P, (u) x2>0
(max)f; = (¢! —uMMx! (max)f, = (¢? —uM?)x?

Agentii comunicd autoritdtii centrale propunerile optimale ' si %% In principiu,autoritatea

centrala analizeazd oportunitatea ludrii in considerare a acestor propuneri pentru maximizarea
venitului pe economie si poate decide modificarea sistemului de preturi, marind preturile resurselor
comune "intens" solicitate.

Noile preturi sunt comunicate agentilor; acestia vor cauta noi solutii care sd le
maximizeze veniturile nete "corectate". Evident, prin cresterea preturilor la anumite resurse
comune, cererile "excesive" din aceste resurse vor fi "temperate". Formal, cele spuse Tnseamna
reluarea programelor P;(u), P»(u) cu u modificat!

Important este ca intr-un numar finit de asemenea "dialoguri = schimburi de informatii"
intre agenti si autoritatea centrald, vor rezulta solutiile x si x** care maximizeaza venitul total pe

economie. In general, x* si x~ nu coincid cu una sau alta dintre propunerile agentilor ( propuneri

facute in cadrul dialogului sus amintit) ci sunt combinatii convexe ale acestora. Tot odata va
. . * . A * . * .. o
rezulta si un sistem u" de preturi pe resursele comune in raport cu care x'* si x>* maximizeaza

. . . . . . ~ . * . ~ oge
veniturile nete individuale ale agentilor! Spuunem ca tripletul (x",x** u") reprezinta un echilibru
pentru economia (liniard) considerata.

Dialogul dintre autoritatea centrald si agenti poate fi reprezentat astfel:

Nivel 2 Autoritatea centrala

Proguneri de
prograxae de activitate

2
X

Preturi pe
resursele comune

Agent 1 Agent 1




Nivel 1
Figura 4.1

Comparand aceastd schema cu cea din figura 3.4 se constatd ca cele spuse mai sus constituie o
interpretare economica a principiului de descompunere Dantzig - Wolfe.

§5. Algoritmul de descompunere Dantzig - Wolfe
In aceasti sectiune vom arita cum se rezolva efectiv programul principal (PM) din sectiunea

S& admitem pentru moment ca am cunoaste toate constantele programului (PM). Vom aplica
acestui program versiunea revizuita a algoritmului simplex.
S& presupunem cunoscutd o baza admisibila B; in raport cu aceasta bazd partitiondm
vectorul A al variabilelor:
2B

unde LB este vectorul variabilelor bazice iar A al celor nebazice.
Solutia A asociata bazei B va avea forma:

_ ZB IB — -1 1
A= L?l cu d
B fiind presupusd admisibila, A® > 0. Fie:
=Y Bp-l

vectorul multiplicatorilor simplex asociati bazei B (v® este vectorul format din coeficientii yx ai
variabilelor bazice Ay din A2 )

Valoarea functiei obiectiv f in solutia de bazi A este:

o

Elementele numerice B'I,XB f si 7 sunt reunite in urmatorul tabel simplex redus:

}\’B XB B-l
f|Ff I8
Tabelul 5.1

Din necesitati care vor deveni evidente imediat, partitiondm 7 astfel: © = (mo,u)
mp fiilnd prima componenta din 7 iar u reunind pe celelalte.

Testarea optimalitatii solutiei A necesitd calcularea costurilor reduse:



Qk

=T +uMvK —cvk = T —(c—uM)vE k=15

_ 1 1
Yk deT{ }_Vk Z[RO’U]{Qk}—Yk =my +uQX —y, =

Dupd cum este bine stiut, dacd y, 20 k=1,...,s atunci A este 0 solutie optimd a programului
(PM). Pentru a vedea daca se intampla acest lucru evaluam:

min Y, = min [w, —(c—uM)vk] =m,— max (c— uM)Vk
k=1,..,s k=1,..,s k=1,.,s

Se observa ca max (c— uM)Vk este valoarea maxima a functiei liniare f = (c—uM)x pe varfurile
k=1,..s

multimii poliedrale marginite A .
Conform teoremei centrale a programairii liniare [9] , evaluarea acestui maxim nu
necesitii cunoastera apriorici a varfurilor v',....v*; este suficient si se rezolve programul liniar:

Ax=D
P(u) x>0
(max)f = (¢ —uM)x

Fie v' o solutie optima a programului P(u) si T° valoarea functiei obiectiv f inv'. v este unul din
varfurile multimii A §i putem scrie:

* = (c—uM)v* = max (c—uM)vK
=1,.8

astfel ca:
min 7, =my—f°
k=1,.s k 0
Daci my—f >0 (infapt m,—f* =01)atunci solutia A este optim.

- Tk - * * % . . A -
Dacd ny—f <0 se calculeaza Q = Mv , y,=cv sl se introduce in baza curentd

1
coloana { *}
Q

411
Dupa evaluarea coloanei B 1[ . | se determind coloana care paraseste baza actuala si se pivoteaza

tabelul simplex redus curent, intrandu-se Intr-o noua iteratie.

Din descrierea facuta rezulta clar ca ameliorarea solutiei admisibile de baza A - presupusa
datd - nu a necesitat cunoasterea de la inceput a tuturor varfurilor multimii A ; varful necesar in
procesul de optimizare s-a obtinut rezolvand un program liniar de forma P(u) cu un vector u
adecvat.

In ceeace priveste obtinerea unei solutii de baza initiale ) pentru programul (PM), aceasta
se poate obtine Tn maniera uzuald. Se pleacd de la o baza unitara ale carei coloane corespund:
e (unele) unor (eventuale) variabile de abatere existente in blocul Mx = d;



e (altele) unor variabile artificiale introduse in anumite ecuatii ale blocului Mx = d si/sau

S
in ecuatia de convexitate > A, =1.
k=1

In cazul 1n care au fost efectiv folosite variabile artificiale, Intr-o prima faza se va minimiza suma w
a acestora. Coloanele care vor intra in baza se vor genera dupd schema generala de mai sus, functia
f fiind Inlocuita cu functia w care se minimizeaza!!

Exemplu 5.1 Se considerd o economie liniara descentralizata cu doi agenti, fiecare oprand
cate o activitate. Fie x; s1 x, nivelele de operare ale celor doud activitati. Resursele specifice
controlate de cdtre cei doi agenti limiteaza nivelele activitatilor dupa cum urmeaza:

Sustinerea activitatilor necesitd doud resurse comune R; si R, al caror disponibil este limitat si
controlat de o "autoritate centrald". La un nivel de operare egal cu unitatea, vectorii consumurilor

2 3
din resursele R si R, sunt: {2} pentru prima activitate si L} pentru a doua. Vectorul cantitatilor

91 . . ) e
disponibile din resursele R; si R, este [7} In fine, veniturile unitare sunt de 7 u.m. (unitati

monetare) in prima activitate si de 6 u.m. in a doua.

Fiecare agent cautd sd obtind un venit cat mai mare, dar ei nu detin controlul asupra
resurselor comune. Pe de altd parte, economia fiind descentralizata, autoritatea centrald nu poate
impune agentilor nivelele la care sa opereze activitatile proprii.

Obiectivul urmarit este maximizarea venitului total pe economie.

Formal, problema consta in rezolvarea programului liniar:

X1 <4
X, <3
2x; +3x, <9
2x1+ X <7
x;20,x, 20

(max 0f = 7x; + 6x,

(P)

in situatia incare nici agentii, nici autoritatea centrald nu detin "informatii complete" asupra
programului (P).

Dupa cum am vazut, rezolvarea este posibild prin cooperarea dintre agenti si autoritatea
centrald, pe baza algoritmului de descompunere Dantzig - Wolfe.

Partitiondm sistemul restrictiilor in doua blocuri:

Xl £4
& Ax<b
XZ_

2X1+3X2S9 2 3 9
< Mx<d unde M= ,d=
2Xl+ X2S7 2 1 7



Principiul de descompunere propune rezolvarea programului:

in care:
QX =Mvk vy =cv® =[76v¢ k=15

unde Vl,...,VS sunt varfurile multimii poliedrale:

Ax<Db
A= 4x=(X],Xy)| 0 © 0<x,<4.0<x,<3

Este evidentd marginirea multimii A .

O data obtinutd solutia optima {7»1 k= 1,...,s} a programului propus, solutia optima a

programului original (P) va rezulta din formula:

o L)
(PM) 151 KQ L’z 7

7\41( >0 k= 1,...,S ) Yi,¥Y2 >0

(max)f = 3y, Ay
k=1

Variabilele de abatere y; , y, arata ce cantitati din resursele comune R; , R, rdman nefolosite.

Programul (PM) are trei restrictii §i se vede usor ca matricea sa contine coloanele unitare
0 0

1| si | 0] corespunzdtoare variabilelor y; , y>. Pentru o bazd unitara de start ne-ar trebui si
0 1



1
coloana | 0 | care nu este tot asa de "vizibila". Am putea introduce o variabila artificiala in restrictia
0

S
de convexitate > A, =1, dar putem proceda, mai simplu, si astfel:
k=1

0
Se observa ca vectorul nul [ } este unul din varfurile Vl,...,VS ale multimii A (nu intotdeauna este

0 0
asa!); putem presupune c v’ ={0} Atunci Q' =Mv' = {O} s1y) = ev!l =0.

1

- : : : : : 1

In concluzie, matricea programului (PM) contine coloana unitara | 0 | = { 1} .
0

Astfel, pentru (PM) dispunem de baza unitara corespunzatoare varibilelor A;, y; si y». Toate
aceste variabile au coeficienti nuli n functia obiectiv asa ca :

Y B = 0,0,0).1n consecinta, vectorul multiplicatorilor simplex asociati bazei unitare indicate este:

n=y"B =y® =[0,0,0]

din care rezulta my = 0 , u=/[0,0]. Vectorul valorilor variabilelor bazice are componentele:

1 1:7\41
B =B llo|=l9=y,
11 7=y,

Valoarea functiei obiectiv este:

Toate aceste elemente formeaza tabelul simplex redus de start:

Al 1 1 0 0
M)y | 9]0 1 0
y2 | 7 0 0 1
f 0 0 0 0
Tabelul 5.2
0
Considerarea varfului v' = [0} sugereaza ca, la initierea dialogului intre agenti §i autoritatea

centrald, se pleaca de la situatia in care cele doua activitati nu sunt operate: x; =0, x, = 0.
y1 =9, y, =7 arata ca resursele R; si R, nu sunt deocamdata solicitate.

Am vazut 1n sectiunea 4 ca vectorul u are semnificatia de sistem de preturi pe resursele
comune.Aceste preturi sunt “anuntate” de catre autoritatea centrald agentilor, care la randul lor, isi
vor maximiza veniturile “platind” pentru resursele comune solicitate. “Propunerile” de programe de
activitate sunt “‘comunicate” de agenti autoritatii centrale. Aceasta preia propunerile i Incearca, pe



baza lor si a propunerilor “mai vechi”, sd construiascd o “mixturd” care sid se incadreze in
disponibilul limitat de resurse comune si sd conduca la un venit total cat mai mare.

Iteratia 1 Autoritatea centrala anuntd sistemul de preturi u = (0,0) , altfel spus “ofera”
resursele comune “pe gratis”.
Agentii rezolva programul:

x, <4

P(u=(0,0))

x, <
x,20,x,20

(max)]? =T7x, +6x,

cu solutia optima evidenta:
X' =4,x;=3, /" =(max)f =7-4+6-3=46

pe care o trimit “ca propunere de program de activitate” autoritatii centrale. Deoarece:

~

7y~ f"=0-46<0

solutia din tabelul (T;) nu este optima; baza curentd trebuie schimbata prin introducerea unei noi
coloane din matricea programului (PM). Aceasta coloana se genereaza astfel:

Vectorul {xl_ - 3} - notat in teoria premergatoare cu v - este un alt varf al multimii A , si zicem v*.
X5 =
Calculam:
, |4 0° = M 2 3|4 17 5 [76]4 46
A VA— - = AVA— . = , =Ccy = , . =
3 2 13 ] " 3
. 1
Coloana care intrd 1n baza va fi: { 2} =|17].
11

Calculele uzuale ale unei iteratii din algoritmul simplex revizuit sunt indicate mai jos

p—
~J
—
—

«

—

1

QS —~
©

U |

]
A 1 [100 M| 8171 <117 0
yi 9 010 = (To) M| 917 0 117 0
v | 7 (001 11 v212017| 0 -11/17 1
f 0 000 46wy~ T f U14/170 0 46/17 0

f—



Tabelul 5.3

Iteratia 2 Autoritatea centrald anunta noul sistem de preturi: u = (46/17, 0).
Dupa cum se vede, resursa R, este Inca oferita “pe gratis”, deoarece y, = 20/17 arata ca “mixtura’:

0 4 =36/17
)Nc:/llvl—i-ﬂ,zvz:i +2 _|
1700] 17]3| |x,=21/17

nu utilizeaza integral aceasta resursa.

Calculam vectorul veniturilor unitare “nete”:

2 3
et —r61-[46 o][2 3][;_02 ¢ 138]_[271 36
17 21 17 17 17 17

Agentii vor avea de rezolvat programul:

X, <4
x, <3
P(u= 460
(“—(ﬁ, D x,=0,x,>0
~ 27 36
max)f =—x, ——x
(max) f TRt R
a carui solutie optima este:
~ ~ 27 108
x;=4,x;=0, f =(max)f =— - -4=—
i > =0, /" =(max)f 7 T

( La “preturile actuale” agentul 1 are un venit net pozitiv; el isi poate permite sd procure resursele
R, si R, in cantitdtile necesare pentru operarea activitatii sale la nivelul maxim posibil 4. Pentru
agentul 2, resursa R; este "prea scumpa": oricat de mic ar fi nivelul de operare al activitatii proprii,
“costul” resurselor R; si R, depaseste venitul sau “brut” astfel ca, pentru agentul 2, decizia va fi “sa
nu faca nimic”.)

Deoarece :

T, —f=0- 108 o
17

solutia din tabelul (T,) adica “mixtura” X descrisa mai sus, nu este optima.

X
Noua propunere a agentilor { 1

4

0 este un alt varf, sa zicem v , al multimii A , varf care va
X, =

2

produce coloana ce “imbunatateste” baza curenta:

. [4 |2 3] 48 IR 3
Vo) T Tl o]Tls] o T T )7

Intra in baza coloana:



Pivotam tabelul curent (T>):

ol ol

| 817 |1 U170 9717 M| U4 | 1 116 -3/16
W | 97 o 117 0 8/17 — (Ty|aa| 13 | 0 U6 -6
vy | 2017 |0 -1117 1 28T | 512 | 0 1148 17/48
£ | 41417 [0 0 0| -108/17«m,—f" £l 27| 0 54 oa
T u
Tabelul 5.4

Iteratia 3 Noul sistem de preturi pe resursele comune anuntat de autoritatea centrald va fi:
u=(5/4,9/4)
Veniturile unitare “nete” ale agentilor devin:

5912 3
c—uM=[7,6]—[Z,Z} {2 1}=[7,6]—[7,6]:[O,0]

Astfel, functia obiectiv a programului P(u = (5/4 , 9/4)) este constanta: f =(c—uM)x=0 si in

consecintd valoarea ei maxima va fi f° =0. Deoarece 7, — f* =0—0=0 solutia din tabelul (T5)
este solutia optima a programului (PM). Solutia optimad a programului original (P) este “mixtura
convexa” a celor trei “propuneri” v',v2,v*:

0 4 4 *=3
x':i}vl+/1'2\/2+i§v3=l N R PR
4l0]" 313) 12]0) | x; =

iar venitul maxim total are valoarea (max)f = 27.
§ 6. Metoda generarii de coloane pentru problema croirii

Dupa cum am vazut, principiul de descompunere Dantzig - Wolfe rezolva un program liniar
cu multe restrictii inlocuindu-1 cu un altul - numit program principal - cu mai putine restrictii dar
cu foarte multe coloane (variabile) care nu sunt disponibile de la inceput! In orice fazi a
rezolvarii programului principal, un numar relativ mic de coloane sunt cunoscute, coloanele
necesare imbundtatirii solutiilor intermediare fiind generate la "cerere".

Scopul acestei sectiuni este acela de a ardta cum se aplica tehnica generarii de coloane in
rezolvarea altor probleme de optimizare similare cum este de exemplu problema croirii introdusa
in capitolul II, §2. In continuare vom vedea ci aceasta tehnica necesita luarea in considerare a unei
probleme de optimizare foarte simple ca structurd dar deosebit de importantd in optimizarea



combinatoriald - problema rucsacului. Pentru aceasta subproblema, in sectiunea urmatoare, va fi
prezentata o metoda specifica de rezolvare bazatd pe programarea dinamica.

6.1 Problema croirii unidimensionale. Enunt si model matematic

Un numar de m repere cu lungimile /;,/5,...,/,, trebuiesc croite din suporti cu lungimea comuna L in
cantitatile b,,b,,...,b,, .Obiectivul consta 1n satisfacerea cererilor cu un consum minim de suporti.

Presupunem ca Lsi [;,l,..., [, sunt exprimate prin numere intregi, pozitive si ca L>1;

>[, >.>l,. Am numit retetd de croire o modalitate de tdiere a unui suport in repere cu lungimile

cerute. Formal, o retetd de croire se identifica cu un vector a = (a;,a,,...,a,) cu componente numere

intregi nenegative 1n care a; reprezintd numadrul reperelor cu lungimea /; rezultate din taierea

suportului. Suma lungimilor reperelor astfel obtinute nu depaseste lungimea suportului, astfel ca:
La; + La,+..+1,a, <L

Numarul acestor retete este finit si ordonindu-le intr-un fel oarecare, de exemplu
lexicografic,obtinem lista:

al, a? ..., a" unde a’ =(a1j,a2j,...,amj)T

(pentru nevoi ulterioare retetele vor fi scrise in coloand). Dacad notdm cu x; numdrul de suporti taiati
dupa reteta ¢ ( X' se mai numeste si multiplicitatea retetei ¢’) modelul matematic al problemei de
croire este:

Sa se determine x;,x,,...,x, care minimizeaza functia:

n
Z=X;+X,+..4X,
cu restrictiile:

P n )
(P) alx;+a’x,+..a"x,=b < Yagx;=b i=1,...,m
J=1

si conditiile explicite impuse variabilelor:

X;,X5,...,x, 20 intregi
Deoarece pritre retetele a’,a’,...,a" se numira si retetele unitare:
(1,0,0,...,0) , (0,1,0.,...,0), ..., (0,0,0,...,1)
problema (P) are solutii admisibile (cu componente) intregi si chiar solutie optima.

In cazul - frecvent intlnit in practica - in care ne limitdm la utilizarea numai a asa numitelor retete
maximale - adica a acelor retete a = (ay,ay,...,a,) pentru care restul:

w(a)=L-(l;a;+1a,+..+1l,a,)

este mai mic decat lungimea celui mai mic reper - problema de croire se formalizeaza astfel:



Sa se determine y;,y,,..., ¥ care minimizeaza functia:

Z:y] +y2++yN
cu restrictiile :

(P')
A]y] +A2y2++ANyN Zb

si conditiile explicite impuse variabilelor:

Yi,Y2,--, ¥y 20, intregi

unde A7, A° A AV este (sub)lista retetelor maximale, iar y;,),,...,yy sunt multiplicittile acestora.
Observatie: Daca in modelul (P) toate restrictiile erau egalitati (aceasta insemnand croirea

reperelor "exact" in cantitdtile cerute) in noul model (P') nu mai putem impune aceeasi conditie
deoarece,prin restrangerea modalititilor de croire a unui suport, este posibil ca sistemul

N .
> Ay ; =b sd nu aibe solutii intregi nenegative! lata de ce, pentru a asigura compatibilitatea
j=1
noului model suntem nevoiti sd admitem cd anumite repere pot fi croite "in exces".

Programele intregi (P) si (P') sunt in esentad echivalente in sensul ca au acelasi optim intreg

iar solutia optima a programului (P) utilizeaza cu prioritate retete maximale; In conssecinta, in cele
ce urmeaza vom studia programul "mai general" (P).

Exemplul 6.1 Consideram cazul croirii a trei repere cu lungimile /;, = 11, [; =7 , I3 =4 din

suporti cu lungimea L = 19. In urmatorul tabel sunt indicate toate retetele de croire si sunt puse in
evidenta retetele maximale.

Regeta al = Al aZ = A2 a3 a4 aS = A3 aé a7 = A4 a8 a9 a10 aIIEAS a12 a13 a14
L, =11 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L=17 1 0 0 0 2 2 1 1 1 1 0 0 0 0
=4 0 2 1 0 1 0 3 2 1 0 4 3 2 1
Rest 1 0 4 8 1 5 0 4 8 12 3 7 11 15
Tabelul 6.1

Pentru cererile b; =12, b, =18 , b3=30:

e luarea In considerare a tuturor retetelor de croire - maximale i nemaximale - conduce la
modelul:

X+ X, + x5+ X,

=12
X, +2x, +2x0 + X, + Xy X9 + X =18
(P)y  2x,+x, X5+ +3x, +2xg +x,  +4x,, +3x, +2x,; +x,, =30

x; 20, intregi

(min)z =x, +x, +x; +...+ X,

¢ avand in vedere numai retetele maximale obtinem modelul:



v+ ¥ >12
Vi T2y3+ vy >18
(P") 2y, + y3+3ys+4y5230
Vi 20, intregi
(Min)Z=y;+y, +ys+yy+ys

Ca orice problema de programare in numere intregi ,(P) este foarte greu de rezolvat. in
marea majoritate a aplicatiilor practice vom fi fericiti sa obtinem - in timp util si cu un efort
computational rezonabil - o solutie "buna" nu neaparat optimala. Asa cum s-a indicat in capitolul
I,§ 1,0 asemenea solutie s-ar putea obtine rotunjind convenabil solutia optima a problemei relaxate
(PL) dedusa din (P) prin eliminarea cerintei ca variabilele s ia numai valori intregi. Aceasta
tactica conduce la rezultate foarte bune in special in cazurile in care cererile b;,b,,...,b,, sunt mari;
intr-adevér in aceste cazuri, componentele solutiei optime fractionare vor fi suficient de mari astfel
ca pierderile datorate rotunjirii vor fi mici si nesemnificative.

In continuare ne vom ocupa de rezolvarea relaxatei (PL) a problemei de croire (P):

n
(min)z = 3 x;
j=1

(PL)Y Salx,=b

Dificultatea rezolvarii acestei probleme rezidd in numarul foarte mare de coloane (retete) pe care le
poate avea (mai cu seama in situatile reale) si care - in cazul rezolvarii "obisnuite" - ar trebui mai
intai generate. Vom vedea in continuare cum se poate evita acest impediment.

6.2 Teoria metodei generarii de coloane

Vom aplica problemei (PL) versiunea revizuitd a algoritmului simplex.. La start, se poate pleca cu
baza formata din cele m retete unitare:
e' =(10,..,00" ,e* =(0,......0)" ,...,e" =(0,0,....1)" cu tabelul redus:

el b1 1

62 bz 1

e” | bm 1

f |11 .0 1
Tabelul 6.2

Cel mai bine este sa se plece cu baza formata din cele m retete unicat:

K'=(,0,.,00 ,K*=(0,r,,..,00" ,..., K" =(0,0....,r,)" in care:

; ZVIIJ - :{%J R {%ﬂJ



si cu tabelul simplex redus:

I(1 bl/rl 1/1'1
I(2 bz/I’z 1/1'2
K™ | by/tm 1/t
f Zbi/l‘i 1/1'1 1/1'2 l/I'm
Tabelul 6.3

O S
tabelul simplex corespunzator; vezi tabelul 6.4

: i . |b|ex" . o : N
Fie B baza admisibild curenta, x ={ } solutia asociatd bazei B. Presupunem disponibil
“—X

Reamintim ca:

Dupa cum se stie, solutia x va fi optima daca, pentru toate coloanele a',a’,...a"avem:

— B -1 i i .
¢;=c¢" B :a’—c,=7-a’-1<0 j=1L..,n

Pentru a testa Indeplinirea conditiei de mai sus este suficient sd calculam:

max[7-a’ =mal +m,a] +..+7,al]
j=l,..,n
si cum fiecare d este o solutie cu componente Iintregi nenegative a inecuatiei
la,+1l,a,+...+1 a, <L vafisuficient sa rezolvim programul auxiliar:
max ma,+7m,a,+..+7,4a,
R(mr)y lLa, +lLa,+..+1 a, <L

a,,a,,..,a, =0 intregi

Dacéd maximul functiei obiectiv din R(7) este < 1 este clar ca ¢, = w-a’ —1<0 pentru toti j =
1,...,n sisolutia x asociatd bazei B este optima.

Daca maximul din R(7z) este > 1 atunci solutia optima " a programului R(7) este o reteta, fie ea a*
din lista a',a’,...,a" a tuturor retetelor, cu proprietatea:

¢, =m-a" -1>0.
Introducem in baza curenti coloana ¢* urménd instructiunile algoritmului simplex revzuit. Obtinem
0 noud baza admisibild B’, o noua solutie x'a problemei (PL) in general mai bunad decat solutia
veche X si un nou tabel simplex redus in care aopare un nou vector m’ de multiplicatori
simplex.Pentru a testa optimalitatea noii soliutii rezolvdm programul R(7’) etc.
Procesul iterativ se incheie intr-un numar finit de pasi cu gasirea solutiei optime a problemei (PL).



baza curenta —\ ,— valorile variabilelor bazice curente

‘4

Blp B! « | inversabazei curente

N ] multiplicatorii simplex asociati bazei B
s

valoarea functiei obiectiv in solutia curenta

Tabelul 6.4

6.3 Rezumatul procedurii Generare de Coloane pentru rezolvarea relaxatei problemei
de croire

Start Se pleaca cu baza formata din retetele unicat(6.1) si cu tabelul simplex redus 6.3. Fie
B baza curenti si m = ¢®- B’ vectorul multiplicatorilor simplex corespunzatori.
Continutul unei iteratii:

Pasul 1 Se rezolva problema auxiliara:

m
max Q. 7;a;
i=1
m
R(r)s 2lha; <L
i=1

a; 201intregt i=1,...,m

(vezi sectiunea urmatoare in ceeace priveste modul algoritmic de rezolvare al problemei R(7) .

Pasul 2 Daca maximul functiei obiectiv din R(7) este < 1 stop: solutia curentd a problemei
(PL) este optima. Altminteri:

Pasul 3 Fie a” solutia optima a problemei R(7) . Se introduce in baza curentd B coloana a”
(reindexata eventual cu numarul de ordine al iteratiei) urmand instructiunile algoritmului simplex
revizuit. Se revine la pasul 1 in cadrul unei noi iteratii.

Exemplul 6.2 Vom rezolva relaxata (PL) a problemei de croire (P) din exemplul 6.1
(sfatuim cititorul sa ignore faptul ca am generat deja toate retetele de croire ale problemei...De

altfel, diferitele retete folosite de algoritm vor avea o notare diferita de cea din tabelul 6.1)

Start. Plecam cu baza formata din retetele unicat:

K'=(100)" K’ =0020)" K’ =0004)"



1 0 0 1 0 0
B= [K],KZ,K3] =0 2 0| este o matrice diagonala a carei inversa este B =0 % 0 |.

0 0 4 0 0 Y
Solutia asociata bazei B = [K',K*,K*]:

1 0 0|12 12 |« multiplicitatea retetei K !
Blb=\0 ¥, 0|18|=| 9 |« multiplcitatea retetei K*
0 0 V| 30| |!% |« multiplicitatea retetei K°

(celelalte retete - pe cqre de fapt nu le stim - nu se folosesc).
Multiplicatorii simplex asociati bazei [K',K?,K*Jsunt:

1 0
r=c B =[L1,11-]0 Y
0

7

Valoarea functiei obiectiv in solutia construita este: f=mnb=1.12+ % 18 + %, 30 =28 % .
Tabelul simplex redus de start:

0
0

=[1, 5. )]

K'l12]l 1 o o
K2l 9|0 12 0
K [152] 0 0 1/4
£ 1572 1 12 1/4
Tabelul 6.5

Iteratia 1 Se rezolva problema :

(max)p=1-a, +%-a2 +%,-a3 2%(4a1+2a2 +az)
R(ﬂ') ]]a1+7a2+4a3 <19

a;,a,,az =0 intregi

Prin simpla inspectie (in cazul de fatd) sau aplicand un algoritm adecvat daca numarul reperelor este
mare (vezi sectiunea urmatoare) se gaseste (max)p = 3/2 > 1 si solutia optima a” = (1,1,0) care este
o retetd maximala. Renotim a” : A'=(1,1,0)" si introducem A' in baza curenta:

coloana B1-A!

Al 5 1 1 0 [

K'[12] 1 0 0 [(D=pivet All12]1 0 o0

K| 9]0 12 0|12 — | K*| 3 [-1/2 12 0

K152 0 0 14| 0 K |152] 0 0 1/4

£ |572] 1 12 1/4] 1/2 =(max)p-1 £ 45212 12 1/4
Tabelul6.6a Tabelul 6.6b

Iteratia 2 Rezolvam problema:



(max) p=Yy-a;+y-ay+ a3 =Y, (2a; +2a; +az)
R(ﬂ') ]]Cl]+7(12+4a3 S]g
a,a,,az =0 intregi

al carei optim , (max)p = 5/4 > 1 , se atinge pe reteta maximald a” = (0,2,1)" ,renotata A”.
Introducem A? in baza curenta:

coloana B A2

A2 5 0 2

1[
All12l 1 0 o All12l 1 0 o

0
K| 3 |12 12 0 |Ws=pivot = |A| 3 |-12 122 0

K152 0 0 1/4|1/4 K |27/4| 1/8 -1/8 1/4
£ 1452] 12 12 1/4 | 1/4 =(max)p-1 £ (87/4] 5/8 3/8 1/4
Tabelul6.7a Tabelul 6.7b

Iteratia 3 Acum se rezolva problema:

(max)p:%-a] +%-a2 +%-a3 :%9(5a1 +3a, +2a;)
R(r) lla; +7a; +4a3 <19

a;,a,,az >0 intregi

Se giseste (max)p = 9/8 > 1 si solutia optima a” = (1,0,2)" ,renotatd A°. Introducem A’ in baza

curenta:

coloana B1-A°

A S5 1 0 2

All12] 1 0o o1 Al le6/5 |45 1/5 -2/5

AP 3 |-12 12 0 |-12 — | A% |42/5]|-2/5 2/5 1/5

K |27/4] 18 -1/8 1/4 |G/ = pivot AP |54/5] 1/5 -1/5 2/5

£ [87/8] 5/8 3/8 1/4 | 1/8 =(max)p-1 £ [102/5] 3/5 2/5 1/5
Tabelul6.8a Tabelul 6.8b

Iteratia 4 Rezolvam problema:

(max)p=%-a1 +2/5-a2 +%~a3 :%(3611 +2a,+az)
R(ﬂ') ]]Cl]+7(12+4a3 S]g
a,a,,az =0 intregi

De aceasta data (max)p = 1 astfel ca solutia curentd,inscrisa in tabelul 6. , este optima.

In concluzie, solutia optima fractionara a problemei de croire date utilizeaza:



1
e reteta maximala A'=(1,1,0)" cu multiplicitatea % =1 5 ;
.2 T e 42 2
e reteta maximald A =(0,2,1)" cu multiplicitatea = =4 5 ;

e reteta maximald A* = (1,0,2)" cu multiplicitatea 5—54 =1 0% .

. . 1 2
Numarul suportilor "consumati" este : 5 = 20; .

Observatie: Reintorcandu-ne la problema de croire generald (P) si la relaxata acesteia se
constatd imediat cd optimul intreg este cel putin egal cu rotunjirea superioara a optimului
fractionar!

- . A 9 o : 2 :
In cazul de fata rezulta ca solutia optima Intreagd va utiliza cel putin [20 E—l = 21 suporti.

Sa vedem acum cum se determind o solutie "buna" pentru problema de croire studiata.

Etapa 1 Se rotunjesc inferior multiplicitatile retetelor din solutia optima a problemei

relaxate (PL):
FJ =] {_;ZJ =8 L_:;J =10
5 5 5

Etapa 2 Se determind cantitatile de repere ce pot fi croite cu retetele din solutia optima
fractionara dar cu multiplicitatile rotunjite inferior:

)i 0 17 [11
h=1A"+84°+10-4° =|1|+8-|2|+10-|0|=|17
0 )i 2| |28

Etapa 3 Se determina cantitatile de repere care mai sunt de croit:

121 [11] [1
b'=b-b=|18|-17|=|1
30| |28 |2

Etapa 4 Pentru "cererea reziduald" b' se aplicd urmatoarea euristica, numita FFD (First
Fit Decreasing):

¢ se determind prima retetd in sens lexicografic care "incape" in b';
e se actualizeaza b' prin extragerea retetei gasite si se reia pasul precedent.

Y . - . v A T 1 . v . -
In cazul nostru prima reteta cuprinsa in b' este (1,1,0)" = A".Actualizam cererea reziduala:

[ Jo
b |1|-|1|=]0
2] o] |2

Au mai ramas doua repere cu lungimea 13 = 4 a caror croire necesitd consumarea unui suport .



Recapituland, o solutie "buna" pentru croirea cantitatilor de repere cerute ar fi urmatoarea:

e se foloseste reteta A'=(1,1,0)de 1 +1=2 ori;

e se foloseste reteta A’= (0,2,1) de 8 ori;

¢ se foloseste reteta A’= (1,0,2) de 10 ori;

e se mai taie dintr-un suport doud repere cu lungimea l; = 4 adica se foloseste reta
nemaximala (0,0,2) .
In total se consumi 2 + 8 + 10 + 1 =21 suporti si in baza unei observatii anterioare solutia construita
este chiar optima!

Concluzii finale

1. In solutia optimi a problemei relaxate se utilizeaza numai retete maximale;

2. Dupa aplicarea euristicii FFD asupra cererii reziduale, pot apare si cateva retete
nemaximale - de regula una singurd;

3. Numeroasele experimente numerice au ardtat ca optimul intreg al problemei de croire
unidimensionale este de reguld egal cu rotunjirea intreagd superioard a optimului fractionar i numai
in rare cazuri este mai mare decat aceasta cu exact o unitate!

§7 Programare dinamica

In aceasta sectiune ne vom opri asupra problemei :

max p=ma, +7n,4,+..+7,4a,
(R)s la +lLa,+..+1la, <L

a,,a,,...,a, =0, intregi

incare L>1 >1,>..>[  suntintregi pozitivi.

In sectiunea precedenti, (R) a apirut ca subproblemi in rezolvarea relaxatei problemei de croire
unidimensionale prin metoda generaarii de coloane. Este clar cad eficacitatea metodei amintite
depinde de performantele algoritmilor utilizati pentru rezolvarea problemei (R).

(R) este un progam liniar in numere intregi foarte simplu, avand o singuri restrictie. in
literatura de specialitate este cunoscuta sub numele de problema rucsacului datoritd urmatoarei
interpretari:

a; este numarul pieselor de echipament de greutate /; si utilitate z; care trebuie luate intr-o
excursie intr- un rucsac ce suporti o greutate maxima L. Intrebare: ce piese de echipament trebuie
alese si in cate exemplare vor fi acestea introduse in rucsac astfel incat utilitatea incarcaturii sa fie
maxima?

Fireste, (R) poate fi rezolvata prin metodele specifice programdrii In numere intregi (plane
de sectiune, Branch & Bound etc). Faptul ca (R) are o singura restrictie permite abordarea ei prin
programare dinamicad. Mai precis, pentru fiecare k = 1,...,m si fiecare intreg A =0,1,...,L
consideram problema:

max 7,a, +7,a,+..+71.a,
R ()3 la +la,+..+la, <A

a,,a,,....a, =0, intregi



al carei optim 1l notdm cu py(A). Este clar ca R = Ry(A) si cdaximul functiei obiectiv din R este

Pm(L).
Observam ca, pentru k fixat px este o functie de o singurd variabild ale cérei valori
admisibile sunt 0,1,...,L.

Functiile p1, p2, ... , Pm-1, Pm pot fi determinate astfel:
A
o p(A)=max{zala <A} =nr, L—J L=0,1,....L (7.1)
1
e pentru k > 1 avem formula de recurenta:
A
p,(A) =max{p, ,(A-1la,)+r.a, | a, = 0,1,...,L—J} (7.2)
k

e pentru k = m este suficient s gasim numai valoarea functiei py, in L:

p, (L) =maxip, ,(L-1,a,)+7,a,| a, = 0’1""’H}

m

Relatia (7.2) arata cd functille po,...,pm1,pm  Tezultd din niste procese de optimizare
unidimensionale.

Sa presupunem cunoscute functiile pi, p2, ... , pm-1 §i valoarea pm(L) si sa notam cu a; (1)
valoarea variabilei a; care — pentru A dat — realizeazd maximul din formula de recurentd (7.2).

Pentruk=1avem a; (1) = LiJ . Atunci, o solutie optima a problemei (R) se gaseste astfel:
1

a, =a,(L)
Pentruk=m-1,...,2,1:

a; =a;(L-S,)
unde :

S, =l a;,+..+1,a,

Observatii: 1) In termenii problemei rucsacului pi(\) este valoarea maxima a unei incarcari
a rucsacului ce nu depaseste in greutate plafonul A si care este formata numai din primele k tipuri de
echipament.

2) Prin programarea dinamica rezolvarea problemei de optimizare multidimensionala (R)
este nlocuita cu o secventa de optimizari unidimensionale bazate pe formula de recurenta (7.2).

3) Ecuatia functionala (7.2), prin care functiile p;, p2, ... , Pm-1, Pm S€ deduc una din alta
formalizeaza — in cazul problemei (R) — principiul central al programarii dinamice datorat lui R.
BELLMAN : O strategie (secventiald) optima are proprietatea ca oricare ar fi starea initiala
si decizia initiala, deciziile ramase constituie o strategie optima in raport cu starea care
rezulta din prima decizie.

Demonstratia formulei (7.2)



- . g _ A R o :
Fie a, o valoare intreagd , 0 <a, < {— , datd variabilei a; . Fie (a,,a,,...,a,_,) o solutie
k

optimad a problemei R, (A1 —/,a, ). Prin urmare:
Pia(A=la)=ma +..+ 7,0,

Lha +..+1,_a, , <A-la,

Deoarece la, +..+[,_a, ,+[l,a, <A rezultd ca (a,,..,a,,,a,)este o solutie admisibild a
problemei R, (4) care da functiei obiectiv valoarea:

ma, +..+n,_a,, +r,a, =p, (A-lLa)+r.a,

In consecinta:
oDz p, (A-la)+m.a,

. _ . A | L .
si cum a, a fost arbitrar aleasa (intre 0 s1 L—J) urmeaza ca:
k

A
P (A) 2 max{p, (A —-la;,)+ ”kak| ap = 0515---J|J_J}
k
Pe de altd parte fie (aj,...,a;_;,a; ) o solutie optimd a problemei R, (A).Prin urmare:

[ [ ] L ]
pk(/l): Ta; +...+7rk_1ak_1 +7rkak

lla;+...+lk_1a,:_1 + lka]: <A

Din [jaj+..+4l,_ja,_; < A—1l.a; rezultd cd (aj,...,a;_;)este o solutie admisibild a problemei
Ri_;(A -1 ay} ) sideci:

[ ] [ [ ]
Tyag o AT @y < P (A=lay)

S aratdm ca in ultima relatie avem egalitate. Presupunind prin absurd contrariul fie (a;°,...,a;- ;)

o solutie optima a problemei R,_;(A1—[,a} ). In consecinti vom avea:
(1] (1] _ ﬂ’ Z [ ] [ ] [ ]
7Z']Cl] +...+7rk_1ak_]—pk_]( — kak)>7zla]+...+71k_]ak_1
Z]Cl;. +...+lk_1a,:'_1 <A- lka,: —> l]Cl;. +...+lk_1a,:°_] + lka,: <A
Prin urmare (a;°,...,a;.;,a; )este o solutie admisibila a problemei R, (A1) si deoarece
(1] (1] L] L] L] L ] _ 2{
T4 +...+7Z'k_]ak_1 +7Z'kak > T4 +...+7Z'k_1ak_1 +7Z'kak = pk( )

tragem concluzia cd (aj,...,a;_;,a; ) nu este solutie optima a problemei R, (1) contrar ipotezei.
In definitiv:



Tay . Axg_gag_ g = pr_(A-lay)
astfel ca:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Pr(A)=7may+. 4+ jap  +wpag = pr(A=lag )+ map <

Smax{py_;(A—lyay )+ wra, | ay :0,],..{%J}
k

Egalitatea (7.2) este demonstrata.

Exemplul 7.1 Vom aplica procedura descrisa problemei:

max p=16a; +12a, + 5a;
(R) 5a1+4a2+2a3 <1l

a;,a,,az >0 intregi

Iteratia 1 Determinam valorile functiei p; (1) = 7, LiJ =16 [%J pentru A =0,1,...,11
1
Ele sunt inscrise in tabelul 7.1

A o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11
pf) |0 0 0 0 0 16 16 16 16 16 32 32
) 10 0 O O o0 I 1 1 1 1 2 2

Tabelul 7.1

Iteratia 2 In continuare calculam valorile functiei

A
pa(2)=max{py(A~lyay )+ 75 | ay = o,z,...,H N
2

=max{p;(A—4a,)+12a, | a, :0,],...,{%J} unde A =0,1,...,11

Astfel, pentru A =0,1,2,3 p2(A) = p1(A) ; pentru A = 4,5,6,7 vom avea:

Pr(A)=max{p;(A—4a,)+12a, | a,=01y=max{p;(A), p;(A—-4)+12}
iar pentru A =8,9,10,11

pr(A)=max{p(A—4ay)+12a; | ay =012 =max{p,(A),p;(A—4)+12,p,(A—8)+ 24}

Rezultatele sunt afigate in tabelul 7.2

A o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
pp) |0 0 0 0 12 16 16 16 24 28 32 32
as» |00 0 0 1 0 0 0 2 1 0 0




Tabelul 7.2

Iteratia 3 In final vom evalua numai:

11
p3(L)=ps3(11)=max{p,y(11-2az)+5a3l a3 =0.1,..., 5=L7J}:

max{p;(11),p,(9)+5,p(7)+10,p,(5)+15,p,(3)+20,p,(1)+25} =
max{32,28+5,16 +10,0+20,0+25}=33 — a3=1

Determinarea solutiei optime ("de la sfarsit catre Tnceput")

Pasul 1 o =a}(11)=1I;
Pasul2 S, =l;a5=2-1=2 — L-S,=11-2=9 — a5=a5(9)=1;
Pasul 3 S]:l2a3+l3a;:lza3+S24'1+2:6—)L—S1:]]—6:5—)

—aj=aj(5)=1.
Solutia optima a problemei date este: a; =1,a5 =1,a3 =1 (max)p=33

§ 8. Intrebiri si probleme

1.Este cunoscut faptul ca problemele practice de optimizare de dimensiuni "mari" au o structura
"speciala". Ce inseamna aceasta structura speciald in programarea liniara?

2.Ce caracteristici are programul principal (P™) rezultat din aplicarea metodei de descompunere
Dantzig - Wolfe? Ce metoda se utilizeaza pentru rezolvarea lui?

3.Se considerd un program liniar in forma canonica de maximizare a carui multime de restrictii a
fost partitionata in doua blocuri:

Ax<b

Mx<d . .. . -
(P) 50 in notatiile matriciale ale sectiunii 3.

x>

(max)f = cx

Sa presupunem ca x si # sunt doi vectori nenegativi de dimensiuni convenabile astfel incat:
e X este solutia optimd a programului
Ax <b
P(u)sx=0
(max)f'=(c—uM )x
o Mx<d
o u(d—-Mx)=0
Sa se arate ca X este solutia optima a programului (P).

4. [3] Utilizati algoritmul de descompunere Dantzig - Wolfe la rezolvarea urmatoarelor programe
liniare custructura bloc - diagonala si restrictii de cuplare:



2x; +3x, <6 x;+3x, < 30

Sx;+ x, <5 2x;+ x, < 20

3x3+4x, 212 X3 +x,<15

X3 < 4 X3 < 10

@) x;< 3 b) x; <10

X;+4x, +5x3+2x, <7 X;+2x,+2x3 +x4 <40
x;20 j=1..4 x; 20 j=1..4

(max)f =x; +8x, +5x3 +6xy (max)f =x; +x, +2x3 +xy

In rezolvarea subproblemelor de la nivelul 1 se poate folosi metoda grafica.

5. Pentru instalatia de apa a unui imobil in constructie sunt necesare 80 de tevi de 2m, 40 de tevi de
2,50m si 30 de tevi cu lungimea de 3,50m. Aceste bucdti se taie din tevi cu lungimea de 9m.

a) Alcatuiti lista retetelor maximale de croire;

b) Scrieti un program liniar Tn numere Intregi pentru minimizarea numarului de tevi de 9m
ce vor fi taiate;

c¢) Rezolvati programul relaxat prin metoda generarii de coloane;

d) Plecand de la solutia optima fractionara construiti o solutie "buna" a problemei date;ar
putea fi optima solutia construita de dvs.?

6.Problema rucsacului. Formulare si model matematic.Descrieti algoritmul de ezolvare al problemei
rucsacului prin programare dinamica.

7. Rezolvati problemele de tip rucsac:

(max)p=5a; +12a, + 16a; b (max)p=a; +3a, +5a3 +9a,
a
2a1+4a2+5a3 <1 2a1+3a2+4a3+7a4 <10
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