CAPITOLUL 1V

ELEMENTE DE PROGRAMARE NELINIARA

§ 1.Introducere

Caracteristic unei probleme de programare liniara este faptul ca toate functiile implicate in
ea — functia obiectiv si restrictii — sunt liniare. Desi ipotezele de liniaritate au loc in numeroase
situatii practice tot atat de frecvent ale nu sunt indeplinite. De fapt, multi economisti teoreticieni au
constatat ca un anume grad de neliniaritate este regula si nu exceptia in problemele de planificare
economicd.

Existd deci o puternica motivatie economica pentru studiul problemelor de programare
neliniara a caror forma canonica de prezentare este:

Sa se determine x = (x,,x,,...,Xx,)

care minimizeaza functia obiectiv :

z=f(X,Xy5000r X, min f(x) xeR"
(P) 1 cu satisfacerea restrictiilor : S 1g2,(x0)<0 i=12,...m
g, (x,xy,..,x,)<0 i=12,...,m x20

si a conditiilor de nenegativitate :
x20,x,20,..x, 20

Daca in cazul liniar (< f'si g; sunt functii liniare) existd (cel putin) o metoda generald de
rezolvare — de exemplu metoda simplex — in cazul neliniar nu existd o asemenea metoda. Totusi
progrese substantiale au fost facute in unele cazuri speciale prin impunerea unor conditii asupra
functiilor f'si g; .Aria acestor cazuri speciale este destul de mare astfel ca nu ne vom putea opri
decat asupra unora mai relevante.

§ 2. Neliniaritatea in modelarea proceselor economice. Cateva exemple

Sa consideram problema firmei al carei obiectiv este determinarea unui program de
productie astfel Incat:

e necesarul de resurse pentru sustinerea programului sa se Incadreze in disponibile date;
e profitul total, rezultat din vdnzarea bunurilor produse sa fie maxim.

In multe situatii practice, prefurile si costurile unitare de fabricatie pot fi considerate constante
astfel ca si profiturile unitare vor fi la fel. In consecinta, in aceste cazuri functia obiectiv, care
reprezintd profitul total, va fi liniara:

S(x,%y50x,)=Px, +Pyx, +...+ P x

n-n

Xx; reprezintd cantitatea produsa si vandutd din bunul j;P; este profitul unitar corespunzator
j T€p p § S5t p p
bunului ;)



Nu intotdeauna tot ceeace se produce dintr-un bun se poate si vinde la un anumit pret. Apare asa
numita problema a elasticitatii pretului: cantitatea de marfa vanduta se afla intr-o relatie inversa cu
pretul cerut asa cum aratd curba pref — cerere (fig. 2.1a)

A profit 4
Dret
P(x)
p(x)
|
C
cost unitar de cantitate produsa
productie g si vanduta
» cerere >
X X
p(x) este pretul care permite firmei sa vanda x unitati de produs
a) b)

Figura 2.1

Daca c este costul unitar de productie, cost pe care il presupunem — pentru simplificarea expunerii —
fix, atunci profitul firmei, rezultat din producerea si vanzarea cantitdtii x este dat de functia
neliniara (vezi fig. 2.1b):

P(x) = x.p(x) — ¢(x)

Daca fiecare din produsele firmei are o asemenea functie profit, notatd Py(x;), profitul total va fi
exprimat prin functia neliniara:

SO %arx,) = 2Py (x,)

O alta sursa de neliniaritati in functia obiectiv o constituie variatia costului marginal - pentru
producerea a Inca unei unitdti dintr-un produs - in functie de nivelul productiei. Acest cost marginal
poate sa scada in unele situatii (ca urmare a trecerii la productia de serie, al acumularii experientei §i
al perfectionarii procesului de productie) iar in altele poate sa creasca (ore suplimentare,utilizarea in
regim de urgentd a unor capacitati de productie mai costisitoare pentru satisfacerea unor cereri
imediate)

Neliniaritatea poate apare si 1n restrictii intr-o manierd asemanatoare. De exemplu, daca
existd o restrictie bugetara asupra costului productiei, relatia corespunzatoare va fi cu sigurantd
neliniara in cazul in care costul marginal al productiei este variabil.

Pentru restrictiile privitoare la alte tipuri de resurse, neliniaritatea apare ori de céte ori
consumurile nu sunt direct proportionale cu nivelele de productie.

Exemplul 2.1 in problema transporturilor se urmiareste determinarea unui program pentru
transportul unui produs de la diferite surse la diversi consumatori, cunoscandu-se cantitdtile
disponibile si cererile, astfel incat costul total al transportului sa fie minim. in programarea liniara,
costul transportului unei unitati de produs de la o anumitd sursd la o anumitd destinatie a fost
considerat constant, independent de cantitatea transportatd. De multe ori se intdmpla ca la cantitati
mari sd se acorde la transport anumite reduceri; in aceste situatii, costul marginal al transportului
unei unitati suplimentare tinde sd scada si ca o consecinta costul C(x) al transportdrii cantitatii x este
dat de o functie neliniard. Sa analizdm datele din fig. 2.2 a) si b).
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Figura 2.2

Fie x cantitatea transportatd si C(x) costul transportarii cantitatii x.

e daca 0 < x <6 costul unitar de transport este de 6.5 u.m. deci
Ci(x)=6.5xum.;
e daca6 <x <15, 6 unitati vor fi transportate cu costul 6.5 u.m. per unitate iar
urmatoarele cu numai 5 u.m. per unitate astfel ca :
Cox) =6.5%x6+5.(x-6)=9+5x
e dacd 15< x< 27, 15 unitati vor fi transportate cu costul C,(15) = 84 iar urmatoarele cu
numai 4 u.m. per unitate. Costul total va fi :
Ci(x)=84+4.(x—15)=24+4.x
e dacda 27 <x <45, 27 unitati vor fi transportate cu costul C3(27) = 132 iar urmatoarele cu
3 u.m. per unitate de unde costul total:

Ca(x)=132+3.(x—-27)=51+3x
Prin urmare, costul C(x) al transportarii a x unitati este dat de functia:

6.5x 0<x<6
9+5x 6<x<15
24 +4.x 15<x<27
51+3.x 27 <x<45

Clx) =

care este neliniara dar “liniara pe portiuni”. Din fig. 4.2b) rezulta ca pantele portiunilor liniare ale
graficului functiei C(x) sunt chiar costurile marginale evidentiate in fig 4.2a).

Daca fiecare cuplu (sursd i , destinatie j ) are o functie cost similard, asa Incat costul
transportului a x; unitati de la i la j este dat de functia neliniard Cj(x;) atunci costul total este
reprezentat de functia de asemenea neliniara;

f(xlsxz ""’xn) = ZCU (xij)
i,j

Aceste consideratii nu modifica restrictiile problemei de transport care raman liniare:



=

J=
depaseste disponibilul sdu;

acoperé cererea sa.

..,m <& suma cantitatilor livrate de sursa i nu

..,n <& suma cantitatilor primite de consumatorul j

Exemplul 2.2 La terminalul unei conducte petroliere situat intr-un port sosesc vasele A,B,C
pentru a fi incarcate. Vasul A trebuie Incarcat cu 15 mii tone Tn maximum 48 de ore, vasul B trebuie
incdrcat cu 20 mii tone in maximum 60 de ore iar vasul C trebuie Incarcat cu 45 mii tone in
maximum 70 de ore. (timpii de stationare pentru incarcare se numesc timpi de stalii si sunt

prevazuti in contractul de transport; oric

e depasire a acestor timpi (contrastalii) se penalizeaza,

penalizarea depinzand de tipul navei etc) Terminalul dispune de pompe si conducte care Tnsumeaza
o capacitate de Incarcare de 1200 tone pe ora. Se pune problema de a stabili ce debit trebuie afectat
fiecarei nave astfel Incat ele sa fie incarcate in cel mai scurt timp.

Daca se noteaza cuy; , y»2 , y3 deditele repartizate vaselor A,B,C si cu x; , X , X3 numarul de
ore necesar incarcarii lor se obtine usor urmatorul program neliniar:

x,y, =15000
Yty

Xis Y

(min) f =x, +x, + x,

x,y, =20000 x;y, =45000
, +¥, <1200

x,<48,x,<60,x;, <70

>0 j=123

Eliminand y; , y2 , y3 rezultd modelul mai simplu:

15000

(min) f = x, +x, + X,

: 20000 N 45000 <1200

Xy

Xy

X, X3

X, <48,x,<60,x, <70

20,x,20,x, 20

§ 3. Dificultati cauzate de neliniaritate

Consideram problema de optimizare:

min f(x)
(P)18(x)<0 ,
x>0

, xeR"

g(x) = (g,(x),8,(x),.... g, (X))

a carei multime de solutii admisibile o notam cu A:

A:{xeR”

(P) se rescrie:

g0 g,(x)<0,g,(x)<0,...,g,(x) <0;x = 0}

Sé se determine x" €A cu proprietatea: f(x") = min{f(x),x € A}



Este cunoscut faptul ca daca (P) este un program liniar (adica f'si g;,g>,...,€n sunt functii liniare)
atunci multimea A este convexa si mai mult chiar poliedrala (intersectie finitd de semispatii).Aceste
proprietati ale multimii A plus faptul ca functia obiectiv este si ea liniard ne asigura ca:

e 0 solutie optima — dacd existd — este un punct de minim global adica:

f”<fx)  (V)xen

e cel putin o solutie este un varf al multimii A

Cum numadrul varfurilor multimii poliedrale A este finit urmeaza ca, pentru programul liniar (P),
problema determinarii unei solutii optime x din multimea, Tn general infinitd, a tuturor solutiilor
admisibile se reduce la gasirea lui x* in multimea finita a varfurilor acestei multimi.

Metoda simplex realizeaza in mod sistematic aceastda cautare oferind intr-un numar finit de pasi
(iteratii) solutia optima x .

Neliniaritatea obiectivului sau a unora dintre restrictii face ca unele din proprietatile relevate
mai sus sa dispara fapt care duce la complicarea sarcinii de determinare a optimului.

1) De la bun inceput vom sublinia faptul ca in programarea neliniara — cu cateva exceptii
— metodele de rezolvare obtin “teoretic” solutia optima ca /imita a unui sir de solutii. Astfel, un
proces concret de optimizare neliniara este finit nu datorita structurii problemei ci prin vointa
utilizatorului care limiteazd numarul pasilor in functie de o serie intreaga de factori cum ar fi :
complexitatea calcului, timpul disponibil, performantele echipamentului de calcul etc.

2) este posibil ca functia obiectiv din (P) sa aibe mai multe minime locale pe multimea
solutiilor admisibile A . Pentru exemplificare consideram problema:

min f(x,,x,) = 2x, +3x,
(P){ x7+x;>4 f=6
—_— A
x20,x,20 ‘ 6(0’2)

Figura 3.1

Multimea solutiilor admisibile A este vizualizata in fig.3.1. Evident, A nu este o multime convexa.
Punctul A(0,2) ofera obiectivului valoarea 6 care este cea mai mica valoare a functiei f pe solutiile
admisibile situate in imediata apropiere de A! Totusi A nu este solutia optima a problemei (P)
deoarece in B(2,0) f are valoarea 4 < 6. Ca si A, B minimizeaza functia obiectiv pe solutiile
admisibile “vecine” cu B dar, spre deosebire de A, B minimizeaza obiectivul pe intreaga multime A
si in consecinta reprezinta solutia optima a problemei (P). Spunem ca A si B sunt puncte de minim
local ale functiei obiectiv f, B fiind chiar un punct de minim global.

Posibilitatea existentei mai multor minime locale ale functiei obiectiv reprezintd o serioasa
dificultate in rezolvarea unui program neliniar. Intr-adevar, prin insdsi formulare, intr-o asemenea
problemad se cere determinarea minimului global al obiectivului. Or, toate metodele de optimizare



neliniard cunoscute, nu reusesc sd determine decat cel mult un minim local, neexistand garantia ca

acesta coincide cu minimul global cdutat.
Dupa cum vom vedea, daca A este convexd iar functia obiectiv este convexd si se

minimizeaza atunci aceasta are cel mult un minim local care — daca existd —este automat global !
Din fericire, marea majoritate a aplicatiilor economice au proprietatile de mai sus, fapt care
constituie un serios avantaj.

3) Chiar daca restrictiile din (P) sunt /iniare dar obiectivul ramane neliniar insa convex,
solutia optima, desi se afla pe frontiera lui A nu este neaparat varf. Consideram urmatorul exemplu:

L 'Y X '=(5/2,72)
minf(xl,xz) — (xl _%xz)z + 2()62 _4)2 fminf:f(x*):?s/z
x+x,<6 | N_ 477 .
x, —x, <1 !
21+, 2 6
—1x +x,<4 x?=(712,4)
X,Xx, 20
> i
Figura 3.2
Curbele de nivel ale functiei obiectiv patratice f sunt elipse centrate n x? = (712 , 4) care

reprezinta si punctul de minim nerestrictionat al lui f. Se poate arata, prin mijloace algebrice
elementare cd fare pe A un minim global x = (5/2 , 7/2) care nu este varf al lui A .

4) este posibil ca solutia optima sa fie situatd in interiorul multimii A . Pentru exemplificare
sa atagam restrictiilor din problema precedenta functia

S(x,x,) =(x, _2)2 +2(x, _3)2

al carei minim liber este punctul x? = (2, 3). Deoarece x? en ( s1 mai precis x? e Int (A )) acest
punct reprezinta solutia optima x .

§ 4. Clase de probleme neliniare

1) Problemele de optimizare fara restrictii au forma generala:
- . * o« e e - . .
Sa se determine x € R" care minimizeaza valoarea functiei
z=f(x,X;,.0,X,)

minimul fiind luat dupa toti x € R" in care functia f este definita.

2) Probleme de optimizare cu restrictii liniare si functie obiectiv neliniard. In aceasta
clasa un loc deosebit il ocupa problemele de programare patratica in care functia obiectiv este un
polinom de gradul doi in variabilele sale:

n
f(x,xy,...X,) =, +ch.xl. + ch;x;x_;
i=1

1<i<j<n

Importanta problemelor de programare patraticd este motivata prin:



e faptul ca modeleaza cu suficientd acuratete multe situatii practice;

e se rezolva prin metode derivate din metoda simplex intr-un numar finit de pasi;

e rezolvarea multor probleme cu restrictii liniare si functie obiectiv neliniard se poate
reduce la rezolvarea unei secvente de probleme de programare patratica ale caror functii obiectiv
aproximeaza din ce In ce mai bine obiectivul neliniar original.

3) Problemele de programare convexd se caracterizeaza prin:

e functie obiectiv convexa daca aceasta se minimizeaza (echivalent: functie obiectiv
concava daca aceasta se maximizeaza);
e restrictiile inegalitati sunt de forma g,(x)<0 1in care g; este o functie convexa

(echivalent g,(x) =0 cug; functie concava);

e eventualele restrictii egalitati sunt liniare, cerintd motivatd prin aceea ca functiile liniare
sunt singurele functii simultan convexe §i concave.

Problemele convexe au urmatoarele proprietdti fundamentale:

e multimea solutiilor admisibile este convexa;

e functia obiectiv admite cel mult un optim (minim sau maxim) /ocal; automat acesta va fi
un optim global si va reprezenta optimul problemei;

e daca optimul liber (nerestrictionat) al functiei obiectiv nu este o solutie admisibila
atunci optimul restrictionat se gaseste cu necesitate pe frontiera multimii A .

Importanta acestei clase de probleme este covdrgitoare. intr-adevar:

e programarea convexd include programarea liniara ;

e in acest domeniu a fost depus cel mai mare efort de cercetare i s-au obtinut cele mai
puternice rezultate teoretice (cum ar fi teoria dualitatii neliniare, conditiile de optimalitate Kuhn —
Tucker) si practice (metode si algoritmi de optimizare);

e intregul formalism matematic al teoriei economice moderne se bazeaza pe ipotezele de
convexitate.

4)Problemele de programare separabili se caracterizeaza prin faptul ca functia obiectiv f
ca si functiile g; din restrictii sunt separabile in sensul urmatoarei definitii:
Functia f(x,,x,,...,x,) se numeste separabild dacd ea se poate scrie ca o suma de functii,

fiecare de cate o singura variabila:
S X5 x,) = f00) + f,(6) + o+ £,(x,)

Separabilitatea este importantd prin aceea cd usureaza optimizarea. De exemplu, optimizarea unei
functii separabile fara restrictii se reduce la optimizarea independenta a termenilor!

5) Problemele de programare neconvexd reunesc toate problemele care nu satisfac
ipotezele de convexitate. Ele sunt “grele” in primul rand din cauza faptului ca au mai multe minime
locale. Dupa cum s-a mai spus, metodele actuale pot determina un asemenea optim dar nu
garanteaza ca optimul gasit este cel global. Din fericire, exista cateve tipuri de probleme neconvexe,
utile in practica, care pot fi rezolvate fard dificultati deosebite prin metode speciale. rintre aceste
tipuri, se numara problemele de programare fractionara. lata un exemplu:



) cx+c¢
min f(x) = O x=(x,,X,,., X, )ER"
dx+d,

unde se presupune ca dx+d, >0 peA ={x eR" | |4x <b , x>0},
O asemenea problema se reduce la un program liniar uzual punand:

! ‘X, t= astfelcéx=l.
dx+d, dx+d, t

Y=V Vo Vy) =

Rezulta programul liniar echivalent in n + 1 variabile y = (y1,y2,...,Vn) §1 £:

min cy + ¢t
Ay—-bt <0
dy+d,t=1
y2>20,t>20

§ 5. Multimi si functii convexe

Reamintim cd o multime C < R" se numeste convexa daca o data cu doud puncte contine si
segmentul care le uneste. Formal:

C este convexa <, (V)x,y e C,(V)Ae[0]l]= (1-)x+iyeC

Fie C o multime convexa si f o functie numerica definitd in toate punctele multimii C. Spunem ca f
este convexa daca:

VM)x,yeC, (V)1 €][0,1] avem:

S(A=Dx+y) A=) f(x)+ 4/ (¥)
Vom zice ca f'este concava daca functia opusa —f este convexa. Aceasta revine la:

SA=Dx+4y) 2 (1= 2) f(x) + 4 (¥)

Functia f se numeste strict convexa (strict concava) daca inegalititile de mai sus sunt stricte
(M)x,yeCcux=y si (V)Ae(0,]).

Exemple de functii convexe
1) Pentru functiile de o singurd variabild, convexitatea se traduce prin faptul ca graficul

“tine apa”. Dacd I este un interval deschis (deci o multime convexa din R) si f este o functie
definita pe I si care este de doua ori derivabila pe I atunci feste convexd < f"(x)>0 (V)xel.

2) Orice functie liniard de n variabile



f(x,%,y,0x,)=a,x, +a,x, +...4+a,x, +b

este simultan convexa si concava.

3) Dacd f'si g sunt functii convexe cu acelasi domeniu convex de definitie sia >0, >0
atunci combinatia o + g este deasemenea o functie convexa.

4)Sa consideram functia patraticd in n variabile:

n
(XX, 5000X,) = ijxj + Z CiXX;
j=1

1<i<j<n
definita in intreg R". Daca punem:

X1

’ .
c; = 2¢. ,i= 1,...,1’1

i

X
p=[psPrssD, s X = ? ,C:[cij],lﬁi,jﬁn,cu{ ,
: Cyp =€ =€

. 1<i<j<nm

X

n

f'se scrie condensat:
f(x)=px+1ix"Cx

Notam cd prin constructie, matricea C este simetrica.

>~

Cercetam in ce conditii f este o functie convexa. Deoarece “partea liniard” este convexa,
chestiunea se reduce la a vedea in ce conditii functia “pur patratici” ¢(x) = x’ Cx este convexi. Un
calcul direct arata ca ¢ satisface identitatea:

(A=Dx+24y) = (1= Do(x) + 2p(y) - (- De(x—y) (V)x,y e R",(V)AeR
Acum, dacd A€[0,1], identitatea precedentd echivaleaza convexitatea functiei ¢ cu conditia:
z'Cz>0 (V)zeR"

cerintad care, dupa cum este cunoscut din algebra liniara, defineste matricea C ca matrice pozitiv
semidefinita.
Cu acelasi rationament conchidem cd ¢ este strict convexd daca si numai daca matricea C este
porzitiv definita adica:

z'Cz>20 (V)zeR"s5iz'Cz=0=2z=0
Recapituland obtinem:

. e T o . o ¢ . . o
Functia patratica f(x)= px+3x Cx este convexa (strict convexd) daca si numai dacd

matricea simetrica C este pozitiv semidefinita (pozitiv definita).

Reamintim ca matricea simetricd C =[c,],1<i,j<n este pozitiv semidefinita (pozitiv definita)

daca si numai daca toti minorii care se sprijina pe diagonala principald, adica:



sunt > 0 (respectiv > 0).

6) Mai general, fie f o functie definita §i avand derivate partiale de ordinul doi in orice
punct al unei multimi convexe deschise C din R". Atunci f este convexa daca si numai daca matricea

hessiana
_|of
H(x) = { oo (x)}

este pozitiv semidefinitd, in fiecare punct x € C. Daca H|(x)este pozitiv definita in orice punct din

C, functia f este strict convexa.Intr-adevar sa fixam un x € C si un z € R" oarecare.Consideram
functia de o singura variabila:

g)=f(x+12)

definitd pentru toti # € R cu proprietatea cd x + 7z € C (acesti ¢ exista cu siguranta si deoarece C este
o multime deschisd, ei formeaza un interval deschis in R ce contine 0). Evident, functia f este
convexa dacd si numai dacd functia g este convexa, indiferent de alegerea luix € Csialuiz €
R".Casi f, g este de doua ori derivabila si

g')=z" H(x+tz)-z

Atunci, f este convexid < (V) x € C, (V) z €e R" i (V) t € R cu x + z € C,
g'"()=z" -H(x+1z)-2>0, < H(x) este pozitiv semidefiniti (V) x e C etc.

In continuare, vom justifica unele proprietati ale programelor convexe anuntate deja in
sectiunea precedenta.

Propozitie Fie g,,g,....,g, functii convexe definite in toate punctele unei multimi convexe

C < R". Atunci multimea:
A ={re(lg,(x)<0,g,(x)<0,..,g,(x) <0}

este convexa.
Demonstratie Deoarece :
A ={reClg,(x)<0}n..N {xe(lg,(x) <0}

si o intersectie de multimi convexe este inca o multime convexa, va fi suficient sa aratam ca dacd g
este o functie convexa pe C atunci multimea :

A={xe C|g(x) <0}

este convexa. Fiex,y € A si A € [0,1]; atunci g(x) <0, g(y) <0 astfel ca:



g((1=2)x+2y) < (1= Dg(x) +1g(») <0
Prin urmare (1-A)x + Ay € A..

Consecintd Multimea solutiilor admisibile ale unui program convex este o multime
convexa.

Teorema Consideram problema de optimizare convexa: min{ f'( x ) ‘x €A }incare A este
. - .o . . . . . ~ ~ ~ *
multimea convexa a solutiilor admisibile iar f este o functie convexd pe A . Daca fareinx € A un
o . . * o e o . A
minim local atunci x este un punct de minim global al functiei f pe intreg A .

Demonstratie Prin ipoteza, f'( x')<f(x)oricare ar fi x € A , suficient de aproape de x".
Presupunem prin absurd ¢i x nu este un minim global al functiei f': existd atunci x € A astfel
insﬁt** f( x**) < f( x ). Sa consideram acum un punct interior variabil pe segmentul
[x,x ]:

z=(1-)x" +1x" 1e(0))

Deoarece A este convexa, toate aceste puncte sunt in A . Functia f fiind convexa avem:

f@)= (=D + ") SA=Df () + A (x7) <
<A=Df)+ M (x) = f(x7)

Pentru A suficient de mic, z se va afla in imediata apropiere a lui x si deci, conform ipotezei, f{ z )

* A . . - . . . . * .« .
> f{ x ), in contradictie cu cele aratate mai sus. Contradictie ! Deci x este un minim global al
functiei f.

§ 6. Optimizare fara restrictii

6.1 Introducere Fie f o functie numericd de n variabile pe care, pentru simplitate, o
presupunem definitd si cu derivate partiale cel putin de ordinul doi in fiecare punct din R"
Consideram problema de optimizare fara restrictii:

(P) Sd se determine x" €R" cu proprietatea: f(x") = {inf f (x)‘x eR"}

In legatura cu aceastd problemd, analiza matematica clasicd furnizeaza urmatorul rezultat
fundamental:

Teoremi Daci x este un punct de extrem local al functiei £, atunci VAx") = 0, unde

A 61
Oox, ’ ox, " ox '

n

Vf(X){

este gradientul functiei f. Reciproc, daca x e R" este un punct in care conditia (1) are loc si in plus
matricea hessiana H(x ) este pozitiv definita, unde



o f
Ox,0x

H(x):|: :l 1<i,j<n

atunci x_ este un punct de minim local al functiei f.

Prin urmare, solutia optima a problemei (P) trebuie cautata printre solutiile sistemului de n
ecuatii n » variabile, n general neliniar:

Vf(x)zO@izo,i:Q...,i:O (6.2)
X, ox, ox,

Insa rezolvarea sistemului (6.2), cel putin in sensul uzual al termenului, este practic imposibil de
facut in cvasitotalitatea cazurilor practice. Chiar si In cazul fericit In care, prin mijloace analitice —
adicd “cu formule” — am putea gasi o solutie a sistemului (6.2) nu avem nici o garantie ca aceasta
este solutia optima a problemei (P): ea ar putea fi foarte bine un punct de maxim local sau un punct
sa sau, in cel mai bun caz, un minim local diferit de cel global! Astfel apare necesitatea considerarii
altor metode de abordare a problemei (P).

6.2 Principiul metodelor de optimizare fara restrictii /deea comuna a tuturor metodelor
de minimizare nerestrictionata (liberad) este urmatoarea:

o Se genereaza un sir de puncte x°, x', x* ... din R", numite in continuare aproximatii.
T 0 . - .7 A . . .
Punctul inifial x~ este dat, alegerea sa fiind facutd de utilizator in functie de specificul problemei

(P). O data obtinuta aproximatia x*, noua aproximatie X! se determini astfel:

. Se alege o directie de deplasare s precum si un pas al deplasdrii oy ; s* este un

vector nenul din R" — de regula ‘s" H =1; ay este un scalar pozitiv.

o Se pune:

¥=x"+a, s (6.3)

In principiu, vectorul s* este astfel ales incat
prin deplasarea din x* in directia s*, s se
obtind — cel putin 1n prima faza a deplasarii —
o descrestere a valorii functiei de minimizat f. =xt st

O dat stabilit directia de deplasare s*, pasul xg/'o

oy se alege astfel incat:

FEE < ()

v

Figura 6.1
Prin urmare:

F&> x> f(x?) > ..
Mai precis oy se gaseste prin minimizarea functiei de o singura variabila:

g(a)=f(x" +as*) a=0 (6.4)



Pentru a obtine o metoda efectiva de minimizare este necesar s se precizeze:

. modul de alegere a directiei de deplasare sk, k=0,12,...;

. modul de alegere a pasului oy altfel spus, modul in care se executd minimizarea functiei
unidimensionale g(a) din (6.4);

. procedeul de oprire a procesului iterativ.

Decisiva in diferentierea metodelor concrete atdit in ceea ce fundamentul teoretic cét si
performantele numerice este prima chestiune, legata de alegerea directiei de deplasare.

Este foarte important de retinut cd dacd functia de minimizat nu are proprietati aditionale
“bune”, cum ar fi aceea de a fi convexa, rezultatul aplicarii acestor metode se materializeaza in cel
mai bun caz, intr-un minim local — de reguld cel mai apropiat de punctul initial x°. Tn practica,
pentru a obtine toate minimele locale si Tn particular minimul global, se procedeaza la repetarea
minimizarii din mai multe puncte initiale, judicios alese.

Marea majoritate a metodelor de minimizare nerestrictionatd presupun diferentiabilitatea
functiei obiectiv ; existd totusi si scheme de minimizare pentru functii nediferentiabile!

6.3 Gradientul unei functii. Proprietiti In ipotezele si notatiile precedente, o
hipersuprafatd de nivel a functiei f este multimea punctelor x = (x,,x,,...,x, ) € R" care satisfac o

ecuatie de forma: f{ x ) = C, unde C este o constanti. In cazul a doud (respectiv trei) variabile vom
vorbi despre curbe (respectiv,suprafete) de nivel. Astfel pentru functiile:

a)f(x;,x,)=2x+3x,;0)f(x,,x,) =—4x, +2x, +x12 +x22
C)f(xuxz):Zx] —16)(,‘2 +x12 +4X22

curbele de nivel sunt: a) drepte paralele; b) cercuri concentrice; c¢) elipse concentrice (vezi fig.
6.2)

Gradientul functiei f'este vectorul:

V/ ()= F z 1}

, yeers
ox, Ox,  Ox,
Acesta are urmatoarele proprietati:

A . * .. * . n
In orice punct de extrem local x al functiei favem Vf{x ) = 0; reciproca nu este in general
adevarata.

Fie X € R"un punct in care Vf(X)# 0.Atunci s =—-Vf(X)este directia de deplasare din
X corespunzatoare celei mai rapide descresteri afunctiei f. Analog, Vf(x)este directia celei mai
rapide cresteri.

Intr-adevar, sa consideram o directie oarecare § = (Sl,Sz,---S,,) eR",s#0 si functia :
gla)=f(x+as) a=0

care indica variatia functiei f pe directia de deplasare s din X .
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Figura 6.2

Dupa cum se stie, variatia (adica cresterea sau descresterea) potentiala sau incipientd a
functiei f pe directia s plecand din X, este data de derivata g'(0).

In general:
. n af _ _
g'(a) =Zsl. -a—(x+0cs) =s5-Vf(x +as)
i=1 x,‘

astfel ca:
g'(0)=s-Vf(x)

Din inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:
s @< s @ & sl 77 @) < £'0) < - [vr )
A

rezultd ca g'(0) are cea mai mica valoare pentru
s =—Vf(Xx) si cea mai mare pentru s = Vf(X).

x
Daca Vf'(x) # 0, atunci acest vector _
este perpendicular pe hipersuprafata de nivel VI (x) 3
f(x)= f(X) ce trece prin X 9vezi fig. 4.8 f)=1()
Figura 6.3
Exemplul 6.1 Consideram functia patratica: f(x,,x,)=16x] +(x, —4)°

Curbele sale de nivel sunt elipse cu centrul in punctul x” = (0,4) care reprezinti si punctulde minim
global al functiei.Gradientul lui f:

Vf(x,,x,)=[32x,,2x, —8§]



in punctul x = (1,1) este nenul: Vf(x)= (32,-6). Cea mai rapida descrestere a functiei f plecand din
x are loc pe directia s = —Vf(x)=(-32,6) — vezi fig. 6.4

Atentie: pe directia celei mai rapide descresteri, functia nu descreste neincetat! Pentru ilustrare, in
exemplul de mai sus, sd consideram un punct variabil pe directia celei mai rapide descresteri din
x=(1,1):

x(a)=x—-aVf(x)=(11)—-a(32,-6)=(1-32a,1+6a) a=0
Pe aceasta directie, comportarea functiei f este descrisd de functia:

g(a) = f(x(a)) =16(1-32a)* + (6a—3)* =16420a> —10600 + 25

a carei variatie este aratata in fig.6.5

X2

Curba de nivel

S =f(x)=25

25

x(@) =x —aVf(x)

7.893

=|

X1

oy =0.032

Figura 6.4 Figura 6.5

Se observa ca atunci cand o creste de la 0 la 0.032 (= punctul in care g(a) are valoarea minima),
functia g si deci si functia f scad de la valoarea 25 la valoarea 7.893 dupa care incep din nou sa
creasca!

6.4 Criterii de oprire ale procesului iterativ de minimizare 1) Deoarece intr-un punct de
P * .« . . A A
minim local avem Vf{x ) = 0, procesul de minimizare se poate opri In momentul in care:

a) o (x")<e i=12,..n
OX;
sau:
lor o
b);{&i (x )} <e

- .. . _5
unde € este un numar pozitiv foarte mic, ca de exemplu e =107

3) De multe ori este preferabil sa oprim procesul iterativ in momentul in care variatia
functiei obiectiv in doud aproximatii succesive nu depaseste o toleranta data:



fEH =G <e

3) Se poate intdmpla ca, din cauza unei nefericite alegeri a aproximatiei initiale x° sau a
structurii functiei de minimizat, procesul iterativ, desi convergent, sa fie foarte lent. In asemenea
situatii, timpul de calcul poate atinge valori nepermis de mari. Vom evita acest inconvenient
limitand din start numarul iteratiilor posibil de efectuat.

6.5 Minimizarea unei functii de o singuri variabili In sectiunea introductivi am vazut ci
toate metodele de minimizare nerestrictionatd a unei functii f de mai multe variabile necesita
minimizarea unei functii g(o) de o singura variabila.Deoarece minimizarea unidimensionala se
efectueaza la fiecare iteratie a procesului de minimizare multidimensionala este clar ca eficacitatea
procesului multidimensional depinde de calitétile procesului unidimensional.

2 . . A . . .. * .« .
In continuare vom presupune ca in prealabil am localizat un punct de minim x al functiei g
intr-un interval (a,b) suficient de mic.

In general, metodele de minimizare unidimensionald se bazeaza pe una din urmatoarele idei:

e Se aproximeaza functia g pe intervalul (a,b) printr-un polinom de interpolare de grad doi
sau trei al carui punct de minim din (a,b) se determind usor pe baza unei formule. Punctul de minim
astfel calculat se considera a fi o buna aproximare a punctului de minim x cautat.

Constructia polinomului de interpolare se poate face folosind:

e numai evaluari ale functiei g (in cateva puncte);
e cvaludri atat ale functiei g cét si ale derivatei sale.

De exemplu:
e putem construi un polinom de interpolare de gradul #rei utilizand valorile functiei
g si ale derivatei sale g’ in punctele a si b ce “marginesc” punctul de minim cautat.

e putem construi un polinom de interpolare de gradul doi utilizdnd valorile functiei
ginasi b precum si intr-un al treilea punct ce (a,b) —de obicei seia c =1 (a+b).

e Se micsoreaza progresiv intervalul (a,0) la un interval (a,b) care de asemenea contine pe
* . - . . . . - .
X i a carui lungime este inferioard unei tolerante date:

b—a<e cue>0 numar foarte mic.

. . — . —_ 7 . o X A -
Atunci orice punct x din (a,b) aproximeazad x cu toleranta € in sensul ca:

<é&

— *
‘x—x

Micsorarea intervalului (a,b) se face cu ajutorul evaludrii functiei g si/sau ale derivatei sale intr-un
numar de puncte din interiorul lui (a,b). Cele mai cunoscute metode de acest fel sunt metoda
bisectiei succesive, metoda sectiunii de aur $i metoda Fibonacci.

In figura 6.6 este prezentati schema logicd a metodei bisectiei succesive ; justificarea metodei
rezultd imediat din situatiile ilustrate in figurile 6.7a) s1 6.7b).

Pentru a intelege modul de actiune al metodelor bazate exclusiv pe evaluarea functiei de
minimizat in diferite puncte sunt necesare cateva pregatiri.
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Initializare: a = ab =b

v

x=Lt@+b)

Calculeaza g'(x)

-

]
=1
o
Sl

Figura 6.7 a)
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=
=1
S|

Figura 6.7 b)

Figura 6.6

Deoarece in intervalul de localizare (a,b) am presupus ca f are un unic punct de minim x*
(vezi fig. 6.8) urmeaza ca oricare ar fi x; < x; din (a,b) :

f(x)> f(x,) dacd x,<x,<x
s
f(x)< f(x,) dacd x <x, <x,

Alegem doua puncte xs si xp in (a,b)
astfel incat xs < xp pe care le vom
numi puncte interioare. Daca

f(xg) < f(x,),atunci cu necesitate

v

* A .
x se va afla In intervalul (a,xp). a x b

Figura 6.8



Daca din contrd, f(x;)> f(x,), atunci cu sigurantd x va fi in (xs,b).Cele doud situatii sunt
ilustrate 1n figurile 6.9a) si 6.9Db).

A A

|
|

Figura 6.9a) Figura 6.9b)

Observam ca noul interval mai mic contine cu necesitate unul din punctele interioare alese. Daca in
noul interval mai mic alegem inca un punct interior putem repeta consideratiile precedente.

Metodele de minimizare unidimensionala bazate pe evaluari multiple se diferentiaza prin
modul de alegere a celor doua puncte interioare xs i Xp.

Vom descrie in continuare metoda sectiunii de aur. Fie r = % =0.618034.

START. Initializdm:

e extremititile intervalului curent (z,b) care contine punctul de minim x cautat:
ad<a b<«b
e punctele interioare:

Xg<a+r’-h x,=a<r-h unde: h<«b-a
Evaluam functia fin xs si xp.
Continutul unei iteratii:

Pasul 1. Se compara f(xg) cu f(x,). Daca:

e f(x;)< f(x,) semerge lapasul 2.

e f(xg)> f(x,) se merge la pasul 3.
Pasul 2. (x* se afld 1n intervalul (a,x, ) si tot aici se gaseste $i xs)
Actualizam: B 3

b<x, ; h«b-a

Daca / < € se merge la pasul 4. Altminteri, actualizam:



X, Xy 3 Xg4—a+r’-h
Evaluam fin (noul) xs. Ne Intoarcem la pasul 1 in cadrul unei noi iteratii.

Pasul 3. (x" se afla in intervalul (xg ,b) si tot aici se gaseste si xp)
Actualizam:
a<xg ; h<b-a

Daca h < € se merge la pasul 4. Altminteri, actualizam:
Xg X, 5 Xp<a+r-h
Evaluam f'in (noul) xp. Ne intoarcem la pasul 1 in cadrul unei noi iteratii.

Pasul 4. x* ~ a ;b .

6.6 Schema logica de principiu a metodelor de optimizare nerestrictionata

Consideratiile precedente conduc la schema logicd de principiu din fig. 6.10. Elementele esentiale
ale blocurilor P (alegerea Pasului deplasarii) si O (Oprirea procesului iterativ) au fost deja discutate
in sectiunile 6.4 si 6.5.In ceea ce priveste blocul D (alegerea Directiei de deplasare) acesta difera de
la metoda la metoda. Cea mai simpld metoda de minimizare nerestrictionata, datoratd lui Cauchy va
fi prezentata in continuare.

6.7 Metoda gradientului (Cauchy)

La fiecare iteratie a algoritmului din fig.6.10 directia de deplasare este datd de relatia:

sk =—Vf(xk)

cu conditia ca Vf(xk) # 0.

Aceastd optiune se bazeaza pe faptul ca —Vf( xk ) este directia celei mai rapide descresteri din X",

Caracteristic acestei metode este faptul cd doud directii de deplasare consecutive sunt

. A - - 1. . Kk . . - .. o
perpendiculare! Intr-adevar, data directia s°, lungimea pasului oy al deplasarii se afla, asa cum s-a
mai spus, minimizand functia unidimensionala:

gl@)=f(x" +as*) , a=0
Prin urmare g'(a,)=0.Am vizut ci: g'(a)=s"-Vf(x" + as")- a se revedea sectiunea 6.3! — asa
incat:
ga)=0s" VI +a,s")=0=5" VI =0 s" s =0
Pentru functiile “sferice” de forma:

n n

- 2 _ 2 .-

Jf(x,xy,00X,)=Cy + E c.x; + E X, =c, +cx+||x|| c=(c¢,CyyeesC,)
i=1 i=1



START

Se introduc datele problemei de
minimizare: functia f, aproxima-
tia x” de start,parametrii criteriilor
de oprire(nr. maxim de iteratii,
precizia calculului

k=k+1

A 4
BLOCUL D: Se determina directia s de
deplasare din aproximatia curenta x*

\4
BLOCUL P Se alege pasul deplasarii oy
prin minimizarea functiei unidimensionale
g(a) = f(x* + as®) , a >0

|

Se calculeaza noua aproximatie:

k+1 k k
X =X T oyS

BLOCUL O
Sunt verificate criteriile de
oprire ale procesului de calcul?

NU

Se cerceteaza daca ultima aproximatie
calculata poate constitui o aproximare
acceptabila pentru solutia problemei

de minimizare

Figura 6.10



metoda gradientului ofera punctul de minim (global) intr-o singurd iteratie, indiferent de
aproximatia initiala x (vezi fig. 6.11a) Pentru orice altd functie sirul de aproximatii:

x",x", x*,.... pentru care f(x°) > f(x") > f(x*) >...

conduce in general la un optim local.

Principalul neajuns al metodei gradientului constd in faptul cd pasii succesivi sunt
perpendiculari fapt care, in cazul anumitor functii, conduce la o convergenta foarte lentd. Mai
precis, daca hipersuprafetele de nivel au o oarecare “excentricitate” zig — zagul procesului iterativ
amendeazd convergenta,deoarece In acest caz directia gradientului este mult diferitd de directia
catre minim (vezi fig. 6.11b)

Exista scheme de minimizare mult mai eficiente dintre care cea mai puternica pare a fi
metoda Davidon — Fletcher — Powell [3]. In principiu,aceste metode garanteazi obtinerea
minimului unei functii patratice de n variabile in cel mult n pasi.

Exemplu numeric Vom efectua céteva iteratii pentru cdutarea minimului functiei:
F(x,%,) =—x, +x0 —2X,X, +2x5
1>7%2 2 1 12 2

cu metoda gradientului. Punctul de plecare x°=(1,1)

Gradientul functiei:

of of

6_x1’6x2

Vf{ }:[2x1—2x2,—1—2x1+4x2]

Iteratia 1
. VEx%) =0,1]
. 8" =-Vf(x’) = [0,-1]
cx(a)=x"+as’ =[1,1]+af[0,-1]=[1,1 -a], o >0
. g(o) = f(x(a)) = 20 - o are un minim in o = %
. x'=x(1/4) =[1,3/4]

Iteratia 2 A
. Vix") =[1/2,0]
st =-Vfx") =[-1/2,0] X0
cx(o)=x' + as' =[1,3/4] + a[-1/2,0] = [1 - 0/2,3/4] , a. > R
. g(a) = f(x() = Lo’ =L -1 are un minim in a; = % O{g%x
. x> =x(1/2) =[3/4,3/4] Xe
Iteratia 3 >
2N _
- VEx) =[0,1/2] Figura 6.12

. 8% =-Vf(x*) =[0,-1/2]
. x(o)= x> + as? = [3/4,3/4] + a[0,-12] =[3,3-La],a>0

40472
. g(a) = f(x()) = Lo’ —La —2 are un minim in o, = 1/4
. x> =x(1/4) = [3/4,5/8]

La iteratia 4 se obtine [5/8,5/8] s.a.m.d. Functia dati este convexi (exercitiu!) avand un minim in x"
= [1/2,1/2]. in figura 6.12 se poate constata apropierea “in zig — zag” a punctelor x° , x' , x° ... de
X .



Curbe de nivel PO N
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a) Cazul functiilor sferice b) Cazul functiilor nesferice

Figura 6.11

§ 7. Optimizarea neliniara fara restrictii. Cazul convex
Reludm problema de optimizare generald sub forma:
(P) Si se determine x € A — R" cu proprietatea: f(x*) =1inf {f(x), xe A}

unde A ,numitd si multimea solutiilor admisibile ale problemei (P) este definitd de o multime de

restrictii:
gi(x) <0 ieM={12..m}

Pentru simplificarea expunerii, eventualele conditii de nenegativitate x; > 0 au fost incluse in blocul

restrictiilor sub forma: -x; <0.
Presupunem ca functiile f si g , g ,..., gn sunt definite in intreg spatiul R", sunt convexe si

diferentiabile si cel putin una dintre ele este neliniara, altminteri (P) ar fi un program liniar.Astfel,
(P) este o problema de programare convexa.
Reamintim ca in acest context:

e A este o multime convexa si inchisa;
e orice minim local al functiei f pe multimea A este un minim global.
(vezi sectiunea 5)

Metodele de optimizare cu restrictii se impart in trei categorii:

1) Metode bazate pe adaptarea schemei generale de optimizare nerestrictionatd la cazul
prezentei restrictiilor; aceste metode poarta numele generic de metode de gradient.

2) Metode bazate pe utilizarea functiilor de penalizare : rezolvarea problemei (P) se reduce
la o suita (teoretic infinitd) de optimizari nerestrictionate.

3) Metode bazate pe plane de sectiune; in principiu,aceste metode "aproximeaza" A printr-
o multime poliedrala adicd printr-o multime ce poate fi descrisa printr-un sistem de inegalitati
liniare; rezolvarea problemei (P) se reduce la o secventd (infinitd) de optimizari liniare efectuate
cu ajutorul algoritmului simplex.



7.1 Principiul metodelor de gradient

Aplicarea schemei generale de minimizare nerestrictionatd trebuie sa tina seama de urmdtoarele
aspecte:

Figura 7.1

e de reguld solutia optima x" a problemei (P) se gaseste pe frontiera lui A , adica satisface
cu egalitate cel putin una din restrictiile g;(x) <0, ie M.

e chiar dac se pleacd de la un punct initial x” situat in interiorul lui A (< gi(x) < 0,i € M)
se ajunge relativ repede la un punct x* situat chiar pe frontier altfel spus care satisface cu egalitate
o parte din restritiile problemei (P):

g,-(xk) =0,ielcM

Intr-o atare situatie, directia celei mai rapide descresteri -Vf(x*) s-ar putea sa nu mai fie admisibila
adica:

x(a):xk —an(xk) gA (V)a>0
(vezi fig. 7.1)

Introducem urmatoarea terminologie:

e o directie s (s € R", s # 0) se va numi admisibila relativ la punctul curent X1 dacd o
deplasare suficient de mica din x* pe directia s ne mentine in A ;

e directia s se va numi utilizabila dacd deplasarea din X pe directia s duce la scaderea
valorii functiei obiectiv.

Se poate ardta ca o directie s este admisibila si utilizabila relativ la punctul curent x* daci si numai
daca s satisface conditiile:

S-Vgl-(xk)<0 iel

(7.1)
s-Vi(x*)<0

O dati stabilita directia de deplasare s* din x* - directie care verifica conditiile (7.1) - pasul oy se
alege astfel incat noua aproximatie :

+
=X+ aksk



sa aibe proprietatile: H(y)

FMea(egar)<0,ieM) si ) <fix)

M
Cu acest amendament - legat de modul de alegere a
directiei de deplasare - schema generald de 4
minimizare nerestrictionatd functioneaza si in cazul .

Figura 7.2

prezentei restrictiilor.

7.2 Principiul metodelor bazate pe functii de penalizare
In esenta, aceste metode incorporeaza restrictiile problemei (PO in functia obiectiv prin intermediul

unei functii care penalizeaza nerespectarea lor.
Pentru ilustrare sa considerdm functia:

0 daca y<0
U(y)= unde M >> 0
M daca y >0

al carei grafic este dat in fig 7.2. Considerdm problema de minimizare fara restrictii:

infF(x)=f(x)+ ¥ u(g;(x))

(P') ieM
x eR"
Evident:
w(y)
0 daca y <0
p(y)=9 ,
y* daca y>0
Y
1 | 4
Figura 7.3
x)dacax €A
ria) |7
M dacax ¢ A

In consecintd,orice procedeu de minimizare a functiei F se va orienta citre punctele multimii A si
deci va minimiza functia originala f. Dificultatea majora rezida in faptul ca functia de penalizare p
are o discontinuitate in O care atrage dupa sine discontinuitatea functiei F pe frontiera lui A ! Cum
de reguld punctul de optim X se afld pe frontierd, metodele de minimizare bazate pe gradient nu
sunt aplicabile deoarece gradientul functiei F nu este definit pe frontiera lui A .

Totusi ideea de a adduga un termen la expresia functiei f care s penalizeze o eventuala
"iesire" din A si de a minimiza "liber" functia rezultata poate fi salvata utilizand in locul functiei p o
functie mai putin "rigidd" care sa aibe proprietdtile de regularitate (continuitate, diferentiabilitate)
reclamate de utilizarea metodelor de gradient. Un exemplu ar putea fi functia:

cu ajutorul cdreia construim problema de minimizare fara restrictii



infF(x)=f(x)+ ¥ o(g:(x))
(P') ieM
x eR"

Acum,penalizarea pentru iesirea Tn afara multimii A nu mai este "infinitd" astfel ca solutia
optima a problemei (P') ar putea sa nu fie in A , altfel spus ar putea incalca unele restrictii.Pentru a
diminua aceste Incdlcari amplificam efectul penalizarii inmultind termenul de penalizare cu o
constanta r > 0 suficient de mare. (P') devine:

nfF(x)=f(x)+r 2 ¢(g;(x))
(P”) ieM

x eR"

Introducerea multiplicatorului r mareste excentricitatea hipersuprafetelor de nivel ale
functiei F; or, este stiut cd excentricitatea pronuntata influenteaza negativ viteza de convergentd a
tuturor algoritmilor de minimizare nerestrictionata.

Dificultitile semnalate au condus la urmitoarea schema de lucru. in locul rezolvarii unei singure
probleme de minimizare fard restrictii se va rezolva o secventd de asemenea probleme. Concret, se
incepe rezolvarea problemei (P") cu o constanti ro nu prea mare; fie x° solutia optima. Dacid x° ¢ A
se reia (P") cu un multiplicator r; > o utilizdnd x° ca aproximatie initiald. Fie x' noua solutie
optima. Daca nici x! ¢ A schimbam 1] cu 12> 1) etc. Se poate ardta cd dacd ry — oo atunci sirul x° , x!
, X* ...converge citre solutia optima a problemei cu restrictii (P).

Sa observam ca solutiile intermediare x’ , x! , x> ... nu sunt admisibile si din acest punct de

vedere metoda descrisd seamdnd cu algoritmul simplex dual din programarea liniara. Acest fapt
poate fi un serios dezavantaj deoarece daca pentru anumite restrictii nu sunt permise nici cele mai
mici Incalcdri atunci nici o solutie intermediara nu poate fi retinutd in caz de oprire a procesului
iterativ.

§8 Conditiile de optimalitate Kuhn - Tucker in programarea convexa
8.1 Formularea conditiilor

Consideram un program convex (P) pe care il presupunem adus la urmatoarea forma zisa
canonica:

(~ Si se determine x_ € R" cu proprietatea:

f(x") = min f(x)
(P) < minimul fiind luat dupa toti x € R" care satisfac restrictiile:
gi(x)<0 1=1,.,m

si conditiile de nenegativitate:

~ x20<x;20 j=1,.,n

Pentru simplitatea expunerii vom presupune ca functiile convexe f'si g; , g ,..., gn sunt definite si
diferentiabile in intreg spatiul R".



Asociem fiecarei restrictii gi(x) < 0 o variabild nenegativa u; si construim functia:
m
L(x,u) =L(xy,...,x,;u;,....u,, )= f(x)+ 2u;g;(x)
i=1

Functia L se numeste lagrangianul problemei (P) iar u; , ... ,u, se numesc multiplicatori
Lagrange. Se observa imediat ca pentru xeR" fixat L este o functie liniara in u; ,..., u, iar pentru u
> ( fixat in R™, L este o functie convexa si diferentiabila.

Vom presupune indeplinitd urmatoarea conditie, numitd conditia de regularitate Slater:

Existd X e R" cu proprietatea ca g;(Xx)<0 i=1,...m si X;>0 j=1..,n altfel spus,
multimea solutiilor admisibile A = { xeR"| gi(x) <0, x > 0} are interiorul relativ nevid.
Cu aceste pregatiri putem enunta urmatoarea:

Teoremi (Kuhn - Tucker) Conditia necesari si suficientd ca x €R" si fie o solutie optima
a problemei (P) este sa existe u eR™ astfel incat cuplul (x ,u’) sa verifice relatiile:

JL oL

—2>0 (I; ——=0 (I

o 20 (1) g S0 ()

JL oL i=1..m

—=<0 (2 =0 (2! .

é’ui ( 1) U; é’ui ( z) i =1,...n
x>0 (3 w=>20 (3)

Conditiile incadrate sunt cunoscute sub numele de conditiile de optimalitate Kuhn - Tucker.

Desi este un rezultat de facturd pur teoreticd, teorema de mai sus este la baza multor
algoritmi eficienti de rezolvare a programelor neliniare convexe cum sunt, de exemplu, cei utilizati
in programarea patratica.

Observatie : Conditia de regularitate Slater intervine in probarea suficientei conditiilor de
optimalitate K- T. Ea nu mai este necesara in cazul in care restrictiile programului (P) sunt liniare.

Exemplul 8.1 Consideram programul neliniar patratic:

max 2x; + x, —x12

A
< | _
(P) x1+x2 _3 Ei ‘:_____f(X) fmm
3)C1_2XZ <6 '.‘: ,:
x;20,x,20 "u; ,II, ----- f(x) = -

a carui forma canonica este:

(min)f =—2x; —x, +x12
X;+x,—-3<0
3x;=2x,-6<0
x;20,x,20

(P)

Figura 8.1

Fig. 8.1 confirma faptul ca (P) este un program convex: multimea solutiilor admisibile este
convexad, chiar poliedrald fiind definitd prin inecuatii liniare iar curbele de nivel f(x) = c(onstant)
sunt parabole cu axa de simetrie comuna x = 1. Desenul sugereazi ca solutia optima x_ satisface cu
egalitate restrictia x; + X» < 3 i cu inegalitate strictd cealaltd restrictie si conditiile de



nenegativitate.Aceste concluzii "calitative" si conditiile de optimalitate K - T ne vor permite sa
determindm punctul x .
Asociem celor doua restrictii variabilele nenegative u; si uy si construim lagrangianul:

L=-2x;-x0+ x12 +u(x] + X2 - 3) + u(3x; - 2x3 - 6)

Scriem conditiile de optimalitate K - T:

L
206 2+2x;+u;+3u, 20(11) |x =06 x;(—2+2x;+u; +3u,)=0(1!")
X; X
oL oL
>0 —I+u;—2u,20(12) |x, =0 Xy(—1+u; —2u,)=0(12")
Ix, ax,
oL oL
—=< 0 x;+x,-32<0(21) u; =06 u(x;+x,-3)=0(21)
Ju, du,
L oL
S0 3x;-2x,-6<0(22) u, =0 u,(3x;-2x,-6)=0(22")
u, u,
X;,x,20 (3) uu, 20 (3")

Reamintim interpretarea acestor conditii: x* = (x7,x5 ) este solutia optima a programului (P) daca

si numai daca exista u® = (uj,u5 ) astfel incat cuplul (x°,u* )sa satisfaca relatiile mai sus scrise.
Deoarece la optim avem: x; > 0, x, > 0 si 3x; - 2X; < 6 din relatiile (1.1') , (1.2") si (2.2') obtinem:
2+2x;+u +3u; =0, -1 +u; -2u; =0 siu; =0 care impreuna cu x; + X, = 3 constituie un
sistem de patru ecuatii cu patru variabile X, , X, , u; , up. Rezulta usor:

x*=(4,3) , u®=(10) deunde (min)f = -1

8.2 Conditiile Kuhn - Tucker in programarea liniara

Evident, orice program liniar este un program convex si ca urmare teorema de optimalitate
Kuhn - Tucker functioneazd si pentru programele liniare. Dupa cum vom vedea , in acest caz
teorema amintitd se suprapune peste un rezultat fundamental al dualitétii liniare.

Sa consideram un program liniar in forma canonica de maximizare (in notatiile uzuale):
n .
]_Z]aijxj <b, i=1..m e <h
(P)yx;20 j=1..n & x>0

(max)f = cx

(max)f = i C;X;
j=1

Rescriem (P) In forma canonica in care am studiat programele convexe si asociem celor m restrictii
variabilele u; , us,..., U

n
Yagx;—b<0—>u i=1..m
A : Ax—b<0—>u=(uy,..,u,)

x: 20 S ax 20

j
(min)— f = — ilcjxj (min)— f = —cx

j=




Lagrangianul problemei (P) are expresia:

n m n m n m
L(xy,...,x,;uy,....u,)= —Z]cjxj + .Z]u,-(zja,-jxj -b;)= —.Z]u,-b,- + Z](Z]uiaij —cj)x; &

L(x,u)=—-cx+u(Ax—>b)=—-ub+(ud—c)x

Conditiile de optimalitate K - T:

oL m oL m
0o Sua,—c; 20 (1) |x, =06 (Suay—c)x, =0 (I
ox, E]u,al] ¢ (1;) |x; ox, (E]u,ay cj)x; (1)
oL n oL n
i J= i J=
x, 20 (3) w>0 (3)

se interpreteaza astfel:

x* =(x7,x5,...,x,) € R" este o solutie optimd a programului (P) dacd si numai daca existd

u® =(uj,u5,...,u, ) € R" astfel incat cuplul (x*,u" ) sé verifice relatiile mai sus scrise.

Observam ca relatiile (2;) 1= 1,...,m si (3) definesc X ca solutie admisibila a problemei (P) in timp
ce relatiile (1;) j=1,...,n 51 (3') definesc u ca solutie admisibild a problemei duale:

m
ua;=>c;, j=1,.,n
E} iy =cjJ ud>c

(OQ)u; 20 i=1,..m = u>0
(min)g = ub

(minjg = Y ub
i=1

Obtinem urmatoarea reformulare a relatiilor K - T:

Conditia necesara si suficientd ca solutia admisibild x* = (x7,x5,...,x, ) a problemei (P) si

fie o solutie optima este s existe o solutie admisibild u* = (uj,u3,...,u,, ) a problemei duale (Q)
astfel incat cuplul (x",u") sd verifice relatiile:

m
(Z]uiaij—cj)xJ-:O j=1,..n < (uA-c)x=10
1=

ui(ia,-jxj—bl-)=0 i=1...m & u(Ax—-b)=0
j=1

Am regasit teorema ecarturilor complementare din teoria dualitatii liniare.



8.3 Conditiile de optimalitate Kuhn - Tucker in programarea patratica

Consideram problema de programare patratica:

(min) f = px +§xTCx

(P)y Ax<b
x=>0
in care:
Xg Ci1 €12t Cp
X2 Crp €2 0 CO) . . .
p=[pr.p2.sPp] x=| | C= " = matrice simetrica
Xy Cnl  Cn2 Cun
ap;p 4ap A by
a a a b
A= 21 22 2n b= 2
Api Ay " Ay bm

Vom presupune ca matricea C este pozitiv semidefinita ; stim atunci ca functia patratica f este
convexa si ca urmare, programul (P) este convex.

Asociem blocului de restrictii Ax - b < b vectorul (linie) de multiplicatori Lagrange
u = [uy,uy,...,uny] $i construim lagrangianul problemei (P):

L(x,u):px+§xTCx+u(Ax—b)

In scriere matriciala, conditiile de optimalitate K - T pentru programul (P) arata astfel:

VLI20p+x' C+ud>0 (1) | (VL) x=0=(p+x'C+ud)x=0 (I')
V,L<0< Ax—b<0 (2) u-(V,L)=0<=u(Ax-b)=0 (2')
x>0 (3 u20__ (3)

Transformam inegalitatile (1) si (2) in egalitati introducand vectorii de variabile de abatere:

VI
v:[vj,vz,...,vn]:p+xTC+uAZO sl y= y,2 =b-—Ax =20
def def
Ym
Atunci:
xTC+uA—v=—p si Ax+ty =b
Se vede usor ca:
(') & vx=0 & vx;=0 j=1..n

(2') & uy=0 < wy, =0 i=1..m

Cu aceste pregdtiri putem formula urmatoarea interpretare a relatiilor K - T:



Conditia necesard si suficienta pentru ca x € R" sa rezolve programul patratic (P) este sa
existe u* e R",v* eR",y* e R™ astfel incat (x°*,u’,v°®,y" ) sa verifice relatiile:

n m
{XTC+uA—v =-p 4 < k:] / - ’
k=1

x20,u20,v20,y20 < x20,u;20,v;20,y,20

vx=0 ; uy=0 (5) & vx=0 j=1..n; uy;=0 i=1..m

Se observa ca (4) este un sistem liniar cu m + n ecuatii si 2m + 2n variabile. In concluzie:

Rezolvarea programului patratic (P) s-a redus la determinarea unei solutii admisibile (adica
nenegative) a sistemului liniar (4) care s verifice relatiile de complementaritate (5).

In principiu, aceasta se poate face cu ajutorul algoritmului simplex in felul urmator:
e se inmultesc cu -1 acele egalitati din (4) ai caror termeni liberi sunt < 0;

e daca, dupa efectuarea operatiei precedente, matricea sistemului (4) nu contine o
submatrice unitate de ordinul m + n, ea se completeazd cu coloanele care lipsesc adaugand - acolo
unde este cazul - variabile artificiale nenegative.Astfel, sistemul (4) devine:

x"C+ud—v + 2! =-p

Ax +y +z2=b

unde:

2 =(zl,25,..21 )20 cu zj =0 daca p; 20 i z2 = >0cu z; =0daca b; >0

e serezolva programul liniar:
xIC+ud—v +z =-p
Ax +y +z2 = b

xZO,uZO,vZO,yZO,z] 20,22 >0

J=1

- I, 2
(min)w= 3 z; + 2.z
i=1

cu ajutorul algoritmului simplex, modificat cu urmatoarea reguld suplimentard care se referd la
criteriul de intrare in baza:

La fiecare iteratie, noua variabild bazica va fi astfel aleasa Tncat:
e variabilele v; 51 x; sd nu fie simultan bazice j=1,...,n;
e variabilele u; si y; sa nu fie simultan bazice i=1,...,m.



La start se va pleca cu solutia:

x=0,u=20
pjdaca p; 20 b; daca b, >0
V., = , yl=

/ 0 daca b, <0 >z’ = b,

0 dacap; <0—>z§ =

Deoarece x = 0, u = 0 ,relatiile de complementaritate (5) sunt verificate. Regula suplimentara ne
asigurd ca la fiecare iteratie:

vi=0 sau x;=0 deci vx;=0 j=1..n

u;=0 sau y;=0 deci wy;=0 i=1,..,m

Se poate arata ca daca programul (P) este compatibil atunci Intr-un numar finit de iteratii se ajunge
la o solutie in care (min)w = 0 <> toate variabilele artificiale introduse au valoarea zero. Este clar
atunci cd s-a obtinut o solutie admisibilda a sistemului (4) care satisface relatiile de
complementaritate (5). Componenta X a acestei solutii constituie solutia optimd a programului
patratic (P).

Observatie Consideratiile de mai sus constituie o descriere de principiu a algoritmului lui
Wollfe pentru rezolvarea programelor patratice convexe.

Exemplu numeric Vom arata cum se aplica efectiv conditiile de optimalitate K - T si
algoritmul simplex la rezolvarea programului patratic:

(min)f =—15x; —30x, —4x;x, +2x12 +4x§
(P) Xy +2X2 <30
X ZO,XZ >0

Scriem matricial functia obiectiv:

X ] 4 —4 X7
f(xp,x5)=[-15-30] N +5[x7.x,] 4 8l
2 - 2

Matricea simetrica C = { }:ste chiar pozitiv definita astfel ca f este o functie strict convexa.

Lagrangianul problemei:
L(x;,x,)=—15x; —33x, —4x;x, +2X]2 +4x5 +u(x; +2x,-30)

Conditiile de optimalitate K - T:

JL oL
—==15—-4x,+4x;+uz20 |x;—=0x;(-15-4x,+4x;+u)=0
X 5)(71
oL JL
—=-30-4x;+8x,+2u20 |x, — =0 x,(-30—4x; +8x, +2u) =0
é’xZ ﬁxz
oL oL
—=x;+2x,-30<0 u—-=0u(x;+2x,-30)=0
u Ju
X, X220 u20




Punem:

oL
Vv =——=—15-4x, +4x; tu
ﬂx]
oL
Vv, =——=-30—4x; +8x, +2u
é’X2
oL
=——=30-x;-2x
y o1 1 2
Conditiile K - T 1n forma (4) - (5):
Ix;—4x, + u—v; =15
—4x; +8x, +2u -v, =30 (4)
X;+2x, +y=30
x;20,x,20u=20,v; 20,v, 20,20
xX;povp=0 x,-v;=0 u-y=0 (5)

Stim cd daca (x°,u’,v*,y° )este o solutie admisibild a sistemului (4) care satisface relatiile (5)
atunci x este o solutie optima a problemei date.

Introducem variabilele artificiale z; si z In primele doua egalitati si rezolvam programul liniar:

(min)w=z; +z,

dx; —4x,+ u—-vy +2z; =15
—4x;+8x, +2u -V, +z, =30
X;+2x, +y =30

Toate variabilele nenegative
cu ajutorul algoritmului simplex, plecand de la solutia de baza initiala:
XI:.X2:U:V1:V2:0 21:15 22:30 y:30

care satisface vizibil conditia (5).

0 0 0 0 0 0 1 1
CB| VB |VVB| x Xy u \4] \2 y 7 7
1] z 15 4 -4 1 -1 0 0 1 0 ITERATIA 1 Poate intra x,
1|z |30 | 4 2 0 -1 0 0 1 |deoarecev,=0
0|y 30 1 2 0 0 0 1 0 0
w | 45 0 4 3 -1 -1 * * *
11z | 30 2 0 2 -1 -12 0 1 1/2 ITERATIA 2 Poate intra x,
0| x, | 15/4 . -1/2 1 1/4 0 -1/8 0 0 1/8 | deoarece v; =0
0| vy [452 2 I 0 -1/2 0 1/4 1 0 -1/4
w | 30 2 * 2 -1 -1/2 * * -1/2
1|z | 152 0 0 5/2 -1 -3/4 0 -1 1 3/4 ITERATIA 3 Poate intra u
0| x [75/8]| O 1 1/8 0 -1/16 1/4 0 1/16 | deoarece y =0
0| x; | 45/4 1 0 -1/4 0 1/8 12 0 -1/8
w | 152 * * 5/2 -1 -3/4 0 -1 * -1/4
O u 3
0 x, 9 Nu mai este cazul!
0 X1 12
w 0

Prin urmare,o solutie a conditiilor de optimalitate K - T este x = (12,9) si u" = 3.In concluzie



x; =12 x5=9
este o solutie optima a programului patratic dat de altfel si singura avand in vedere faptul ca functia
obiectiv f este strict convexa.

§ 9. Intrebiri si probleme

1. Se da o functie numerica f definita in toate punctele unei multimi C < R".

a) Ce Inseamna cd multimea C este convexa? Presupunand C convexd, ce inseamna ca
functia f este convexa (strict convexa)?

b) Ce Inseamna ca punctul X e C este un punct de minim local al functiei f? Dar ca X este
un punct de minim global al functiei f pe C?

c¢) Aratati ca daca C este o multime convexa iar f este o functie strict convexd atunci f nu
poate avea decat cel mult un punct de minim global pe C.

2. a) Se considera functia patratici (x) =x'Cx , x € R" unde C este o matrice simetrica de ordinul
n. Sa se arate ca pentru orice x,y € R" si orice A € R are loc identitatea:

o((1 - Mx+24y) =1 - Mo(x) + Ae(y) - A (1 - Mo(x - y)

b) Scrieti functia patratica:

1
2

X

f(x;,x5,x3)==x;+2x, +x3 + x12 — XXy +X7X3 +x§ —X5X3 +x§

in formatul matricial f(x)= px +§xTCx ,X=|x, |€ R3si cercetati dacd f este o functie convexa
X3
(strict convexa)

3. Descrieti principiul metodelor de minimizare fara restrictii

4.Elaborati programe de calculator pentru metodele de minimizare unidimensionald prezentate in
sectiunea 6.5

5. Se da functia patraticad f(x;,x,)=—-2x; —x, +§x12 — XX, +2x22.

a) Scrieti f in formatul matricial f(x)= px +§xT Cx,x= [il} e R’ si ardtati ca f este o
2
functie strict convexa.
b) Calculati gradientul Vf si determinati minimul liber x* al functiei f.
¢) Determinati directia celei mai rapide descresteri a functiei f din x° = (0,0) si prima
aproximatie x' din metoda gradientului.
d) Efectuati inca doua iteratii din metoda gradientului pentru minimizarea nerestrictionata a

functiei f. Comparati x> cu X obtinut la b).
6. In procesul de minimizare nerestrictionata a unei functii numerice de trei variabile ,efectuat cu
metoda gradientului,printre directiile de deplasare s-au numarat si vectorii s = (1,1,-3), s'

=(2,-1,1). Este posibil ca cele doua directii sa fi fost obtinute in doua iteratii consecutive?

7. Se considera programul convex:



(min)f = —-3x; —9x, +x12 — XX, +x§
(P)ig(x;,x;)=x] +x3 =550
X ZO,XZ >0

si punctul x =(/,2) aflat pe frontiera multimii solutiilor admisibile (deoarece g(x)=10)

a) Calculati gradientii functiilor fsigin x .

b) Ce conditii trebuie sa satisfacd un vector s = (s1,s;) € R? pentru a fi o directie admisibila
si utilizabild din X ? Care din urmatorii vectori s' = (-1,1) , s* = (1,1) , s’ = (1,-1) satisfac aceste
conditii?

8. Se da programul neliniar patratic:

(min)f = (x;=4)> +(x;=3)°
3x;+2x, <12
—-2x;+2x, <3
2x; —x, <4
2x;+3x,26
x;20.x,20

(P)

a) Vizualizati multimea solutiilor admisibile;

b) Ce forma au curbele de nivel ale functiei obiectiv? Stabiliti punctul de minim liber x? al
functiei f;

¢) Scrieti conditiile de optimalitate Kuhn - Tucker;

d) Stabiliti cu aproximatie pozitia solutiei optime X a programului (P) si folosind conditiile
K - T determinati efectiv X

9. Se da programul neliniar;
(max)f = xjx;
(P)d X + x§ <5
2x;—x, 21
x;20,x,20

a) Reprezentati grafic multimea solutiilor admisibile si curbele de nivel f(x) =1, f(x) =4 ale
functiei obiectiv;

b)Aduceti programul (P) la forma canonica si scrieti conditiile de optimalitate K - T;

c)Determinati solutia optima X a programului (P) stiind ci ea satisface cu egalitate numai
prima restrictie a acestuia.

10. In modelarea unui proces de stocare cu doua produse si spatiu de depozitare limitat s-a ajuns la
urmatorul program neliniar:

2 2

a a
(min)f(x;,x,)=x; +—]+x2 +2
Xg X2

(P) XJ+XZSI
XIZO,XQ >0




unde a;, a,, I > 0 sunt constante.

a) Sa se arate ca f este o functie convexa pe domeniul {(x;,x3) € R x;>0, x> 0};
(se va observa ca f este separabild si se va cercete convexitatea componentelor)

b) Scrieti conditiile de optimalitate K - T pentru programul convex (P);

c¢) Determinati solutia optima a programului (P). Discutie.

11. Sa se rezolve programul patratic:

<
3)C1 +2X2 >6
X 20,)(:2 >0

folosind conditiile de optimalitate K - T si algoritmul simplex (vezi sectiunea 8.2)
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