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Unitatea de invatare 1

PROGRAMARE IN NUMERE INTREGI
Utilizarea variabilelor intregi in modelarea proceselor economice

Cuprins

1.1 Exemple de modelare cu variabile intregi
1.2 Terminologie

Probleme propuse
Bibliografie

Obiectivul unitatii de invitare 1

Este binecunoscut faptul ca programarea liniara reprezintd un instrument puternic si eficace
pentru studiul proceselor economice in vederea imbunatatirii performantelor acestora.

O proprietate foarte importanta a variabilelor de decizie dintr-un program liniar era aceea ca, o
datd cu doua valori permise, puteau lua orice altd valoare intermediara. Proprietatea ,,de a putea
varia continuu” era esentiald in fundamentarea metodelor de determinare a solutiilor optime.

Existd insa o mare varietate de situatii practice, modelate cu ajutorul programarii liniare, in care
unele variabile de decizie nu au sens economic decat daca au numai valori intregi.

Obiectivul urmdrit in aceastd sectiune este acela de a sublinia, prin exemple judicios alese,
necesitatea si importanta utilizarii variabilelor Intregi In modelarea economico matematica.



1.1 Exemple de modelare cu variabile intregi

Nu putine sunt situatiile practice In care apar ,,activitati” al caror output este masurat in unitati
indivizibile; este clar cd valorile permise ale variabilei care indicd nivelul unei asemenea activitati
trebuie sd fie numere intregi. La fel, repartizarea personalului muncitor, al utilajelor sau al mijloacelor
de transport pe diverse lucrari trebuie exprimata tot prin valori intregi.

Exemplul 1. Un fermier are nevoie de 107 funti de ingrasdmant pe care il poate procura fie in saci de
35 funti la pretul de 14 $ sacul, fie in saci de 24 funti a 12 $ fiecare. Obiectivul sau este de a cumpara
cantitatea necesara de ingrasamant la cel mai mic cost.

Modelarea acestei situatii este simpld. Dacd notdm cu X;,X, numarul sacilor de 35 funti,
respectiv 24 funti cumparati de fermier,obtinem imediat urmatorul model:

Sa se determine X, , X, care minimizeaza functia obiectiv:

f =14x, +12x, <« costul sacilor cumparati
cu satisfacerea restrictiei:

35X, +24x, 2107 <« asigurarea cantitatii dorite de Ingradsamant
si a conditiilor explicite impuse variabilelor:

X, 20,%x,=0
X, X, intregi

In modelul rezultat, conditia ,, X, , X, intregi” inseamni pur si simplu ci fermierul nu poate

cumpdra o jumdtate sau o treime de sac; ori cumpara un sac Intreg ori nu. Fara aceasta conditie avem de
a face cu o problema uzuala de programare liniara!

Exemplul 2 Un atelier de prelucrare a maselor plastice produce doud tipuri de ambalaje pentru
protejarea obiectelor din sticla: tipul A pentru pahare de suc de sase uncii de si tipul B pentru pahare de
coctail de zece uncii.Ambalajele sunt fabricate cu ajutorul a doud matrite alimentate prin injectie de la
0 masind care produce polistiren expandat. Cu prima matritd se pot realiza 100 ambalaje A in 6 ore in
timp ce cu a doua matritd se pot face 100 ambalaje B in 5 ore.Procesul tehnologic nu permite folosirea
simultana a matritelor! Utilajul care produce materia prima poate lucra pana la 60 ore pe saptamana.
Ambalajele fabricate sunt stocate in depozitul atelierului care are o capacitate de 15000 u.v. (unitati de
volum = picioare cubice).Un ambalaj A are nevoie de un spatiu de 10 u.v. iar un ambalaj B ocupa un
spatiu de 20 u.v. Singurul client al ambalajelor A nu acceptd mai mult de 800 bucati pe sdptdmana in
timp ce ambalajele B pot fi realizate in orice cantitate, cererea fiind mare. Cele doua tipuri de ambalaje
aduc un profit de 5 $ respectiv 4.50 $ per bucata. Cate ambalaje din cele doua tipuri ar trebui sa
produca atelierul in vederea maximizarii profitului total?



I) Identificarea variabilelor modelului

La prima vedere (si judecand prin analogie cu exemplul 1) ar trebui sd ludm ca variabile de
decizie cantitatile de ambalaje A si B ce urmeaza a fi produse intr-o sdptdmana; lucrurile sunt nsé ceva
mai complicate! Din enunt rezulta ca productia de ambalaje este discretizata in cicluri de fabricatie,
un ciclu insemnand utilizarea uneia sau alteia dintre cele doua matrite pentru o perioada determinata de
timp.Astfel, un ciclu de fabricatie pentru ambalajul A dureaza 6 ore si are ca rezultat fabricarea a 100
bucati de produs finit; un ciclu de fabricatie pentru ambalajul B dureza 5 ore si are ca rezultat
fabricarea a 100 ambalaje B.

In consecinta, vom lua ca variabile de decizie:

X, = numarul ciclurilor de fabricatie in care se produce ambalajul A

X, =numarul ciclurilor de fabricatie in care se produce ambalajul B intr-o saptamana.

Ca urmare, cantitatile de produse finite vor avea expresiile:
100x; bucdti ambalaje A = X; sute de bucdti ambalaje A;
100X, bucati ambalaje B = X, sute de bucdti ambalaje B;
IT) Idetificarea criteriului de performanta si formalizarea lui in functia obiectiv.

Obiectivul urmarit este maximizarea profitului; pe suta de bucati profiturile sunt:

5x100=500$ pentru ambalajul A si 4.50x100=450$ pentru ambalajul B.
Profitul sdptamanal are expresia:

f =500x; + 450X, — max (1)
1I) Identificarea conditiilor limitative si formalizarea lor in restrictii.

e Existd un plafon al timpului disponibil pentru producerea materiei prime care nu trebuie sa
depaseasca 60 ore saptamanal:

6X; + 5%, <60 2)
Membrul stang reprezinta timpul necesar pentru realizarea a x, cicluri pentru ambalajul A si a x, cicluri
pentru ambalajul B (aici a intervenit ipoteza ca cele doud matrite nu pot fi folosite simultan!)

e Spatiul de depozitare al productiei sdptamanale este limitat la 15000 u.v.; 100 bucati A
necesitd 100x10=1000u.v. iar 100 bucati B necesita 100 x20=2000 u.v. astfel ca productia
sdptamanala va avea nevoie de un spatiu pentru depozitare de 1000x,; + 2000x, u.v. Rezulta

inegalitatea:

1000X; +2000X, <15000 <> X, +2X, <15 3)



e Productia ambalajului ,A este limitata la (cel mult) 8 sute bucati saptamanal:
X <8 @)
III) Conditii explicite impuse variabilelor.

Evident:
X| 2 0, Xy 2 0 (5)

Deoarece un ciclu de fabricatie este un proces care nu poate fi intrerupt, urmeaza ca x,,X, nu au sens
economic daca nu sunt exprimate prin numere intregi:

X] , Xo (numere) intregi (6)
Reunind (1) — (6) obtinem modelul matematic:

max f =500x; +450x,
6X; +5X, <60
X; +2X, <15
X1 <8
X1, Xy 20

(P)

X1, Xp intregi

Rezolvarea modelului va fi datd in urmatoarea unitate de Invatare. Solutia optima este
X, =8, X, =2 cu urmdtoarea interpretare:

Profitul maxim posibil de realizat in conditiile date este de 8x500+2x450=4900$; el s-ar
obtine din producerea si vanzarea a 800 ambalaje A si a 200 ambalaje B. S-ar utiliza 58 ore din fondul
de timp al utilajului care produce material prima si s-ar folosi 12000 u.v. din spatiul disponibil pentru
depozitare.

O alta sursd de modele cu variabile Intregi o constituie situatiile in care trebuie luate decizii de
tip ,,da sau nu” ca de exemplu:

* se poate aproba realizarea unui anumit proiect de dezvoltare ?
* se poate initia o activitate implicand un anumit cost fix de pregatire ?
* se poate amplasa o facilitate (fabrica, depozit, magazin) intr-un anumit loc ?

reprezentate prin variabile cu numai doud valori permise, 0 sau 1 (variabile bivalente):

1 - daca decizia este afirmativa;
0 - daca decizia este negativa.



Exemplul 3. Conducerea unei mari companii a luat in considerare sapte proiecte de investitii. In tabelul
1.1, pentru fiecare proiect se precizeaza costul investitiei, valoarea netd prezentd a profitului in caz de
realizare precum si conditiile de care trebuie sa se tind seama 1n decizia de aprobare sau de respingere a
proiectului. Bugetul alocat este de 50 milioane dolari. Conducerea doreste sa afle care proiecte ar trebui
aprobate — cu respectarea tuturor conditiilor - astfel incat costul total sa se Incadreze in bugetul alocat
iar valoarea neta prezenta a profitului total sa fie maxima.

Tabelul 1.1
Proiect Valoarea neta prezentd — in caz| Costul investitiei — in caz Conditii de aprobare sau respingere
de aprobare - (milioane$) de aprobare — (milioane $) ’
P, 1 5 -
P ) 3 se poate aproba numai daca se aproba
2 roiectul P,
P; 3 12 se poate aproba numai daca se respinge
roiectul P,
P 4 18 trebuie (neaparat) aprobat daca proiectele
4 P, si P, au fost (ambele)aprobate
P 5 24 se va respinge in caz cd unul dintre]
3 roiectele P, ,P, a fost aprobat
P 6 27 se va respinge daci proiectele P, si P; au|
fost (ambele) aprobate
P 7 30 se poate aproba numai dacd se aprob3
7 roiectul P, si se respinge proiectul P;
dintre proiectele Py, P,, P;, P, cel mulg
doud pot fi aprobate

Pentru modelare asociem proiectului Pj j = 1,..,7 variabila bivalenta X; cu valorile:

Xj =1 daca proiectul Pj este aprobat;
si
Xj =0 daca proiectul P; este respins.

Aceste variabile ne vor permite sa operam cu valoarea netd prezenta a unui proiect sau cu costul
sau fara sa ne mai gandim daca proiectul a fost sau nu a fost aprobat!
Astfel, valoarea netd prezenta a proiectului Ps va fi data de expresia 6x, cu numai doua valori

permise:

6 daca Xg =1 < proiectul P4 este aprobat
0 daca Xxg =0 < proiectul P este respins.

Analog, costul proiectului Ps va fi reprezentat de expresia 27Xg.
Functia obiectiv formalizeaza valoarea neta prezentd a profitului total si este data de expresia:

f=1'X1+2'X2+3'X3+4'X4+5'X5+6'X6+7'X7 —>  max (1)

10



Restrictiile modelului formalizeaza:
e incadrarea cheltuielilor in bugetul alocat:

5X) +8Xy +12X3 + 18Xy + 24X5 + 27X +30X7 <50 2)

e conditiile speciale de aprobare / respingere. Vom tine seama de urmatoarele observatii
simple dar esentiale:

daca X este o variabila bivalenta atunci si 1-X este o variabila bivalenta;
dacd y si z sunt variabile nenegative atunci (y=0s1 z=0) < Yy+z=0;
daca y si z sunt variabile nenegative atunci (y=0=>2z=0) < z<Yy.

- pentru proiectul P,: prin negatie, conditia se reformuleaza astfel:

daca proiectul P; este respins atunci proiectul P, trebuie respins < (x;, =0= X, =0) < X, <X, 3)
- pentru proiectul P3: (x; =1=x, =00 (1-%X;=0=>X,=0) <X, <1-X; & X, + X; <1 4)

- pentru proiectul P4: (x, =151 X, =1=x, =) (1-x, =051 1-x,=0=>1-%x,=0) <
2-X-%=0=21-%x,=0) < 1-x,<2-X-X, < X+X,—-X,<1 %)

- pentru proiectul Ps: (x, =1saux, =1 = x;=0) prin negare! < (x; =1 = x, =0six, =0) <

) 1-X5=0=% =0 X] <1-X; X] + X5 <1
(I-X%X5=0 = X1 =051X, =0) < =
1—X5=O:>X2=0 X2S1—X5 X2+X5S1
(6)

- pentru proiectul Pe: (x, =15iX; =1 = x,=0) < (1-X,=0s1l-%,=0 = x,=0) <
2% =X%=0=X%X=0) & X <2-X,—X; & X, +X3+X, <2 (7

- pentru proiectul P;: Multa atentie din cauza lui ,,se poate”; rationam astfel: dacd proiectul P; a fost
pana la urma aprobat atunci neaparat P, a fost aprobat iar P; a fost respins. Formal:

. . 1—X2S1—X7
(X7=1:>X2=1§1 X3=0) = (1—X7=0:>1—X2=O$1X3=0) = =
Xy <1-X7
X7SX2
®)
X3+X7S1

- din primele patru proiecte se aproba cel mult doud: X; + Xy + X3 + X4+<2 ©))

11



Obtinem in final urmatorul model matematic:

max f =X; +2Xy +3X3 +4X4 +5X5 + 6Xg +7X7
S5Xp +8Xy +12X3 +18X4 +24X5 + 27X +30X7 <50
X] + Xp <0
Xy + X3 <1
X + Xo — X4 <1
X + X <1
() 1 Xo +x55 <1
Xy + X3 + Xg <2
- Xo +X7 <0
X3 +X7 <1
X|+Xp + X3 + Xy <2
xje{ol} j=1..7

Merita sd zdbovim putin asupra rezolvarii acestui model: cel mai simplu mod de gasire a
solutiei optime constd in cercetarea — pe rand — a celor 2’ =128 de combinatii de valori 0, 1 date celor
sapte variabile bivalente dupa schema:

- se genereazd o combinatie (procedura de generare trebuie sa satisfacd doud cerinte:sda nu
produca de doua ori aceeasi combinatie si sa fie capabild sd produca toate combinatiile posibile)

- se verificd daca combinatia generatd satisface restrictiile modelului; daca existd macar o
restrictie neverificata se trece la generarea altei combinatii. Altminteri:

- se evalueaza functia obiectiv in solutia admisibila generatd. Aceasta solutie se va retine cat
timp nu este descoperitd o altd combinatie admisibild capabild sa ofere functiei obiectivo valoare mai
mare. Enumerarea completa inceteaza a fi o metoda eficienta de rezolvare daca numarul variabilelor
bivalente este mare. De exemplu, daca numarul variabilelor este 30, numarul combinatiilor de valori 0,
1 este de 2*° =1.073.741.824 !

Solutia optimd a problemei date este : x; =1, x; =1, xg =1, X =0 in rest ; (max) f =11milioane $

Aceasta inseamna cd aprobarea proiectelor 1, 4 si 6 satisface conditiile enuntului, ar conduce la
maximizarea valorii nete prezente a profitului total si ar utiliza n Intregime bugetul alocat.

Exemplul 4. Problema rucsacului Sa modeldm urmatoarea situatie ipoteticd. Se dau n tipuri de
obiecte. Unele obiecte vor fi alese pentru a umple un rucsac cu capacitatea (greutate, volum) b.
Obiectele de tipul j sunt identice, sunt disponibile intr-un numar limitat u; si fiecare dintre ele are o
utilitate Cj s1 o pondere (greutate, volum) a;. Cate obiecte din fiecare tip vor fi introduse in rucsac astfel
incat valoarea Incarcaturii sa fie maxima?

Notand:
Xj = numdrul obiectelor de tipul j introduse In rucsac
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obtinem imediat urmatorul program intreg:

(maX)f = J%ICJ XJ

n

J Zlajxjsb (1)
j=
0< X U (2)

X;j Intregl

Chiar si in absenta marginirilor (2) variabilele Xj nu pot lua decat un numar finit de valori pentru ca:

J {%i J )

Daca se ignora relatiile de marginire (2) - care, de altfel, nu conteaza mai mult decat marginirile
»intrinseci” (3) — modelul problemei rucsacului are o singura restrictie ,,veritabild”,inegalitatea (1), si
astfel este cel mai simplu program intreg. El prezinta interes atat in sine cat mai ales prin faptul ca
apare ca subprogram in contexte de optimizare mai generale.

Un interes aparte il are cazul particular in care din fiecare tip de obiecte existd un singur
exemplar. Atunci u; =1 j=1..,n siin consecintd variabilele X; nu mai pot lua decét valorile 0

sau 1. Rezultd modelul problemei bivalente a rucsacului:

cu urmatoarea interpretare alternativa,deja intalnitd in exemplul precedent: existd n proiecte de
investitii pentru care este alocatd suma b. Proiectul j necesita investitia a; i are o valoare neta prezenta
¢j. Ce proiecte pot fi realizate cu capitalul disponibil dat astfel incat valoarea neta prezenta totala sa fie
maxima?

De obicei, proiectele se intind pe mai multe perioade (ani, luni etc) iar investitiile necesare ca si
capitalul disponibil sunt defalcate pe perioade.Modelul corespunzator este:

-

(max) f = jZi:lchj

™o

la”XJ Sbl i=1,,m

X; €10, 1}

J
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in care:
m = numarul de perioade;
bi = suma disponibila pentru perioada i ;
ajj = investitia necesara proiectului j in perioada i.

Exemplul S. Elaborarea programelor de productie cu costuri de pregatire

Sa consideram programul liniar:
n

(min)f =) ¢, x;
i=1

Doayx;=b, i=lL..,m (1)

in care X,X,,..., X, reprezintd nivelul unor activitati productive iar C,,C,,...,C, sunt costurile unitare
aferente. Ipoteza uzuald de liniaritate presupune proportionalitatea directd intre costul unei activitati
si nivelul la care este operata activitatea respectiva. Existd insa situatii In care demararea unei activitati
necesitd un cost de pregitire, independent de nivelul la care activitatea va fi operata. Costul activitatii
J va avea deci forma:

0 daca x; =0

J( J) 0j +CjXj daca Xj>0

unde @ este costul fix al pregatirii inceperii activitatii j.
Pentru a Incorpora aceste elemente in modelul (1) introducem variabilele bivalente:

{1 daca activitatea j va fioperata la un nivel X > 0
Yij=

0 1in caz contrar

n n
Functia obiectiv f = chxj din (1) se va extinde cu termenuqu ;X; reprezentand costul total de
j=1 j=1
pregatire aferent activitatilor ce vor fi efectiv operate.Pentru fiecare j variabilele X; si y; nu sunt
independente: este clar ca nu putem avea simultan X; >0 si y; =0 sau X; =0 si y; =1. Prima situatie

va fi exclusa prin introducerea inegalitatilor:

X;<myy; j=L.,n (2)
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in care m; este o constanta pozitiva foarte mare ce depaseste, de exemplu, nivelul maxim posibil la care
ar putea fi operata activitatea j. Intr-adevar, y; =0 si ipoteza de nenegativitate X; >0 transforma (2) in

X; =0. Daca y; =1, (2) devine X; <m; si este banal verificatd avind in vedere semnificatia

constantei m;. A doua situatie se exclude prin faptul cd in model se urmareste minimizarea costului
productiei si al celui de pregatire (nu are rost sa ,,pregdtim” o activitate dacd nu se intentioneaza
operarea ei; pregatirea ar implica o cheltuiala inutila!).

Astfel, programul liniar (1) se extinde la programul bivalent mixt:

Exemplul 6. Problema amplasarii facilitiatilor. Conducerea unei firme de distributie studiaza
problema deschiderii unor noi depozite pe niste amplasamente 1,2,...,m (anterior alese si fixate) in
vederea unei mai bune satisfaceri a cererilor clientilor 1,2,...,n. In principiu, fiecare depozit are o
capacitate proiectatd in stare sa satisfacd orice cerere — de la unul sau mai multi clienti. Deschiderea
unui nou depozit pe amplasamentul i necesitd un cost fix g iar livrarea 1n intregime a cererii clientului j
din depozitul i implicd un cost de transport Cj;. Chestiunea este de a decide ce depozite vor fi efectiv
deschise astfel incat suma costurilor fixe de deschidere si a celor de transport sa fie minima.

Este evidenta asemanarea dintre aceasta problema si problema clasica de transport: si aici exista
furnizori §i consumatori i se urmareste aducerea cheltuielilor la un nivel cat mai mic. Exista totusi o
deosebire notabild. In problema de fatd, fiecare furnizor (depozit) este deocamdatd un furnizor
potential. El devine un furnizor real printr-un act prealabil de decizie, act ce implicad un anumit cost,
independent de modul in care respectivul furnizor — o datd admis — va contribui la satisfacerea cererilor
clientilor.

Introducem variabilele:

Xij = fractia din cererea clientului j livrata din depozitul i;

. = {1 daca pe amplasamentul i se deschide un depozit

0 in cazcontrar

Cerinta satisfacerii cererii fiecarui client implica egalitatile:
m
inj =1 j=L..n (1

Evident, daca pe amplasamentul i nu se deschide un depozit nu vor exista livrari din acest loc. Formal:
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yi=0 = x;=0,]j=1..,n (2)
Deoarece X; <1 implicatiile (2) sunt echivalente cu inegalitatile:
X; <y, i=L.,m;j=1..,n 3)

Se poate vedea usor ca implicatiile (2) pot fi formalizate alternativ si prin setul de inecuatii:

doxgs<n-y i=l..,m (3)
j=1

Intr-adevir, daci y, =0, din (3°) rezulti ZX“ <0, adicd x; =0 j=1,..,n, deoarece X sunt
j=1

variabile nenegative. Daca y; =1, (3”) devine: Z X; <N si este banal satisfacutd pentru ¢d membrul
j=1

stang este o suma de n termeni subunitari.

Functia obiectiv are doud componente:

m
o costul deschiderii depozitelor pe amplasamentele date, cost reprezentat prin suma Zqi Yi;
i=1
deoarece Y; este fie 0 fie 1 este clar cd aceastd suma cuprinde numai costurile depozitelor efectiv
deschise;

e costul transportului de la depozite la clienti, reprezentat de expresia ZZC Relatiile (3)
i=1 j=1

sau (3’) fac ca 1n aceastd suma sa apara numai costurile de transport de la depozitele efectiv deschise, la

clienti.

Costul total de minimizat va avea deci expresia:

:Zqiyi +chijxij 4)

i=1 j=1

ij My

Reunind (1), (3) si (4) sau (1), (3°) si (4) obtinem in final doud formulari alternative pentru problema
data:

) i I & (min)f =) q,y; + C; X,
(min) =2 0,y + 2, >.¢;%, z ;; Y
i=1 i=1 j=1 N
N X, =1..,Nn

a) ZXIJ:] j=1..,n b) Z ij

i=1

X; <y, i=L.,m;j=1.,n ZXJ—” y, i=1.,m
Xi'Zoayie{Oal}
’ X; 20,y €{0,1}
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Observatie: Modelul a) are mai multe restrictii decat b) deoarece setul (3) are mn inegalitati in timp ce
setul alternativ (3’) are numai m. Am putea spune ca modelul b) oferd o formulare mai ,,compactd” a
problemei date decat modelul a). Paradoxal, desi este mai ,,stufos” modelul a) este preferabil la
rezolvare!!

Exemplul 7. Formalizarea restrictiilor disjunctive Exista situatii in care restrictiile unei probleme de
optimizare nu trebuie satisfacute simultan. Ca exemplu, sa ludm o problema de ordonantare in care
doud joburi pot fi procesate pe un acelasi utilaj dar nu in acelasi timp. Dacd p,, p, sunt duratele de

procesare ale celor doud joburi iar variabilele t,,t, desemneaza momentele de incepere ale operatiilor
atunci sau jobul 1 precede jobul 2 in care caz t, >t, + p, sau jobul 2 intra primul in lucru si atunci
t,=2t, +p,.

Sa consideram o problema de optimizare al cérei vector de variabile x e R" trebuie sa satisfaca
printre alte cerinte si conditia ,,disjunctiva’:

a-x=aX +..+a,X, <b sau a'-x=ajx +..+a;x, <b’

Se pune problema de a exprima aceastd conditie in maniera uzuala, ,,conjunctiva”, adica printr-un set
de relatii care sa fie verificate simultan. Vom presupune cd existd o constantd M care margineste
superior valorile expresiilor a-x—b si a’- X —b’'.Aceastd conditie este indeplinitd daca, de exemplu,
valorile variabilelor problemei sunt marginite, asa cum se intdmpla in mai toate contextele
practice.Pentru a raspunde la chestiunea pusa introducem variabilele bivalente y,,y, si consideram

setul ,,conjunctiv” de relatii:

a-x—b<M@-y,)
a'-x-b'<M(-vy,) (1)
y, +Yy, =1

Deoarece Y,, Y, sunt variabile bivalente, doud situatii sunt posibile:
) a-x<b )
e y,=1,y,=0 Setul (1) devine: . , < a-x<b,deoarece relatia
a’-x-b'<M
a'-X—b"<M este superflud avand in vedere definitia lui M.
e y,=0,y, =1 Rationand ca mai sus, (1) se reduce acum la inegalitatea a'- x <b'.

Observatie: Cititorul atent a observat desigur ca In situatia descrisd este nevoie de fapt de o singurad
variabild bivalentdy (seia y, =y s1 y, =1-Yy!)

Cazul a p restrictii disjunctive:

a'-x<b'saua’-x<b’sau..saua® -x<b” (2)
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se trateaza absolut analog cu ajutorul a p variabile bivalente Y,,Y,,...,¥,. Se vede usor ca sistemul

»conjunctiv’:
a'-x-b'<M(-y,) i=L.,p

p
ZYi =1
i1

este echivalent cu sistemul ,,disjunctiv” (2).

Exemplul 8. Problema monezilor Cum poate fi platitd o suma de bani astfel incat:
» numarul tipurilor valorice de monezi utilizate la platd sd nu depaseasca o limita data;
* numarul total al monezilor necesare platii sa fie minim.

Introducem notatiile:

S = suma de plata,

n = numarul total al tipurilor valorice de monezi disponibile pentru plata;

p = numarul maxim de tipuri valorice de monezi ce pot fi utilizate la plata sumei S;
vj = valoarea monezii de tip j;

m; = numarul monezilor de tip j disponibile in casa.

Introducem variabilele Intregi:
Xj = numarul monezilor de tip j utilizate la plata sumei S

si variabilele bivalente:

y {1 daca moneda de tip j va fi efectiv utilizata la plata sumei S
j =

0 1in caz contrar

Rezultd urmatorul program intreg:

[(min) f = Tx j a)
j=1
ilv X =S @)
j=
13y, <p 3)

—
Il
—_

X; 20, intregi ; y; €{0,1}
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Functia obiectiv (1) reprezintd numarul total de monezi folosite la plata sumei S.Egalitatea (2)
aratd ca suma valorilor monezilor utilizate trebuie sa fie egala cu suma de platd in timp ce inegalitatea
(3) formalizeaza cerinta de a nu se folosi la platd mai mult de p tipuri valorice de monezi.Seturile de
variabile (X;) si (Yj) sunt legate prin inegalitatile (4):

e dacay; =0 adica moneda de tip j nu este utilizata, (4) implicd X, =0 ceea ce este normal;
yJ pJ p j
e dacd yj= 1 adica moneda de tip ] este efectiv utilizata la plata, (4) devine X; <m;si exprima

cerinta naturald ca numarul monezilor de tip j incluse in plata sumei S sd nu depaseasca disponibilul m;.

1.2 Terminologie

Pentru cele ce urmeaza este necesar s precizdm cativa termeni.

* variabila continua = variabila care, o data cu doua valori permise, poate lua orice alta valoare
intermediara;

* variabila intreaga = variabila care nu poate lua decat valori numere intregi;

* variabila bivalenta (binara sau booleanid)=variabild intreaga care nu poate lua decat
valorile 0 sau 1;

In continuare vom avea 1n vedere numai probleme de optimizare in care functia obiectiv §i
restrictiile sunt liniare.Motivatia acestei restrangeri voluntare o constituie faptul ca in cvasitotalitatea
situatiilor practice suntem condusi la modele alcatuite numai din relatii liniare.

* problema de programare in numere intregi (pe scurt program intreg) = problema de
programare liniara care utilizeazd una sau mai multe variabile intregi. Problema se zice totald daca
toate variabilele sale sunt intregi si mixta dacad utilizeaza simultan si variabile continue si variabile
intregi;

» problema de programare bivalenta (sau program bivalent) — totala sau mixta = problema
care utilizeaza variabile bivalente.

» programul relaxat = programul liniar uzual rezultat dintr-un program intreg prin eliminarea
conditiei ca variabilele sa ia numai valori Intregi.Orice solutie admisibild a programului intreg este
solutie admisibild si pentru programul relaxat nu si reciproc, deoarece programul relaxat are de regula
solutii admisibile In care unele variabile intregi au valori fractionare (neintregi) Solutia optimd a
programului relaxat se va numi solutia optimad fractionara pentru a o deosebi de solutia optima
intreaga a programului original. Evident, un program intreg si relaxatul sau au aceeasi functie obiectiv;
valorile acestei functii in solutia optimad intreaga si in cea fractionard se vor numi optim intreg
respectiv optim fractionar. Pentru exemplificare rescriem mai jos programul intreg din exemplul 2
impreunad cu relaxatul sau:
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(max) f =500%, + 450X,

(max) f =500%; + 450X,

6X] + 5%, <60

6X1 + 5X2 <60
X1 +2X2 <15

P) (PL) X| +2%, <15
X1 <8

X1 <8

X1, X2 >0
X1, Xy 2 0

X1, X, Intregi

Solutia optima fractionara X" =(X/,x;) - adicd solutia optima a programului relaxat (PL) —are
componentele:

x{‘=6% x;‘=4%

Optimul fractionar are valoarea: f (x*)=500x 6% +450x 4% =5 142%
Solutia optima fintreagd x°=(x,x))— adicd solutia optimd a programului original (P) — are
componentele:

X/ =8  x5=2

iar optimul intreg are valoarea: f(x’)=500x8+450x2=4900 (vezi unitatea de invitare 2)

Probleme propuse

1. Se considera un program intreg (P) in care functia obiectiv se maximizeazd, impreund cu
relaxatul sau (PL). Daca max P, max PL desemneaza optimul intreg respectiv optimul fractionar
din cele doua probleme, care din urmatoarele afirmatii este intotdeauna adevarata?

a)max P <max PL; b) max P >max PL; ¢) max P>max PL; d) max P <max PL ; e) relatia dintre
max P si max PL depinde de specificul problemei.

2. Aratati ca daca solutia optima a relaxatei unei probleme de programare in numere intregi (P) este
si o solutie admisibila pentru (P) atunci ea este chiar o solutie optima a problemei (P).

3. a) Recapitulati procedura de rezolvare a unui program intreg prin enumerarea completa a tuturor
combinatiilor de valori intregi date variabilelor (vezi finalul exemplului 3)
b) Printre restrictiile unui program intreg total cu trei variabile nenegative X,X,,X; existd si

inegalitatile x, <1,Xx,<2,x,<3.Cat ar dura rezolvarea problemei dacd examinarea fiecdrei
combinatii de valori permise date variabilelor necesitd cinci minute?

a) 30 min.;  b) o oré; c¢) 1,5 ore; d) 2 ore; e) 2,5 ore.
4. O mica firma produce bunurile alimentare G;, G, G3 folosind trei materii prime agricole de baza

R, Ry, R3. Necesarul de resurse, in kg, pentru realizarea unui kilogram din fiecare din bunurile Gj,
G», Gj3 sunt indicate 1n tabelul 1.2
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Pentru ziua urmatoare exista in stoc 45 kg din R;, 30 kg din R; si 20 kg din Rj.Profiturile sunt
de 7, 9, 12 unitati monetare pe kilogramul din G,, G, respectiv Gs. Firma livreaza bunul G, in cutii de
% kg, bunul G; in cutii de 1 kg si bunul Gs in cutii de 2 kg iar desfacerea este asiguratd pentru tot
ceeace se produce.

Tabelul 1.2
Bunuri | G; | G, | Gs
Resurse
R, 2 4 5
R, 1 3 2
R; 2 1 1

1) Scrieti un program liniar Tn numere intregi pentru determinarea programului de activitate al
firmei din ziua urmatoare avand ca obiectiv maximizarea profitului.

2) Cum se modifica programul initial dacd din bunul G; nu trebuie sa se faca mai mult de zece
cutii?

3) Cum se modifica programul initial daca din bunul G; se pot face cel mult zece cutii iar din
Gj cel putin trei?

4) Deoarece resursele R;, Ry, R3 sunt foarte perisabile firma este interesata in a le valorifica cét
mai bine. Cum se poate modela acest deziderat?

5. O fabrica de ciment produce doud marci de ciment C; si C,. Pentru urmatoarea saptamana
sunt programate realizarea a 1500t ciment C; si a 2400t ciment C,. Fabrica are doua instalatii
I; si I, cu urmatoarele caracteristici:

e Pe fiecare ciclu de fabricatie instalatia I; poate produce 80t ciment C; sau 120t ciment C,
in timp ce instalatia I, poate produce 160t ciment C; sau 180t ciment C,;

e Un ciclu de fabricatie dureaza 8 ore pentru cimentul C; si 6 ore pentru cimentul C,
indiferent de instalatia producatoare;

e In urmitoarea saptimana fondurile de timp productiv ale celor doua instalatii sunt de 120
ore pentru I; si de 100 ore pentru I,;

e Costurile de productie (u.m. pe tona de ciment) variaza in functie de marca cimentului si
instalatia producatoare asa cum rezulta din tabelul 1.3.

Cum vor fi folosite cele doua instalatii pentru ca programul sdptamanii urmatoare sa fie realizat
cu costuri minime?

Tabelul 1.3
L I
C; | 30 25
C, |20 15

6. Se considera problema programadrii productiei a 1900 unitdti dintr-un produs ce poate fi
realizat pe trei linii de fabricatie diferite. Inceperea activititii de productie pe o linie de
fabricatie necesitd un “cost de pregatire”, indiferent de volumul productiei ce va fi realizat pe
linia respectiva. Costul fabricarii unei unitati de produs pe o linie sau alta ca si capacitatile
maxime de productie ale celor trei linii sunt date in tabelul 1.4
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Tabelul 1.4

Linia de fabricatie|Cost de pregatire| Cost de productie (u.m./unitate)| Cap. maxima de productie (unititi)
1 100 10 600
2 300 2 800
3 200 5 1200

Cum trebuie organizatd activitatea pe cele trei linii de fabricatie astfel incat costul total de
pregdtire si de productie sa fie minim?

7. Pentru asigurarea activitatii curente de productie, o firma are nevoie de anumite cantititi din
patru repere. In principiu, firma are posibilitatea de a fabrica aceste repere cu mijloace
proprii dar conducerea este de parere ca resursele disponibile nu sunt suficiente pentru
producerea cantitdtilor necesare astfel ca se pune problema achizitiondrii unora de pe piata,
cel putin in parte. In procesul de fabricatie al reperelor la firma sunt implicate sase
utilaje,fiecare cu un numadr limitat de ore de fiunctionare.Datele concrete ale situatiei sunt
indicate in tabelul 1.5

Tabelul 1.5
Consumuri unitare de timp de prelucrare| Cost de prod. |Cost de achizitie|Cantitate
Repere Utilaje 1 2 3 4 5 6 ($/buc.) ($/buc.) necesara
1 0.04/0.02]0.02] - ]0.03]0.06 2.55 3.10 150
2 - 10.01]0.05]0.15] 0.09 | 0.06 247 2.60 150
3 0.02]0.06| - ]0.06]0.20 | 0.20 4.40 4.50 150
4 0.06 | 0.04]0.15] - - 0.05 1.90 2.25 150
Nr. ore de functionare| 40 | 40 | 30 | 40 30 35

Conducerea firmei este interesatd in a stabili cat sa producd si cat sa cumpere de piatd astfel Incat
totalul cheltuielilor sd fie minim.

1) Scrieti un program liniar care sa raspunda acestui obiectiv;

2) Analizand solutia obtinutd, conducerea firmei considera ca nu este rentabil ca reperele sa fie
produse 1n parte la firma si restul sa fie cumparat de pe piatd deoarece aceasta ar produce complicatii in
organizarea productiei proprii ca si in relatiile cu partenerii externi. Pentru asigurarea necesarului de
repere cu mijloace proprii ar exista posibilitatea cresterii numarului orelor de functionare al utilajelor
prin folosirea acestora “peste program” dar o asemenea politicd nu pare a avea asentimentul
personalului muncitor. Din aceste motive, conducerea a decis, ca pentru fiecare reper, cantitatea
necesard sau sa fie produsa in Intregime in cadrul firmei sau sa fie achizitionata in totalitate de pe piata.
Ce modificari apar in modelul construit anterior?

8. Conducerea firmei ProTZ a luat in discutie sase proiecte de investitii. Alternativele
investitionale, valoarea netd prezentd a profiturilor viitoare, cererea de capital si fondurile
disponibile pe urmatorii trei ani sunt date 1n tabelul 1.6
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Tabelul 1.6

Proiecte Val.netd prezentd | Cerere de capital (mii$)
a profitului Anul I| Anul IT | Anul III
1. Dezvoltare limitata a capacitatilor de depozitare 4 3 1 4
2. Dezvoltare masiva a capacitatilor de depozitare 6 2.5 3.5 3.5
3. Testarea pe piatd a unui nou produs 10.5 6 4 5
4. Campanie publicitara 4 2 1.5 1.8
5. Cercetare fundamentala 8 5 1 4
6. Achizitionarea de echipamente noi 3 1 0.5 0.9
Fonduri disponibile (mii$) 10.5 7 8.75

1) Formulati un program bivalent pentru alegerea acelor proiecte care maximizeaza valoarea
netd prezenta totala.

2) Ce modificare intervine in programul initial daca trebuie realizat macar unul din proiectele
de extindere a capacitatilor de depozitare?

3) Ce modificare intervine in programul initial daca alegerea proiectului 6 implicd neaparat
realizarea proiectului 5?

Bibliografie

Nica,V. T.,Mustata, Fl., Maracine, V.,Ciobanu, Gh., Cercetari Operationale, Editura Matrix Rom,
Bucuresti, 1998

Hillier,F. S., Lieberman, G. J., Introduction to Operations Research, Mc Graw Hill Publishing
Company, New York, ...,2001

Taha, H. A., Operations Research: an introduction, gth ed., Pearson Prentice Hall, New Jersey, 2007

Bronson, R., Naadimuthu, G., Theory and Problems of Operations Research, Tata Mc Graw Hill
Publishing Company Limited, New Delhi, 2008

23



Unitatea de invatare 2

PROGRAMAREA IN NUMERE INTREGI
Particularitatile programarii in numere intregi

Cuprins

2.1 Reprezentari geometrice
2.2 Programarea liniara vs programarea in numere intregi
2.3 Dificultati in studiul si rezolvarea programelor intregi

Probleme propuse

Obiectivele unitatii de invatare 2

Exemplele prezentate in unitatea de invatare 1 au aratat ca utilizarea variabilelor intregi aduce un plus
de flexibilitate in modelarea unor situatii practice. Aceastd flexibilitate costa insa destul de mult,
deoarece programele intregi sunt mult mai greu de rezolvat decat programele liniare uzuale.Diferentele
structurale dintre programarea liniara si programarea in numere intregi vor fi treptat relevate si
explicate prin parcurgerea urmatoarelor etape:

- rezolvarea grafica a relaxatului unui program intreg in doud variabile (recapitulare din cursul de
Cercetari Operationale I !);

- recapitularea trasaturilor fundamentale ale programarii liniare;

- evidentierea solutiilor intregi si a anvelopei convexe a acestora;

- dificultati structurale cauzate de prezenta variabilelor intregi;

- conceptul de tdieturd; utilizarea taieturilor in rezolvarea programelor intregi;
- rezolvarea aproximativa a programelor intregi prin rotunjire; dezavantaje;

- analiza sensitivitatii In programarea intreaga.
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2.1 Reprezentari geometrice

Ca si in alte domenii de cercetare, reprezentarile si interpretarile geometrice au jucat un rol decisiv
in stabilirea rezultatelor fundamentale ale programarii matematice in general si ale programarii liniare
in special.

Vom considera programul intreg (P) In doud variabile rezultat din modelarea situatiei practice
descris in unitatea de invatare 1, exemplul 2; aldturat am notat programul relaxat (PL):

max f =500x, +450x,
6x. 1 5% <60 max f =500x, +450x,
X, +5X, <
b 6X, + 5%, <60
X, +2X%, <15
(P) <3 (PL) X, +2X, <15
X <
: X, <8
X, X, 20
) ) X, X, 20
X;, X, 1ntregi

Ne propunem sa rezolvam grafic cele doud programe, punand in evidenta principalele proprietati
ale multimilor lor de solutii admisibile. Analiza comparativd a acestor proprietti ne va permite
degajarea — cel putin la nivel de principiu — a unor metode de rezolvare a programelor intregi. Ideea de
baza este aceea de a identifica orice cuplu de valori numerice x,,X, cu un punct intr-un plan raportat la

un sistem de axe de coordonate.

X2
A

b\jxl >0

6X,+5%, < 60

x1+2x?£>ﬁ

Sagetile indicad semiplanele (sau semispatiile in
dimensiuni mai mari...) in care sunt verificate
restrictiile si conditiile de nenegativitate din
programul (PL) Punctele multimii hasurate OABCD
reprezintd solutiile admisibile ale programului (PL)

Pe frontiera multimii 4y, una sau alta dintre restrictii

sau conditii de nenegativitate este Indeplinita cu
egalitate!

Figura 2.1

Fie # p si # pL multimile de solutii admisibile ale programelor (P) respectiv (PL). Vizualizdm mai
intai # p. — vezi figura 2.1 Reamintim cad toate perechile de valori numerice care satisfac prima
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restrictie 6x, +5x, <60 se identificd cu punctele unuia dintre cele doud semiplane determinate de
dreapta 6X, +5x, =60; aici este vorba de semiplanul care contine origina sistemului de axe deoarece
coordonatele x, =0,x, =0ale acesteia satisfac inegalitatea.

Vizualizarea punctelor ale caror coordonate satisfac celelalte doud restrictii se trateaza asemanator.

Conditia de nenegativitate x, >0are loc In semiplanul “din dreapta” axei verticale x, =0 n timp
ce conditia x, >0 este Indeplinitd in semiplanul “de deasupra” axei orizontale x, =0.

In figura 2.1 sunt evidentiate cele cinci semiplane in care sunt verificate cele trei restrictii si cele
doud conditii de nenegativitate din programul (PL). Partea lor comund, adicd multimea hasurata
OABCD, este formatd din punctele ale cdror coordonate satisfac simultan aceste conditii i ca urmare
reprezintd multimea de solutii admisibile ale programului relaxat (PL).

Relatia de definitie a functiei obiectiv 500x, +450x, = f poate fi interpretata si ca ecuatia unui
fascicol de drepte paralele numite drepte de nivel ale functiei f. Daca o dreapta de nivel particulara
500x, +450x, = f intersecteazd multimea ~# pr, aceasta va insemna ca programul (PL) are solutii

admisibile care oferd functiei obiectiv valoarea prestabilita f .

4 Dreapta de nivel

500x; +450x, = optimul fractionar = 5 142;

 Solutia optima fractionard

x{":6% , x§:4%

Dreapta de nivel

{ Prin translatia dreptei de nivel particulare
500x%,; +450x, = 1800;

reprezentate se gaseste solutia optimd a
programului relaxat (PL)

v

Figura 2.2

In figura 2.2 a fost reprezentati dreapta de nivel 500x, +450x, =1800 . Coordonatele oricirui punct
al intersectiei acestei drepte cu # pp. reprezintd o solutie admisibild in care functia obiectiv are valoarea
1800. Pentru valori numerice superioare, dreptele de nivel corespunzatoare sunt translatii ale dreptei
originale in sensul indicat de sageata. Rezultd imediat ca maximul functiei f se atinge in ,,varful” C al
frontierei multimii 4. Punctul C este intersectia dreptelor de ecuatii 6x, +5x, =60s1 X, +2x, =15;

rezolvand sistemul lor gasim cd C are coordonatele x, = g X, = 3—70
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In concluzie, programul relaxat (PL) are solutia optima ,,fractionara” x’ =(6%,4%). Optimul

»fractionar” are valoarea f(x")=5 142% .

Solutia optima fractionara Xl* = 6E , x’zk = 42
Xy 7 7 i
_ Optimul fractionar f(x*)=5142 6
De P s 7
QI ™~ S

9y = 4900

Dreapta de nivel a N
functiei obiectiv | .

Figura 2.3

Prin simpla inspectie, se constatd cd multimea solutiilor admisibile Intregi ale programului (P) se
identifica cu multimea celor 54 de puncte cu coordonate intregi situate in interiorul sau pe frontiera
multimii # pp, — vezi figura 2.3. Repetand operatia de translatie a unei drepte de nivel a functiei obiectiv
in sensul maximizarii se gaseste ca solutia optimad intreagd este reprezentatd de punctul M cu

coordonatele Xl0 =8, Xg =2 ; optimul intreg are valoarea f (XO) =4900.

2.2 Programarea liniara vs programarea in numere intregi

Reluam exemplul din sectiunea precedenta si comparam multimile # p §i 4 pL reprezentate
simultan in figura 2.3. Putem trage urmatoarele concluzii, valabile si in cazul general.

1) 4 pL are proprietatea ca fiecare punct al sdu este ,,inconjurat” de alte puncte din multime,
oricat de apropiate. Ca urmare, teoria clasica a optimizarii, bazata, dupa cum se stie, pe posibilitatea
efectuarii unor deplasari infinitesimale in jurul unui punct, este direct aplicabila.

Prin contrast, solutiile admisibile intregi formeazd o multime rara: orice punct din # p posedd o

vecindtate_in care nu se mai afla alte puncte din multime. Aplicarea teoriei amintite este in acest caz
lipsita de sens.

2) 4 pr este 0 multime convexa si mai mult poliedrala avand un numar finit de varfuri. Aceste

proprietati, plus liniaritatea functiei obiectiv, ne asigurd cd solutia optima fractionara se gdseste
intr-unul din varfuri (conform teoremei centrale a programarii liniare). Cercetarea sistematicd a
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multimii varfurilor lui # pL cu ajutorul algoritmului simplex conduce la optimul fractionar Intr-un

numadr finit de pasi.

Cu rare exceptii, solutia optima intreagd — care este la urma urmei o solutie admisibild a
problemei relaxate — se gaseste in interiorul multimii 4 pp $1 ca urmare nu este nici macar generatd de

catre algoritmul simplex!

Dreapta de nivel a
functiei obiectiv |

Figura 2.4
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admisibile ale programului relaxat

formeaza multimea simplu hasuratai OABCD.
Acoperirea convexd a solutiilor admisibile intregi
este multimea dublu hasurata OAMNPQ

Xy

3) Sé consideram anvelopa convexa Conv(s# p) a multimii solutiilor intregi ale programului (P), adica
cea mai mici multime convexa care contine # p. In figura 2.4 aceasti anvelopa este reprezentati de
multimea dublu hasurata OAMNPQ. Prin constructie varfurile anvelopei Conv(# p) sunt solutii
admisibile intregi astfel cd, dacd vom maximiza functia obiectiv f pe aceasta multime, vom regasi

solutia optima intreaga x°.

In concluzie, putem rezolva o problema de programare in numere intregi ca o problema
de programare liniard uzuald cu conditia sa stim sa descriem in limbaj de inecuatii liniare
anvelopa convexa a solutiilor admisibile intregi!

In cazul studiat, anvelopa Conv(# p) se compune din solutiile sistemului de inecuatii:

X, +2X, <15
X, + X, <10
X, <8

(atentie: noile inegalitdti x, + x, <1051 x, <7 sunt derivate din dreptele MN si PQ din figura 2.4!)
In general, descrierea ecuationald a multimii Conv(# p) este posibild, chiar firi generarea
explicitd a solutiilor Intregi sau macar a unora dintre ele. Rezultatul are o valoare pur teoretica intrucat
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realizarea efectiva a descrierii este, de cele mai multe ori, imposibil de facut din cauza volumului imens
de calcule.

Totusi am putea recupera ceva din aceasta idee: addugand la problema relaxatd (PL) un numar
(finit) de restrictii suplimentare, astfel alese incat sa fie verificate de toate solutiile intregi, se pot
indeparta din # pr 0 serie de portiuni asa incat solutia optima intreagd sd devina varf in multimea
ramasa putand fi astfel recunoscuta de algoritmul simplex — vezi figura 2.5.

Din acest motiv, noile restrictii se numesc taieturi sau plane de sectiune.

xO\tdietura 2 X
max f may;‘
A = .

Figura 2.5

Concret, solutia optima intreagd va putea fi detectatd de catre algoritmul simplex dupd un
numar de reoptimizari cu addugare de restrictii (taieturi).

In principiu, orice tidieturd se obtine printr-un proces de ,rotunjire intreaga” a unei
combinatii liniare a restrictiilor programului original si eventual a taieturilor anterior generate.

Pentru ilustrare, sd notdm cu E;,E»,E;3 restrictiile programului studiat mai sus.Combinatia E; + E;

. . 5 . < . . © g 1w .
produce inegalitatea 7x, +7x, <75 X, + X, < 107 verificatd de orice solutie admisibila a programului
relaxat(PL) si in particular de toate solutiile intregi ale lui (P). Este clar cd inegalitatea

X, + X, QOz{lO%J va fi verificatd de toate solutiile intregi ale lui (P) dar nu si de toate solutiile

. . . - . . 3 2 e
admisibile ale programului relaxat (de exemplu solutia optima fractionara x =(67,47) nu verificd).
Prin urmare inegalitatea X, + X, <10este o taieturd. Analog combinatia redusd la restrictia E; si rescrisa

. 1 1 . .. <.
echlvalentE X, +X, <7 5 conduce prin rotunjire la taietura x, <7.

De remarcat ca cele doud taieturi construite, Tmpreund cu restrictiile originale definesc complet
acoperirea convexd Conv(# p) = OAMNPQ si reduc rezolvarea programului intreg (P) la rezolvarea
programului liniar uzual:
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(max) f =500x, +450x, (max) f =500x; +450x,
6X, + 35X, <60
X, +2x, <15 X] +2Xy <15
X, <8 = X] <8
X, + X, <10 X]+ Xp <10
X, <7 Xy < 7
X, X, 20 X|, Xy >0

(inegalitatea 6X; +5X, < 60 a fost eliminata fiind, In mod clar, o consecinta a inegalitatii x, + x, <10!)
In general procesul de obtinere a tiieturilor descris mai sus este ,,stufos” si contine multe ,,redundante”.

De exemplu, combinatia E +E,+E, < 8x +7x,<83 < gxl + X, S% implica  tdietura

8 83 . . e A
{7 Jxl +X, < {7J & X, + X, <11, care decurge din inegalitatea x, + X, <10 obtinutd anterior; in fapt noua

relatie, desi este verificata de toate solutiile intregi nu este o taietura ,,veritabilda” fiind satisfacuta si de
toate solutiile programului relaxat (PL)! Tot asa, inegalitatea x, <7, desi este o tdietura ,,efectivd” nu

este de nici un folos in optimizare asa cum rezulta din figurile 2.3 si 2.4.

4) In cazul studiat 4 p era o multime finitd. Acest lucru se intAmpla si in situatii mai generale;
de exemplu o problemi de programare cu n variabile bivalente nu poate avea mai mult de 2" solutii
admisibile Intregi. Fara a influenta generalitatea concluziilor, se poate presupune ca orice program
intreg are un numar finit de solutii intregi.

Aceste constatari ne vor permite sa Intelegem mai bune fundamentele, performantele si limitele
metodelor de rezolvare a programelor Intregi ce vor fi prezentate Tn urmatoarea unitate de invatare.

2.3 Dificultiti In studiul si rezolvarea programelor intregi

In general, programele intregi sunt mult mai greu de rezolvat decit programele liniare uzuale.
Astfel, dacd in prezent a devenit o obisnuinta rezolvarea unor programe liniare cu mii de restrictii $i
zeci de mii de variabile (continui) solutionarea unui program cu mai putin de 100 de variabile intregi
poate cauza mari dificultati.

Mai precis, principalul neajuns al tuturor metodelor de rezolvare exacta a programelor intregi il
constituie comportamentul impredictibil pe probleme de dimensiuni apropiate: este posibil ca o
problema sa fie rezolvata ,,repede” in timp ce alta, de aceleasi dimensiuni sau chiar mai ,,mica” sa nu
cedeze intr-un interval de timp rezonabil! Experienta de calcul acumulatd pana in prezent arata ca in

»depune” cam acelasi efort de calcul pe probleme asemanatoare ca dimensiune.
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In multe situatii practice se poate recurge la urmatoarea schema de rezolvare aproximativa a
unui program intreg prin rotunjire.

Ignoram cerinta de integritate si rezolvam programul relaxat (care este un program liniar uzual).
Doua situatii sunt posibile:

1) variabilele intregi originale au valori optime intregi; daca este asa atunci solutia optima a
programului relaxat este si solutia optima a programului Intreg dat.

2) unele variabile intregi au valori fractionare in solutia optima a programului relaxat. in acest
caz aceste componente vor fi rotunjite fie superior fie inferior la valori intregi in ideea ca solutia optima
intreaga este situatd in ,,apropierea” solutiei optime ,,fractionare”. Evident, operatia de rotunjire trebuie
astfel ficuta incat rezultatul si fie o solutie admisibild, adica si verifice restrictiile problemei! In final
se accepta solutia obtinutd prin rotunjire ca solutie suboptimala a programului intreg dat. Adeseori in
practica acest lucru este justificat prin faptul ca valorile permise variabilelor sunt suficient de mari
astfel Incat rezultatul rotunjirii sd fie neglijabil.

Dezavantajele schemei sunt aproape evidente:

- Frecvent numarul posibilitatilor de rotunjire este foarte mare, implicind un volum apreciabil de
calcule pentru verificarea si sortarea lor.

- Impedimentul major apare la programele 1n care plaja de valori permise variabilelor Intregi este
micd cum este cazul variabilelor bivalente. De multe ori este posibil ca ,,distanta” dintre solutia optima
intreaga si cea fractionard sa fie asa de mare Incat simpla rotunjire sa nu conduca nici macar la solutii
acceptabile.

Exemplul 1 Reludm programul intreg (P) rezolvat grafic in sectiunea 2.1. Solutia optima fractionara

. 3 .. 2 . 6 . . C e .
X, =6=,%x, =4= f(x")=5142—= nu are un sens economic coerent deoarece X, si X, reprezinta cicluri
1 7 2 7 7 1 2

de fabricatie care odatd incepute nu pot fi intrerupte pana la sfarsit!

ege vy

X, =7,%=5; X, =7,X,=4; X =6,X,=5; X =6X,=4

dintre care numai ultima este admisibila aducand un profit de 6-500+4-450=4800 $.0 cale mai buna
ar consta in rotunjirea valorii uneia dintre variabile si gasirea ,,celei mai bune” valori pentru cea de a
doua; ar rezulta combinatiile admisibile x, =7,x, =3 cu profitul 4850$ si x, =5,x, =5cu profitul

47508.
Toate aceste combinatii rezultate din rotunjire sunt inferioare totusi veritabilei solutii optime
intregi: x/ =8,x) =2 f(x")=49008.

Exemplul 2 Consideram urmatoarea problema de alegere a unor proiecte de investitii:

(max) f =4x, + 6x, + 7x, +16X, <« valoarea netd prezenta a profitului(milioane lei);
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16X, + 35X, +45x, +85x, <100 <« restrictia de Incadrare in capitalul disponibil(mil.lei);
X, €1{0,1}

Relaxatul acestui program bivalent este programul liniar uzual:

(max) f =4x, +6X, +7X, +16X,
16X, +35x%, + 45X, +85x, <100
0<x; <l j=L..,4

a carui solutie optima este:
x'=1 x;=0 x'=0 x:=0988  f(x")=19.8118

Daca x, =11nseamna acceptarea proiectului 1 iar x, =0 Inseamna respingerea proiectului 2, x, =0.988
. . . . . 3. A <
nu are absolut nici o semnificatie, spre deosebire de x, = 67 din exemplul precedent care tot Inseamna

»» sase cicluri si ceva”!!
Rotunjirea superioard a lui x, nu conduce la o solutie admisibila in timp ce rotunjirea inferioara duce la
solutia:

X, =1 X,=%,=X%X,=0 f(x)=4

X\ =1 x;=1 x;=1 x;=0 f(x*)=17

Exemplul 2 este interesant si din alt punct de vedere: dacd se mareste capitalul disponibil cu numai 1%,
adica de la 100 la 101 milioane lei solutia optima intreaga se modifica radical:

x'=1 x"=0 x{"=0 x;°=1  f(x*)=20

Valoarea functiei obiectiv creste cu 3 milioane lei reprezentand 17.6% din castigul
anterior!!(orice manager cu scaun la cap ar mari capitalul disponibil cu un milion pentru a obtine de
trei ori mai mult!)

Daca ne referim la programul relaxat, solutia optima a problemei modificate coincide cu solutia
optima intreagd amintita, astfel cd cresterea functiei obiectiv este de numai 20 — 19.8118 = 0.1882 mil.

reprezentand 0.95% din optimul initial. Se confirmd concluzia cd in programarea liniard uzuala la
variatii mici ale constantelor modelului corespund variatii mici ale optimului!

Acest exemplu a aratat cd optimul unui program intreg poate fi extrem de sensibil la variatii
mici ale constantelor programului asa Incét practicienii recomanda rezolvarea lui de mai multe ori, cu
mici modificari in mérimile constante, in incercarea de a obtine ,,cea mai bund” solutie optima ce poate
fi acceptata pentru implementarea 1n practica.
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Probleme propuse

1. Se considera programele intregi:

- <
2%, +2x, <9 X 42X <2 —3X, +8x, <19
X, —X, <2
3x, + X, <11 6X, +3X, <17
a (P) b) (P)y2x, +2x,<7 c) (P)

X/, X, =0 intregi . . X;, X, = 0 intregi
v g X,,X, >0 intregi > £
(max)f =5x, + 2X,

(maX)f = 3)(1 + 5X2 (maX)f = 3X1 + 2X2

Pentru fiecare din ele:

1) Scrieti programul relaxat (PL) si reprezentati grafic multimea # pp formatd din solutiile
admisibile ale acestuia. Recapitulati principalele proprietati ale multimii »# p. Determinati
solutia optima fractionara x".

ii) In acelasi desen, puneti in evidentd solutiile admisibile intregi ale programului (P). Ce
deosebiri observati intre multimea 4 p a solutiilor intregi si multimea 4 p. a solutiilor
admisibile ale programului relaxat? Determinati solutia optima intreaga x°.

iii) Puneti in evidenti acoperirea convexi Conv(# p) a multimii 4 p. Incercati si scrieti

Conv(+# p) ca multime de solutii ale unui sistem de inecuatii liniare.Generati taieturi dupa

modelul dat in text. Reduceti rezolvarea programului intreg (P) la rezolvarea unui program
liniar uzual.
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Unitatea de invatare 3

PROGRAMAREA IN NUMERE INTREGI
Metode de rezolvare exacta a programelor intregi

Cuprins

3.1 Generalititi privind metodele de rezolvare a programelor intregi
3.2 Metoda Branch and Bound — descriere de principiu
3.3 Aplicarea metodei B&B. Exemple numerice

Probleme propuse

Obiectivele unitaitii de invatare 3

Rezolvarea unui program intreg este o chestiune dificila mai cu seamd in cazul in care
dimensiunile acestuia — numar de restrictii, numar de variabile — sunt mari ca si atunci cand
programul este “puternic structurat”. In unele contexte concrete este suficientd rezolvarea
programului relaxat, operatie care de reguld este mult mai usor de facut, si rotunjirea rezultatului la
o solutie Intreaga acceptabild (suboptimald). Exista totusi destule situatii in care cunoagterea solutiei
optime 1intregi este imperios necesard. latd de ce in aceastd unitate de invatare se propun
urmatoarele obiective:

- prezentarea la nivel de principiu a unor clase de metode de rezolvare exacta a programelor
intregi;

- descrierea efectiva a metodei Branch and Bound, des utilizata in programele de calculator;

- ilustrarea numerica a aplicarii metodei B&B.
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3.1 Generalitati privind metodele de rezolvare a programelor intregi

Din punctul de vedere al teoriei complexittii, programele intregi fac parte din clasa
problemelor ,grele”.Aceasta nu inseamni ci ele sunt cu totul intractabile. In dimensiune , relativ
moderatd”, aceste probleme pot fi rezolvate exact si in timp rezonabil. Folosind metode de cautare
din ce 1n ce mai sofisticate au putut fi rezolvate cu succes si probleme de dimensiuni apreciabile.
Totusi nu se poate spune ca metodele exacte — oricat de sofisticate ar fi ele — sunt in stare sa faca
fatd oricarei probleme si mai mult pot avea comportamente radical diferite pe probleme

asemanatoare si de aceeasi talie!

Faptul ca un program intreg are (sau poate fi facut sd aibe) un numar finit de solutii
sugereaza si cel mai simplu mod de rezolvare bazat pe enumerarea totala sau partiala a acestor
solutii. Enumerarea totald a fost evocatd doar ca posibilitate pentru ca, desi este finit, numarul
solutiilor intregi ce trebuie generate si verificate poate fi ( mai cu seama in aplicatiile practice)
,,excesiv”’ de mare.

Schemele de enumerare partiala determina solutia optima intreaga generand efectiv doar o
parte a multimii solutiilor intregi — de dorit cat mai mica — solutiile negenerate fiind recunoscute
implicit ca neoptimale. Domeniul predilect al metodelor de enumerare il constituie programarea
bivalenta si un exemplu reprezentativ (in fapt, primul) este algoritmul aditiv al lui BALAS (1965).

Exceptand enumerarea, metodele exacte ,,clasice” reduc rezolvarea unui program intreg
(P) la rezolvarea mai multor programe liniare uzuale cu ajutorul procedurii simplex primala
sau duala.

Astfel, metodele de tip ,,plane de sectiune” genereaza o secventa finitd de programe liniare
PL=PL,,PL,,PL,, ...,PL, primul fiind relaxatul programului (P) si ultimul avand drept solutie
optima chiar solutia optima intreagd cautata. Pentru fiecare k=1,2,....,t programul (PLy) se obtine
din programul anterior (PLy.1) prin addugarea unei taieturi a carei constructie diferd de la metoda la
metoda. Elementul comun al acestor proceduri este observatia potrivit careia solutia optima intreaga
va fi recunoscuta de algoritmul simplex daca si numai daca ea va fi — intr-o problema extinsa — o
solutie de baza cu trei proprietati: sd fie primal admisibila (= sa aibe componentele nenegative), sa
fie dual admisibild (= sa verifice criteriul de optim al algoritmului simplex) si sd aibe toate
componentele intregi. Toate metodele bazate pe plane de sectiune construiesc tdieturile de asa
manierd incat solutiile optime ale programelor (PLy) s mentind doud din cele trei proprietati,

S

»fortand” indeplinirea proprietatii restante.

In algoritmul ciclic al lui GOMORY (1958) taieturile conserva primal si dual admisibilitatea
in timp ce algoritmul discret (GOMORY, 1963) mentine dual admisibilitatea si integritatea
solutiilor intermediare. Ambele proceduri conserva deci dual admisibilitatea si ca urmare rezolvarea
fiecarui program (PLx) k=12,...,t se face prin reoptimizarea programului precedent — extins cu
taietura atasatd — cu algoritmul simplex dual.

Algoritmul lui YOUNG si GLOVER (1972) conserva primal admisibilitatea si integritatea solutiilor
intermediare folosind pentru reoptimizare algoritmul simplex primal.

Desi in teorie metodele amintite determina solutia optima intreagd Intr-un numadr finit de
pasi, in practicd ele s-au dovedit lente, instabile si mai cu seama impredictibile in comportament pe

35



probleme de aceleasi dimensiuni. Meritul lor major este acela de a fi impulsionat cercetarea in
domeniul teoriei poliedrale si al cautarii de tdieturi mai restrictive care sd exploateze
particularitatile structurii problemei de rezolvat.Fie separat, fie in combinatie cu alte metode,
planele de sectiune sunt utilizate astazi la solutionarea unei largi varietati de probleme de optimizare
»grele”.

Ar fi de amintit in final ca taieturile au fost utilizate pentru prima data — desigur intr-o forma
incipientd — de DANTZIG, FULKERSON si JOHNSON (1954) la rezolvarea unei probleme a
comisvoiajorului In care se cerea determinarea celui mai scurt traseu de vizitare a 42 de orase din
SUA.

Branch and Bound, abreviat B&B (LAND, DOIG, 1960; DAKIN, DRIEBECK, 1964;
BALAS, 1965) este o metoda alternativa de rezolvare a programelor intregi totale sau mixte bazata
pe un principiu ce aminteste vechiul adagiu latin ,,divide et impera”. Deoarece problema originala
este in general greu de rezolvat ,direct”, ea este ramificata, adicd divizatd in subprobleme mai
mici, cu mai putine solutii intregi. Fiecare subproblema rezultatd din ramificare este marginita,
aceasta insemndnd calcularea unei valori (margini) care aratd cit de ,,bune” sunt solutiile
subproblemei respective pentru procesul de optimizare. In principiu, fiecare subproblema este la
randul ei ramificatd in subprobleme si mai mici, afard de cazul In care marginea atasata aratd ca,
printre solutiile ei Intregi, nu se gaseste cu siguranta solutia optima intreaga ciutata.

3.2 Metoda Branch and Bound — descriere de principiu

Pentru prezentarea metodei vom fixa un program liniar intreg (P) in care functia obiectiv se
maximizeaza. Putem presupune cd toti coeficientii functiei obiectiv sunt numere Intregi astfel ca
evaluarea ei in orice solutie intreaga a programului (P) va fi un numar intreg. Admitem ca multimea
solutiilor admisibile ale programului relaxat (PL) este marginita; de aici va rezulta ca (P) are un
numar finit de solutii intregi. Aceasta ipoteza nu este deloc restrictivd putand fi asigurata in toate
aplicatiile practice.

Metoda utilizeaza o ,,listd” £ in care vor fi inscrise toate programele intregi rezultate din
procesul de ramificare. Dupa cum se va vedea, toate programele din lista £ sunt extinderi ale
programului original (P) cu limitdri impuse unora dintre variabile. Lista este dinamica in sensul c4,
pe parcurs, 1n ea se vor opera stergeri si/sau adaugiri de programe. La start £ = {P}.

Intr-o ,,locatie” notatd Xcmp se va pastra Cea Mai Buna solutie admisibild Intregd gasitd in
timpul derularii procedurii. Intr-o altd locatie, Zcms , se va inscrie valoarea functiei obiectiv in

solutia din Xcmp. La start:

Xemp =198}, Zeyp =— in problemele de maximizare sau Zqyp =+ in cele de minimzare.

Locatia Xqyp S€ poate initializa si cu o solutie Intreagd particulara, in caz cd o asemenea solutie se
cunoaste! Evident z.y,5 se va initializa cu valoarea corespunzdtoare a functiei obiectv.
Vom arata acum cum lucreaza metoda.
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Pasul 1 Daca lista .Z este vidd procedura se opreste. Daca locatia Xcmp este ocupatd acolo se

va gasi solutia optima Intreagd a programului (P). Valoarea optima a functiei obiectiv se va lua din
Zems. In caz cd locatia Xcomp este vida, programul (P) nu are solutii admisibile intregi.
Daca lista £ este nevida se trece la:

Pasul 2 Se selecteazd unul dintre programele inscrise in £, de obicei primul. Programul
selectat, notat P, , se sterge din lista ( atentie, lista .Z este ordonata asa ca de la bun inceput trebuie

convenit locul in care vor fi operate stergerile si adaugirile de programe, de exemplu in ,,capul”
listei).
Nota: la prima iteratie, P_ = P 1nsa pe parcurs indicele o va fi — dupa cum se va vedea — o

e

succesiune de 1 si 2.

Pasul 3 Se trece la rezolvarea programului relaxat (PL,) folosind algoritmul simplex. Sunt
posibile urmatoarele situatii:

I) (PL,) este un program incompatibil, adicd nu are solutii admisibile; evident nici P, nu
va avea solutii intregi. Se revine la pasul 1.

1) ( PL,) este un program compatibil si cu sigurantd va avea un optim finit notat z,. Este
usor de vizut cd numirul intreg |z, | este o margine superioari a functiei obiectiv din (P) pe

solutiile intregi ale programului P, . Doud cazuri sunt posibile in continuare:

IT;) LZaJS ZcMB

In aceasta situatie nici o solutie intreagd a lui P, nu va fi mai ,bund” decat solutia intreaga
depozitata in Xcmp ! Ca urmare, este inutil sa mai cercetam solutiile intregi ale programului P, (vom
spune cd programul (P,) este ,,abandonat”). Se revine la pasul 1.

I1>) |_Za J > ZcmB

(In acest caz s-ar putea ca (P,) sa aibe solutii intregi mai ,,bune” decét solutia din locatia Xcms !)
Fie x solutia optima a programului (PL,).Sunt posibile doua continuari:

. . ~ . . . . “ A .« A * . *
II,1) Toate variabilele intregi din programul original au valori intregi in X ; evident, X va fi
o solutie Intreagd mai buna decat cea existentd in Xcmp, drept care se fac actualizarile:

* *
Xemp € X 5 Zemp € F(X7)
dupa care din nou se revine la pasul 1.
II;) Una sau mai multe variabile intregi din programul original au in X valori fractionare.
Fie x¢ una din aceste variabile. Este clar ca orice solutie Intreagd a programului P, va verifica una

din inegalitatile mutual exclusive:

Xy Sl_x”sauxk 2|X|’(’ |=|_XEJ+1

(s-a notat cu I_XJ si !_X—‘ rotunjirea intreaga inferioara respectiv superioara a numarului real x)
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Extindem programul intreg (P,) cu fiecare dintre cele doud inegalitati, obtindnd doud noi programe
intregi:

p = i
o = xksl_x;J S o = xkz[xﬂ

Noile programe au urmatoarele proprietati evidente:

- nu au solutii intregi comune;
- reuniunea solutiilor lor intregi este multimea solutiilor intregi ale programului (P,) — vezi
figura 3.1

* * *
X =(x1,x2

X1

Figura 3.1

(comentariu: prin urmare, cercetarea solutiilor intregi ale lui P, se va realiza prin cercetarea
separatd, in etape ulterioare diferite, a solutiilor intregi ale programelor Py si Pyo. Cercetarea va fi
»oarecum” usuratd prin faptul ca programele ,,succesoare” Py i Py au fiecare mai putine solutii
intregi decat programul ,,parinte” P,)

Noile programe (Pq;) si (Py2) se adauga in capul listei £ , in locul lui P, deja sters:

L= { Pal . Paz, }
Se revine la pasul 2.

Observatii:

1) Despre programele Py si Py, vom spune ca au rezultat din ramificarea programului P,
dupa variabila (intreaga) x.

2) In cazul in care ramificarea se poate executa dupi mai multe variabile este necesar un
criteriu de alegere. De exemplu, ramificarea se poate face dupa prima variabila intreaga
cu valoare fractionard in X sau dupd variabila intreagd cu cea mai mare parte
fractionara in X .
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3) Procedura descrisd este aplicabild §i programelor intregi mixte cu precizarea ca
ramificarea, atunci cand este necesard, se va face numai dupa variabilele intregi!

Pentru intelegerea metodei vom vizualiza procesul de ramificare printr-un graf arbore T ale
carui noduri sunt relaxatele diferitelor programe rezultate din ramificare — vezi figura 3.2 Un nod
din T, identificat cu programul liniar (PL,), va fi un nod terminal dacé si numai daca programul
(Py) nu a mai fost ramificat si aceasta se intampla in trei situatii:

- (PL,) este un program incompatibil;
sau
- (PLy) este compatibil dar marginea atagata aratd ca nu are solutii intregi mai bune decat
solutia existenta n Xcmg;
sau
- (PL,) are solutie optima intreagd mai buna decat cea din Xcmp.

Cu exceptia radacinii (PL) fiecare nod din T are un unic predecesor. Orice nod care nu este nod
terminal are doi succesori.

PL

PL, PL,
PL; PL» PL;; PL,

A Noduri terminale / \

PLx: PL»

/ \ Nod terminal

Figura 3.2

Arborele T nu existd de la Inceput! La start el se reduce la radacina (PL) si in continuare
primeste noi noduri si arce de legaturd in functie de problemele rezultate din ramificare si efectiv
rezolvate.

Aceasta ar fi o descriere de principiu a metodei B&B. Desigur, sunt necesare precizari
privind modul de alegere al subproblemei ce urmeaza a fi ramificata sau al variabilei dupa care se
face ramificarea. La fel, manipularea si stocarea datelor conditioneazd nemijlocit performantele
metodei. Nu mai putin importanta s-a dovedit etapa de pregatire a programului de rezolvat in care
acesta este simplificat si reformulat prin eliminarea eventualelor restrictii redundante si a
variabilelor a caror valoare optima poate fi dedusa direct din structura problemei (preprocesare).
Metoda B&B este astdzi implementatd in mai toate programele comerciale destinate rezolvarii
programelor intregi.
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Principalele dezavantaje ale metodei descrise sunt:

o cresterea foarte rapida, chiar exploziva a numarului problemelor de rezolvat si de aici a
volumului de calcule o data cu cresterea dimensiunilor programului original si mai cu
seama a numarului de variabile intregi;

e comportare impredictibili pe probleme de dimensiuni apropiate: arborele problemelor
rezolvate poate fi extrem de ,,stufos” pentru o problema si foarte simplu pentru o alta.

Branch and Cut este o procedura si mai performantd, rezultatd din combinarea metodei
B&B cu metoda planelor de sectiune. Versiunea hibrida a fost utilizatd cu succes la rezolvarea unor
probleme de tip ,,comisvoiajor” de dimensiuni impresionante.

3.3 Aplicarea metodei B&B. Exemple numerice

Exemplul 1 Vom determina solutia optima intreaga a programului

(max) f =2x, +5X,

2X; +2X, <9
(P) X, +3x, <11
XX, 20

X, X, intregi

folosind metoda B&B descrisa mai sus. Convenim ca in lista £ toate adaugirile si stergerile sa se
opereze in capul listei iar variabila dupa care se face ramificarea unui program (P,) sa fie prima
variabild intreagd cu valoare fractionara in solutia optima a relaxatei (PL,).

Start Initializam:

Xemp < D (locatia vidd); Z-yp = —0 (in problemele de maximizare !); £= { P }

Iteratia 1 Operatii:

e Selectam programul (P), singurul element al listei £ .
e Stergem P din listd — lista .Z este acum vida.
e Cu algoritmul simplex rezolvam programul relaxat

(max) f =2x, +5x,
2X; +2X, <9

PL
(PL) X; +3x%, <11

X, X, 20
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(in cazul de fata se poate folosi si metoda graficd) Se gaseste solutia optima fractionara:

XI:IZ R x2=3Z ; Z=f(x)=18%

e Optimul intreg nu depdseste marginea superioarad {Z = IS%J =18 .Conditia de ramificare

I_ZJ > ZcmB < 18 > —oeste banal satisfacutd (suntem abia la inceput si inca nu a fost

gasitd nici o solutie intreagd a programului (P)...). Ramificim (P) dupa variabila X,
. . 1 A ~ . ~ A * A -~ " .
prima variabild intreagd cu valoare fractionard in X . Aceasta inseamna inlocuirea

programului (P) cu programele intregi:

(max)f =2x, +5x,
2%, +2%, <9

P P
= = < i =
(P) {XISI X, +3x, <11 si (Py) {XIZZ
X, <1

X;, X, 20, intregi

e Inscriem programele rezultate din ramificare in capul listei £ :
L= { P] 5 P2 }

Iteratia 2 Operatii:

Selectam programul (P), primul program inscris in lista .Z .

Stergem programul selectat din listda > .Z= { P, }.
Rezolvam problema relaxata (PL;); se gaseste solutia optima, din nou fractionara:

X, =1, x§=3% ; zlzf(x*)=18§

Deoarece | z; | =18 > —o0 = z(pp ramificim (P;) dupa variabila X,.

Noile programe:

] . P
(Pn)E{ $1 ('312)5{
2

X2S3 X, >4

vor fi inscrise in capul listei £ :
£={Py1,Ppn, Py}

Iteratia 3 Selectam programul (P;) si actualizam lista < :

L={Pp, Pr}
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dupa care rezolvam programul relaxat (PL;;) ; obtinem solutia optima intreaga:
Xi\=1, x=3; f(x")=17

In acest stadiu al derularii algoritmului B&B nu putem sti daci aceasta solutie este si solutia optima
a programului original (P). O vom retine ca fiind Cea Mai Bund solutie Intreaga gasita pana acum:

Iteratia 4 Acum se va rezolva relaxata programului (P;;). Lista programelor intregi de studiat se
reduce la:
L= {P}

Se gaseste ca programul liniar (PL,,) este incompatibil.

Iteratia 5 Se selecteaza programul (P,); lista < devine vida. Programul relaxat (PL,) are solutia
optima fractionara:

XX =2, x;=3% ; zzzf(x*)=16%

Deoarece \_ZZJ =16 <17 =z nici o solutie intreagd a programului (P») nu este “mai buna” decat
solutia existenta in Xcmp; abandonam (P,) si revenim la consultarea listei £ .

Iteratia 6 In acest moment £ = : aceasta inseamni ci toate solutiile intregi ale programului
original (P) au fost cercetate si cd solutia depozitatd in Xcyp este cea mai buni. In concluzie, solutia
optima intreaga cautata este:

x'=1 x3=3 f(x")=17

Consideratiile precedente sunt sintetizate In graful arbore T din figura 3.3; nodurile lui T
sunt cele cinci programe liniare efectiv rezolvate cu algoritmul simplex in ordinea PL, PL,;, PL;;,
PL] 2 $1 PL2

Dupa cum s-a mai spus, arborele T se construieste progresiv pe masura derularii
algoritmului.La start el se reduce la “radacina” (PL) si In continuare primeste noi noduri si arce
corespunzatoare programelor rezultate din ramificare.

Un nod (PL,) — unde a este o succesiune de 1 si 2 — corespunzator unui program intreg (P,)
ramificat, are doi succesori (PLy;) si (PL2) ce corespund relaxatelor programelor intregi:

e [ ®
Co=ly <] ¥ ®D=15 5[x]

. . - . . . . - * . . - .
rezultate din ramificarea dupa variabila X; (reamintim cd X este solutia optima a programului relaxat
(PL,) in care x; este prima componentd fractionara!)
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Initializare
Xem= D Zomp =-o¢

PL
X, =13 X, :3l f=18=
4 4 4
M N}
PL, PL,
1 2
X, =1 x,=3- f=18= X, =2 X,=2— f=16—
3 3 2 2
Xig/\iz 4 Stop ramificare deoarece
marginea=16<17=Zcyp
PL][ PLIZ
X, =1 x,=3 f=17 Incompatibila
Actuatizare
Xemr=(1.3)  Zemr =17
Figura 3.3

Am putea spune cd, o data stabilitd oportunitatea ramificarii programului (P,) sau, altfel
spus, a nodului (PL,), existd “doua directii de inaintare” in arborele T: una “spre stinga” catre
nodul (PLy)), si cealaltd “spre dreapta” catre nodul (PLy2). Ca “reguld de inaintare”, intotdeauna
se va merge mai intdi “spre stanga”, catre (PL,;) si apoi, intr-o etapa ulterioara si nu neaparat
imediatd, pe cealalta directie catre (PLy2).

Examinarea directiilor de inaintare “spre dreapta” sugereaza “intoarceri” dintr-un nod (PL,,)
catre unicul predecesor. “Pasul inapoi” se face atunci cand din nodul (PLy) “nu se mai poate
inainta” si aceasta se intampla numai daca:

e Programul (P,) nu mai poate fi ramificat;
sau daca
e Ambele directii de Tnaintare din nodul (PL,) au fost examinate.

Consideratiile precedente justificd urmatoarea clasificare a nodurilor arborelui T, clasificare care
depinde de stadiul constructiei arborelui:
- noduri active = noduri din care se poate face o “1
posibile;
- noduri moarte = noduri din care Tnaintarea nu mai este posibila fiind necesara “intoarcerea”
in nodul predecesor.

naintare” in T pe una din cele doua directii

Cu aceste precizari de terminologie procedura B&B se opreste cand radacina (PL) a
arborelui T este declaratda nod mort.

Utilizarea limbajului introdus permite o descriere foarte sugestivd a modului in care ,,a
actionat” metoda B&B in ilustrarea numerica prezentata.
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Astfel, in iteratia 1, din nodul ramificat (PL) ,,am inaintat spre stanga” catre succesorul
(PL;) — miscarea 1. La iteratia 2 am mai facut o ,,inaintare spre stanga” cétre succesorul (PL;;) —
miscarea 2. Nodul (PL;;) nu a mai fost ramificat deoarece a produs o solutie intreaga (ca urmare a
fost declarat nod mort). Atunci ,,ne-am intors” in unicul predecesor (PL;) — miscarea 3 — si ,,am
inaintat spre dreapta” cétre al doilea succesor (PL;,) — miscarea 4. Din nou ramificarea nu a mai
»Ne-am intors” iardsi in (PL;) —miscarea 5 — si constatand ca ambele directii de Tnaintare din (PL,)
au fost examinate am mai facut un ,,pas inapoi” —miscarea 6 — catre predecesorul (PL), nodul (PL,)
fiind si el declarat mort. Abia acum am cercetat a doua directie de Tnaintare din (PL), cea care duce
la succesorul (PL,) — miscarea 7. Aici am realizat ca este inutila continuarea ramificarii (declarand
nodul (PL,) mort), drept care ,,ne-am intors” din nou in rddacina (PL) — miscarea 8 —cu concluzia
ca am cercetat toate solutiile intregi ale programului dat. Cele cinci noduri au fost declarate moarte
in ordinea (PL,;), (PL;2), (PL;), (PL), (PL). Problemele de programare liniara au fost rezolvate in
ordinea (PL), (PL]), (PL“), (Ple), (PLz)

Exemplul 2 Rezultatul aplicarii metodei B&B la rezolvarea programului intreg:

(max) f =20x, +11x,
(P)1240x, +145x, <696
X;, X, 20, intregi

este sintetizat in arborele din figura 3.4 A fost necesara rezolvarea a 11 programe liniare in ordinea:

PL ’ PLl ’ PLll B PL12 ’ PL121 5 PLlle ’ PL1212 5 PLlZlZl B PL12122 5 PL122 B PLZ

pentru a obtine solutia optima x =1, x) =3 f(x")=53.

(cititorul este invitat sa reconstituie continutul celor 12 iteratii). Se observa ca, desi acest program
este ,,mai mic” decat programul intreg studiat in exemplul 1 (are o singura restrictie faga de doua
cate avea cel de dinainte), efortul de calcul a fost mai mare. Se confirma faptul ca metoda B&B — ca
de altfel orice altd metodad exactd de rezolvare a programelor intregi — are un comportament ce nu
poate fi anticipat!

Exemplul 3 Asa cum s-a specificat deja in finalul sectiunii 3.1, combinarea metodei B&B cu
»generarea de taieturi” conduce, In general, la accelerarea rezolvarii programelor intregi. Pentru
ilustrare reludm programul (P) din exemplul 2, pe care, mai intai, il vom ,,extinde” cu citeva taieturi
usor de construit. Reamintim ca o taieturd este o restrictie suplimentara care elimind o parte dintre
solutiile neintregi conservandu-le insa pe cele Intregi.(vezi indicatiile date in sectiunea 2.2 a unitatii
de Invatare 2!)

240 696 ( 95 116

< =

Inmultim unica restrictie din (P) cu scalarul L: — X +X, £— l— X, + X, <4—.
145 145 145 145 145

Rotunjind inferior coeficientii fractionari rezulta taietura X, + X, < 4 ( de ce?).

145 696 216 _. .
X, < =2 .Din nou rotunjim
240

240 240
inferior coeficientii neintregi; obtinem o alta taieturd X, < 2.

. _ o 1
Inmultim acum restrictia originald cu scalarul 240 DX+
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Initializare
Xems = D 5 Zems = -o¢
PL
X1:2.9;X2:O;f:58

PL, PL,
X1=2 ;%X =149 ;f=156.39 incompatibild
PL,, PL,
X1=2;%=1;f=51 X;=1.692;x,=2;f=55833
Prima actualizare
Xems «—(2,1) 5 Zews < 51 X1 <1 X122
PL12| PL]22
X;=1;X%=3.145;f=54.595 incompatibila
X;S?J/\Xzz‘ﬁ‘
PL31 PL121»
X1=1;%,=3;f=53 X;=0.483;x,=4;f=55367
A doua actualizare
Xems «—(1,3) 5 Zomp < 53 X1 <0 X >1
PL512 PL12122
X =0;x,=48;f=52.38 incompatibila

Stop ramificare
deoarece marginea \_52.8J =52

este mai mica decat Zevr =53

Figura 3.4

Prin constructie, programul extins:

(max)f =20x, +11x,
240x, +145x, <696
(P){x, +x, <4

X, <2

X, X, = 0, intregi

va avea aceleasi solutii intregi ca si (P) si in particular aceeasi solutie optima intreaga. Aplicarea
metodei B&B la programul (P’) conduce ,,mai repede” la optim: din arborele dat in figura 3.5,
rezultd cd a fost nevoie sa fie rezolvate numai 5 programe liniare fatd de 11 cate sunt in arborele
programului original (P), vizualizat in figura 3.4!
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Initializare
XemB =D ;5 Zems = -o¢

=2 ; % =149 ; f=56.39

P’L

VMQ

P’L,

X1:2 5 X2:1 5 f=51

P’L,

X; =1.692 ; x,=2 ; f=55.833

Prima actualizare
Xems < (2,1) 5 Zems < 51

Probleme propuse

1. Recapitulati metoda B&B si enumerati situatiile in care un program (P,) din lista £ nu se
mai ramifica (echivalent, nodul (PL,) este nod terminal in arborele programelor liniare

efectiv rezolvate)

2. Ce modificari trebuie aduse procedurii B&B pentru a obtine toate solutiile optime intregi

P’L,,
X =1 ; X =3 ; f=53

P’Ly,
incompatibild

A doua actualizare
Xems < (1,3) 5 Zem < 53

Figura 3.5

(in caz cd sunt mai multe...)

3. Sa se adapteze metoda B&B la rezolvarea problemelor in care functia obiectiv se

minimizeaza. Sa se aplice metoda B&B la rezolvarea programului:

(vezi “problema fermierului” din sectiunea 1.1 unitatea de invatare 1)

4. Rezolvarea unui program intreg prin metoda B&B a necesitat aplicarea algoritmului
simplex programelor liniare indicate in arborele din figura 3.6. In ce ordine au fost
rezolvate aceste programe dacd, de fiecare datd cand un program (P,) din lista £ a fost

(min) f =14x, +12X,

(P) <35x%, +24x, 2107
X, X, 20 intregi

ramificat, cele doua noi programe (Py;) si (Py2) au fost inscrise:

i) ambele in capul listei £ in ordinea Py, Py, (regula uzuald);

ii) ambele in coada listei £ in ordinea Py, Pyy;
iii) Py In capul listei £ iar P, in coada acesteia.




Se reaminteste ca, In ceeace priveste consultarea listei £ (care are loc la inceputul fiecarei
iteratii), programul care se selecteaza — si se sterge din lista — este cel situat in capul listei!

Figura 3.6

5. Rezolvarea cu metoda B&B a unui program liniar in numere Intregi (P), In care functia
obiectiv se maximizeaza, a necesitat rezolvarea programelor liniare indicate Tn arborele din

figura 3.7
PL
f=41.43
x1=143;x,=4.24
PL, PL,
f=41 f=38.8
xX;=1;x,=4.5 X;=2;X=3.6
PL]] PL]2
=37 f=40
X1:1;X2:4 X1:1;X2:5
Figura 3.7

a) Precizati solutia optima fractionara X si optimul fractionar f(X*) precum si solutia optima
intreaga X" si optimul intreg f(x°);
b) Indicati pe arcele arborelui restrictiile dupa care s-a facut ramificarea;

¢) In ce ordine au fost rezolvate cele cinci probleme? Se va presupune ci toate actualizarile
listei £ s-au operat in capul acesteia!

d) De ce nu s-a continuat ramificarea din nodul (PL;)?
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6. Se considera programele intregi:

- X, +2X,<2
X, — X, £2
b)42x, +2x, <7

2%, +2X, <9
3%, + X, <11

-3X1 +8x%, <19
6Xx, +3%, <17

X1,Xo 20 intregi

(max) f = 3%y +2X,

X;, X, 20 intregi

(max)f =5x. +2X X, X, >0 intregi
=5X, ,

(max) f =3x, +5x,

Rezolvati prin metoda Branch & Bound programele date (in rezolvarea programelor liniare
generate de metoda puteti folosi metoda graficd). Pentru fiecare caz, construiti arborele T al
programelor liniare efectiv rezolvate.

7. Folositi utilitarul QM pentru rezolvarea programului intreg:

(max) X,
8X, + 35X, +3X, <100
6X, +9X, +8X, <200
X, +6X, +8X; —4x, 20
5X, +9X, +4x;, —3x, =20

X, X5, X5, X, 20 intregi

Reconstituiti arborele programelor liniare rezolvate pe baza informatiilor furnizate de
utilitar.
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Unitatea de inviatare 4

INTRODUCERE IN OPTIMIZAREA COMBINATORIALA
Obiectul optimizarii combinatoriale

Cuprins

4.1 Elemente de teoria grafurilor
4.2 Ce este optimizarea combinatoriala
4.3 Alte probleme reprezentative de optimizare combinatoriala

Probleme propuse
Bibliografie

Obiectivele unitatii de invatare 4

Recapitularea unor notiuni din teoria grafurilor;

Evidentierea — prin exemple — a particularittilor optimizarii combinatoriale;
Formalismul problemelor de optimizare combinatoriala;

Optimizarea combinatoriald, sursa a programarii in numere intregi,

Prezentarea unor probleme reprezentative ce vor fi studiate in urmatoarele sectiuni.
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4.1 Elemente de teoria grafurilor

Pentru intelegerea corectd si clarda a problematicii expuse in aceastd unitate de invatare
recomandam cititorului sa studieze si sd-si Tnsugeascd minimul de cunostinte despre grafuri dat in
aceasta sectiune (fireste, daca este cazul; cei avizati pot trece direct la urmatoarea sectiune).

A) Conceptul de graf

In esentd, un graf este un desen compus dintr-un numadr finit de puncte si de linii care unesc
unele dintre aceste puncte.

Figura 4.1

Punctele se numesc de obicei noduri sau varfuri in timp ce liniile se numesc muchii. Daca se
noteaza cu V multimea nodurilor si cu E multimea muchiilor, graful va fi notat prin sigla G = (V, E).

Graful G se va numi simplu daca oricare doua varfuri sunt extremitati pentru cel mult o muchie,
altminteri se va numi multigraf.Graful din figura 4.1a) este simplu; graful din figura 4.1b) este un
multigraf.Intr-un graf simplu orice muchie este perfect determinata de extremitatile sale.

Doua noduri din graful G se vor zice adiacente daca sunt extremitatile unei muchii; doua
muchii se vor numi adiacente daca au o extremitate in comun.

Graful G’=(V",E’) se va numi subgraf al grafului G=(V.E) dacd V'’ < V , E’  E si orice
muchie din E’are aceleasi extremitati in G i1 G’. In figura 4.2 sunt date doua subgrafuri ale grafului din
figura 4.1a); cel din stanga are aceleasi noduri ca si graful original dar mai putine muchii.

Graful este un instrument util in studiul unor colectii de entitdti intre care existd anumite
legéturi ca de exemplu:
e Retele de transport in care entitatile sunt localitati, fabrici, depozite iar legaturile sunt
drumuri auto, feroviare, aeriene, navale;
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e Retele de comunicatie audio, video, calculator prin care se conecteaza localitati, locuinte,
institutii, birouri;

e Retele electrice;

e Retele genealogice etc.

® @ ®

>
®

Figura 4.2

Un lant in graful G este o succesiune de muchii 4 =(e,e,,...,e,)cu proprietatea ca fiecare

muchie € are o extremitate in comun cu muchia precedenta €j.; si cealaltd extremitate Tn comun cu
muchia urmatoare €j+1. Natural, extremitatile lantului A sunt extremitatile ,,libere” ale primei si ultimei
muchii din lant. Numarul p al muchiilor din succesiune se numeste lungimea lantului. Un ciclu este un
lant ale carui extremitati coincid.

O muchie este un lant de lungime 1; doua muchii adiacente constituie un lant de lungime 2.

In graful din figura 4.1a) succesiunea de muchii:

®© ) O——@

este un lant de lungime 3 iar succesiunea:

®© ) ——@- O, ®

este un ciclu cu lungimea 5, reprezentat mai sugestiv astfel:

Q 3

Graful G se zice conex daca oricare doua noduri distincte sunt extremitatile a cel putin un lant
de muchii. Intuitiv, un graf conex este un graf ,,dintr-o bucatd” asa cum sunt cele din figurile 4.1 sau
4.2a). Graful din figura 4.2b) nu este conex fiind format din doua ,,bucdti” numite componente conexe.
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In continuare vom avea in vedere numai grafuri simple.

B) Clase importante de grafuri

1) Un graf se zice complet dacd oricare doud noduri diferite sunt extremitatile unei singure

0O AE C@
K K Ks Ky Ks

Figura 4.3

muchii. Un graf complet este perfect determinat de numarul n al nodurilor sale de unde si
notatia K,,. In figura 4.3 sunt vizualizate grafurile complete K; — Ks.

2) Un graf bipartit este un graf simplu G = (V,E) a carui multime de noduri V poate fi
partitionatd in doud submultimi disjuncte si nevide S si T astfel incit orice muchie din E are o
extremitate in S si cealalta in T.Daca in plus, pentru orice X € S si y €T existd muchia cu extremitatile

X si Yy graful se numeste bipartit complet si se noteaza cu sigla Ky, fiind perfect determinat de
numarul nodurilor m =|S|si n =|T| din S respectiv T. In figura 4.4 sunt reprezentate cteva grafuri

bipartite.

O~

—

ey

X

>

O

o
d

a)

T

graf bipartit care nu
este complet

b) c)

K2’3 K3,3

Figura 4.4
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Calitatea unui graf de a fi bipartit nu depinde de reprezentarea sa grafica. In figura 4.5, graful
din stdnga nu pare a fi bipartit; o redesenare a sa ne convinge de contrariu.

Figura 4.5

Iata o caracterizare eleganta a grafurilor bipartite:

Un graf este bipartit daca si numai daca nu contine cicluri de lungime impara.

3) Un graf se numeste arbore dacd este conex si nu are cicluri — vezi figura 4.6

Figura 4.6

Caracterizari echivalente: Graful H este un arbore daca si numai daca:

a) H este simplu si oricare doud noduri diferite sunt extremitatile unui unic lant de muchii;
b) H este simplu si numarul muchiilor este cu unu mai mic decét cel al nodurilor.

Fie G = (V,E) un graf oarecare. Se numeste arbore generator al grafului G un subgraf H =
(V,A) cu aceleasi noduri ca si G si care de sine statator este un arbore.De exemplu, graful din figura
4.2a) este un arbore generator al grafului din figura 4.1a).Este usor de vazut cd un graf are arbori
generatori daca si numai daca este conex.

4) Un graf se numeste planar daca existd o reprezentare graficd a sa cu proprietatea ca oricare
doud muchii nu se intersecteaza decét cel mult in extremitati.
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Figura 4.7

De exemplu, cele doud grafuri din figura 4.1 sunt planare. La prima vedere, graful bipartit
complet K, 3 vizualizat in figura 4.4b) pare a nu fi planar; o redesenare a sa ne convinge de contrariu —
vezi figura 4.7. De fapt, calitatea unui graf de a fi planar nu depinde de reprezentarea grafica ci tine de
structura sa intrinsecd; caracterizarea este insa mai dificila. Se poate demonstra cd graful complet Ks si
graful bipartit complet K3 3 nu sunt planare si mai mult orice graf care contine Ks sau K33 ca subgrafuri
nu este planar!

C. Orientarea unui graf

Fixdm un graf G = (V,E) pe care il presupunem a fi simplu.Aceasta inseamna ca daca o muchie
din E are extremitatile X , ¥ nu existd nici o alta cu aceleasi extremitati si ca urmare poate fi notata

inambiguu prin sigla {X, y}.

Fie atunci {X, y} o muchie oarecare din G. Perechile ordonate (X, y) si (Y , X) se vor numi arce
generate de muchia {X, y}. Despre oricare dintre aceste arce vom spune ca este opus celuilalt. Pentru
arcul (X, y) nodul X va fi extremitatea initiala iar y extremitatea finala.

A da o orientare pe muchia {X, y} inseamna a alege unul din arcele (X, y) sau (Y, X). Arcul ales
se va numi arc permis, celdlalt se va numi blocat.

Daci muchia {x,y} nu a fost orientatd convenim ca ambele arce generate si fie considerate

permise!
A da o orientare in graful G inseamna a da o orientare pe unele muchii ale sale (posibil pe nici
una, posibil pe toate) — vezi figura 4.8

Orientarea ,,vida” Orientare ,,partiala” Orientare ,,totala”
a) b) c)
Figura 4.8
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Grafurile partial sau total orientate servesc la reprezentarea:

e unor actiuni complexe, compuse dintr-un mare numar de activitdti intre care exista unele
relatii de precedenta in ceeace priveste executia;

e unei retele stradale Tn care unele tronsoane pot fi parcurse in ambele sensuri, altele numai
intr-un sens;

e unor structuri organizationale compuse din elemente — persoane fizice, departamente, birouri
— intre care exista relatii de subordonare.

Sa presupunem ca in graful fixat G = (V,E) s-a dat o orientare pe unele din muchiile sale. Fie U
multimea arcelor permise; graful va fi renotat G = (V,E,U).
De exemplu, graful din figura 4.8b) are:

- patru noduri: X, Y, Z, t;
- cinci muchii: {x,y}, {x,z},{xt}, {y,t}, {z.t};

Un drum in graful G va fi o succesiune de arce permise g = (U,,U,,...,U,) in care fiecare arc are

ca extremitate finald extremitatea initiala a arcului urmator. Drumul p are o extremitate initiala — data
de extremitatea initiald a primului arc U; si una finala ce coincide cu extremitatea finala a ultimului arc
Up. Lungimea drumului p este datd de numarul p al arcelor alcatuitoare. Un circuit este un drum ale
carui extremitati coincid.

De exemplu, in graful (partial) orientat reprezentat in figura 4.8b) succesiunea t >z > x >y
este un drum iar t - y — X — teste un circuit ambele avand lungimea 3.

4.2 Ce este optimizarea combinatoriala

Domeniul natural de manifestare al modeldrii cu variabile intregi 1l constituie, de departe,
optimizarea combinatoriald. Ce este o problema de optimizare combinatoriala si cum se modeleaza
urmeaza sa vedem in continuare.

Termenul ,,combinatorica” desemneaza acea ramurd a matematicilor care se ocupa cu studiul
»aranjamentelor” unei multimi finite, aranjamente conforme unei structuri date.

Exemplul 1 Este posibil sa grupam Vv obiecte in b blocuri (multimi) astfel incat:
« fiecare bloc sa contina exact K obiecte diferite;
o fiecare obiect sa se gaseasca in exact I blocuri;

o fiecare pereche de obiecte diferite sa apara in exact A blocuri ?
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Este firesc sa presupunem ca existenta unui asemenea aranjament implica anumite relatii intre
parametrii v, b, k, r, 4 si asa si este. Iata un raspuns afirmativ in cazul particular

v=b=7 , k=r=3 , A=1

1n care obiectele au fost numerotate de la 1 la 7:

Bl :{19294}782 :{273:5}983 :{3:496}384 :{4:597}785 :{5:6:1}786 :{69772}3
B, ={7,1,3}

In combinatorica clasica, prioritare erau chestiunile de existenta si de numarare:

e existd un anumit tip particular de aranjament?

o Cate asemenea aranjamente se pot forma? Existd o formula analitica pentru numarul lor?

Exemplul 2 Cate permutari de ordinul n

1 2 ... n
=
z7(1) 7(2)....z(n)
au proprietatea z(i) =1 1=1,..,n? (0 asemenea permutare se numeste deranjament).

Aici, obiectele sunt numerele 1, 2, ... , n iar aranjamentele sunt diferitele ordonari (listari) ale
acestora. Numarul total de ordonari posibile este:

nl=1-2-...-n
Se poate arata ca numarul D(n) al deranjamentelor de ordinul n este dat de formula:

D(n) = n!(l—%+%—“.+(—l)” #j

In particular, din cele 4! = 24 permutiri de ordinul 4, numai D(4) = 9 sunt deranjamente.
Invitdm cititorul sa le construiasca...

Dacd aranjamentele unei probleme combinatoriale pot fi comparate pe baza unui criteriu de
apreciere, apare o problema de optimizare combinatoriala:

Care este cel mai bun aranjament din punctul de vedere al criteriului respectiv?

Aceste probleme sunt extrem de numeroase si foarte multe provin din practica economica
(programarea productiei, ordonantare, retele de transport si comunicatii etc) dar si din alte domenii
(tehnic, militar, criptografie, sport, arheologie, chiar divertisment etc).
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Exemplul 3. Problema arborelui de cost minim. Un numar de puncte (localitati, locuinte,
birouri, institutii etc.) trebuie conectate printr-o retea de comunicatie (telefonica, video, computer).
Conectarea directd a doud puncte oarecare — in cazul in care legatura este tehnic si economic realizabila
— implicd un anumit cost. Obiectivul este proiectarea unei retele al carei cost de instalare sa fie minim.

Situatia descrisa poate fi reprezentata pritr-un graf simplu G = (V,E) in care V este multimea

a) b)
Figura 4.9

nodurilor si E este multimea muchiilor (vezi figura 4.9a)). Nodurile grafului corespund punctelor ce
trebuie conectate in timp ce muchiile pun in evidenta legaturile potentiale directe dintre puncte.

Reteaua cautatd corespunde unui subgraf H = (V,A) cu aceleasi noduri ca si G dar cu mai
putine muchii. Subgraful H trebuie sa indeplineasca urmatoarele cerinte:

e sd permitd conectarea oricaror doud puncte, fie direct fie indirect, prin intermediul altor
puncte;

o 1Intre doud puncte oarecare sd nu existe decat o singura modalitate de conectare (mai multe

ege vy

In termenii teoriei grafurilor, H trebuie sa fie — de sine statator — un graf conex si fara cicluri
adicd un arbore (vezi figura 4.9b — in care a fost pus in evidentd un arbore prin ingrosarea unor
muchii).

Asociem fiecarei muchii e€ E o ,,pondere” c(e)>0 reprezentand costul realizérii legaturii

directe dintre extremitati. Costul instalarii retelei reprezentate de arborele H = (V,A) va rezulta din
insumarea costurilor muchiilor alcatuitoare:

c(H)=> c(e)

ecA
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Am obtinut astfel urmdtoarea problema de optimizare combinatoriala:
Sa se determine in graful G un arbore H' de cost minim.

Observatie: Cititorul atent a remarcat cu sigurantd cd, in situatia ,,combinatoriala” descrisa,
,obiectele de lucru” sunt muchiile grafului G = (V,E). Un ,,aranjament” este aici o submultime de
muchii A < E cu proprietatea cd subgraful H = (V,A) este un arbore. Am mentionat deja ca graful G
contine arbori daca si numai dacd este conex.Amintim doar in treacdt cd existd o formula analitica care
stabileste numarul arborilor distincti din G (fireste in cazul in care G este conex). De exemplu, dacd G

este un graf complet cu N noduri, numarul arborilor sdi este n" 2.

Muchiile unui graf pot fi ,,aranjate” si in alte moduri.

Exemplul 4. Problema cuplajului maxim Reamintim ca un cuplaj in graful G = (V,E) este o
submultime C < E de muchii, doua cate doud neadiacente (adicd fara extremitati comune).

Existenta acestui nou tip de ,,aranjament” este o chestiune banala Intrucat orice muchie
constituie un cuplaj. Interesante sunt problemele de optimizare care se pun:

e si se determine cuplajul C* cu cele mai multe muchii (cuplajul maxim);
sau, in cazul n care muchiile grafului G sunt ,,ponderate”:
o si se determine cuplajul C* de pondere maximi.

(ca si in problema precedenta, ponderea unui cuplaj este data de suma ponderilor muchiilor din cuplaj)

Exemplul S. Problema drumului de valoare minima Una dintre problemele importante ale
activitatii de transport este aceea a determinarii ,,celei mai bune” modalitdti de deplasare dintr-un loc in
altul. Functie de context, criteriul de apreciere poate sa implice distanta totala de parcurs, timpul total al
deplasarii sau costul deplasarii.

Chestiunea devine cu adevarat consistentd atunci cand punctul de plecare si destinatia fac parte

dintr-o retea ,,densd” de puncte Intre care existd ,legaturi”, numite si rute. Am putea lua ca exemplu
reteaua stradald a unui mare oras sau reteaua rutierd a unei tari ( cum ar fi cea a Germaniei, cea mai

ege vy

ege ey

Pentru modelarea situatiei descrise vom utiliza un graf simplu si (partial) orientat G=(V,E):
nodurile din V corespund centrelor importante ale retelei reale in timp ce muchiile din E pun in
evidenta rutele de legaturd. Orientarea unora dintre muchii sugereaza posibilitatea ca rutele
corespunzatoare sa nu poata fi parcurse decat intr-un singur sens, specificat. Fie U multimea arcelor
permise; reamintim conventia potrivit careia dacd o muchie {i, j}nu este orientatd, ambele arce

generate (i, J) si (],1)sa fie considerate permise!
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Presupunem ca fiecarui arc permis U = (i, ) € U i s-a asociat o valoare numerica notata ,dupa
caz ,cu C(U) sau C;. Functie de context, aceste valori pot reprezenta distante, timpi de parcurgere sau

ege vy

reale 1n altul.Valoarea unui drum va fi datd de suma valorilor arcelor alcatuitoare.

Fixand doua noduri S si t in G cu semnificatia de punct de plecare respectiv destinatie, se poate
formula urmatoarea problema de optimizare:

P(s,t): Sa se determine in graful G drumul A" de valoare minima de la sla t.
Mai generala este problema:

P(S): Sa se determine in graful G drumurile de valoare minima de la s la toate nodurile
accesibile din s.

(vom spune ca nodul j este accesibil din nodul i daca exista un drum — format numai din arce permise —
delailaj)

Este clar ca rezolvand problema P(S) se rezolva si problema P(s,t) cu conditia ca nodul t sa fie
accesibil din s.

Caracterul combinatorial al problemelor formulate este evident: ,,obiectele” de lucru sunt arcele
permise ale grafului iar ,,aranjamentele” sunt diferitele drumuri alcatuite numai din arce permise!
Deoarece graful este finit si numarul acestor aranjamente este finit.

In continuare, pentru aranjamentele unei probleme de optimizare combinatoriald vom prefera
b
denumirea consacrata de ,,solutii (admisibile)”. Evident, numarul acestora este intotdeauna finit. La
2 1 9
prima vedere, s-ar parea ca gasirea ,,solutiei optime” este o chestiune banala:

,»Ce mare lucru este sd gasesti cel mai bun element dintr-o multime finita? N-ai decét sa listezi
toate elementele multimii §i sa le examinezi pe rand, retindnd tot timpul pe cel mai bun. In final vei
gasi elementul dorit...”

In realitate, generarea tuturor solutiilor unei probleme de optimizare combinatoriali in vederea
determindrii solutiei optime — operatie cunoscutd sub numele de enumerare completa — este practic
imposibil de facut in majoritatea cazurilor, deoarece numdrul acestor solutii, desi finit, este
“astronomic” de mare chiar si pentru probleme de talie moderata. Urmatorul exemplu este edificator.

Exemplul 6. Problema comisvoiajorului. Un comisvoiajor situat in localitatea 0 trebuie sa
viziteze localitatile 1, 2, ... n In final Intorcandu-se in locul de unde a plecat. Cunoscand distantele
dintre localitati (sau costurile deplasarilor sau timpul de deplasare) el doreste sa urmeze traseul cu
lungimea totala (sau costul total sau timpul total) minim.

Aceasta este probabil cea mai cunoscutd problema de optimizare combinatoriala fiind
considerata ca exemplu tipic de problema ,,usor de explicat dar foarte greu de rezolvat”.
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Enuntul de mai sus constituie forma uzuala de prezentare a problemei comisvoiajorului. Exista
o mare varietate de situatii practice a caror descriere este asemanatoare:

e un trasportator are o listd de clienti pe la care trebuie sa treacd in decursul unei zile; in ce
ordine ii va vizita pentru ca treaba sa se termine cat mai repede?

e Pe o placa cu circuite integrate trebuie date giuri Intr-un numadr de pozitii prestabilite.
Numadrul acestor pozitii este foarte mare (de ordinal miilor) astfel ca timpul necesar executarii intregii
operatii are doud componente, ambele ,,apreciabile”: una constanta, egald cu suma timpilor de executie
propriu zisd a gaurilor si alta variabild, formatd din timpii de deplasare ai burghiului de la o pozitie la
alta. Din motive evidente de productivitate apare chestiunea: in ce ordine vor fi date gaurile astfel ca
intreaga operatie sa dureze cat mai putin?

Revenind la enuntul standard, numarul total al traseelor posibile este n!, un traseu fiind perfect
determinat de ordinea (permutarea) in care vor fi vizitate localitatile 1 , 2, ... , n. Odata fixata aceasta
ordine, calculul lungimii (costului) traseului este o banald operatie de adunare a lungimilor (costurilor)
tronsoanelor care compun traseul.

In cazul particular a n = 20 de localitati de vizitat, cu un calculator in stare si examineze un
miliard de trasee pe secunda, gasirea traseului optim ar dura circa 80 de ani iar dacd in loc de 20 de
localitati am avea cu una in plus, cdutarea ar dura in jur de 1680 de ani!!

In lumina acestui exemplu, rezolvarea unei probleme de optimizare combinatoriald, adici
determinarea efectiva a solutiei optime din multimea finita a tuturor solutiilor posibile, devine o
chestiune serioasa: am dori sd gasim solutia optima in timp util si, bineinteles, cu un efort de calcul
rezonabil. In termeni ceva mai precisi, am dori ca timpul de rezolvare al problemei si depinda
polinomial de ,, dimensiunile” problemei.

Pentru unele probleme de optimizare combinatoriala acest lucru este posibil; despre aceste
probleme vom spune cd sunt usoare. Problema arborelui de cost minim descrisd in exemplul 3,
problema cuplajului maxim din exemplul 4 sau problema drumului de valoare minima din exemplul 5
sunt dovedite a fi probleme usoare!

Pentru marea majoritate a problemelor combinatoriale, gasirea solutiei optime in timp
polinomial nu este incd posibild, altfel spus metodele exacte cunoscute necesita un timp de rulare care
creste exponential o data cu dimensiunile problemei de rezolvat. Mai mult, existd banuiala ca datorita
structurii lor interne, nici nu va fi posibild vreodatd elaborarea de metode exacte de rezolvare cu
comportament ,,polinomial”.

Din clasa acestor probleme, socotite grele, face parte problema generald a programarii in
numere intregi anterior studiata dar si problema comisvoiajorului din exemplul 5 ca si altele care vor fi
descrise si studiate mai departe.

Din cele de mai sus nu trebuie inteles ci problemele ,.grele” sunt intractabile! In dimensiune
,relativ moderatd” aceste probleme pot fi solutionate exact, in timp acceptabil. Folosind metode de
cautare din ce Tn ce mai sofisticate — care exploateaza eficient structura combinatoriald internd — au
putut fi rezolvate cu succes si probleme de dimensiuni apreciabile. Totusi, nu se poate spune ca aceste
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metode, oricat de sofisticate ar fi ele, sunt in stare ,,sd faca fatd” oricarei alte probleme similare si mai
mult, pot avea comportamente radical diferite pe probleme asemandtoare si de aceeasi talie!

Avand in vedere aceste observatii, de mare importantd, mai cu seama practicd, sunt metodele si
algoritmii care determind in timp polinomial o solutie ,,acceptabila”, suboptimalia. Pentru aceste
procedee denumite generic euristici, aprecierea eficacitdtii lor va fi datd de ,distanta” dintre solutia
suboptimald si solutia optima veritabild. Am putea aprecia cad o anumitd euristica este ,,buna” dacd
valoarea suboptimala a criteriului de performantd ar fi, de exemplu, de cel putin 90% din valoarea
optima!

Sa recunoastem ca pana acum, domeniul optimizarii combinatoriale a fost introdus prin cateva
exemple si printr-o descriere ,,in cuvinte”, destul de aproximativd, cu totul insuficientd pentru
intelegerea tehnicilor de abordare ale subiectului. Se impune adoptarea unui limbaj matematic concis si
adecvat.

Formal, o problema de optimizare combinatoriald P inseamna o clasd de concretizari (situatii)
plus un scop. O concretizare a problemei P este un cuplu (+#,C) in care 4 este o multime finita si
c: # —R este o functie oarecare. Pentru fiecare situatie (»# ,C) scopul problemei P este gasirea unui
element X' e # care maximizeaza sau, dupa caz, minimizeaza valoarea functiei C.

De fapt, aceasta este descrierea formala a oricérei probleme de optimizare si in consecinta este
firesc s mentinem terminologia generald recunoscutd. Astfel, elementele multimii 4# se numesc solutii
o o . . . . . * . . - . . .
admisibile, Cc este functia obiectiv iar X este solutia optima a problemei P relativ la concretizarea

(#.0).

Singurul amanunt distinctiv este deocamdatd faptul ca, indiferent de concretizare, solutiile
admisibile sunt in numar finit si ca atare, determinarea elementului optimal poate fi facutd prin
enumerarea tuturor acestor solutii. Din acest punct de vedere, pentru ca problem P sd fie nebanala,

A

este necesar ca orice concretizare (»# ,C) sa fie ,,structurata” intr-un fel oarecare, adica # si C sa fie

descrise printr-un numar de ,,relatii si proprietdti” mult mai mic decat, sd zicem, numarul elementelor
din #!!

Pentru foarte multe probleme de optimizare combinatoriald, printre care se numard si
problemele din exemplele precedente o concretizare (##,C) se defineste dupa urmatoarea ,,schema”.

Este datd o multime finita E ale carei elemente au fost ,,ponderate” printr-o functie oarecare
c:E —R. Functia ¢ se extinde ,,liniar” la orice submutime A < E prin relatia:

c(A) =D c(e)

ecA

Solutiile admisibile vor fi acele submultimi din E care satisfac o anumita proprietate 7 :
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# ={A c E | A satisface proprietatea 7}

De multe ori, multimea de baza E deriva dintr-un graf finit putand fi constituita fie din nodurile
grafului fie din muchiile sau din arcele acestuia dacd graful este (partial)orientat. Bineinteles ca 1n acest
caz proprietatea J este exprimata in termeni specifici teoriei grafurilor.

Exemplul 6. O concretizare a problemei comisvoiajorului din exemplul 5 este data de multimea
_n(n+1)
2

muchii si fiecare muchie {i,j} produce doua arce opuse (i,) si (J,i). Fiecare arc (i,]) este ,,ponderat” cu o
valoare nenegativa Cjj ce reprezinta fie distanta dintre localidtile i si j fie costul sau timpul de deplasare

al comisvoiajorului de la i la j. Nu este exclus cazul Cj; # Cji, cu alte cuvinte ponderarea unei muchii
poate sa depinda de sensul de parcurgere al acesteia!

n+1
E a arcelor unui graf complet K,+; cu n+1 noduri notate 0,1,2,.., n .Graful are ( : J

Solutiile admisibile ale problemei sunt acele submultimi de arce A < E cu proprietatea ca
formeaza un traseu adica un circuit care trece — o singura data — prin toate nodurile grafului. Prin
urmare, in acest caz, proprietatea 7 are expresia:

J: A c E este un traseu

Lungimea (sau costul) unui traseu A se obtine prin insumarea ponderilor arcelor din A.

Astfel, problema comisvoiajorului se incadreaza in schema formald prezentatd mai sus. Acelasi
lucru se poate spune si despre problema arborelui de cost minim: in notatiile exemplului 3, solutiile
admisibile ale problemei vor fi acele submultimi de muchii A — E cu proprietatea:

J: subgraful H= (V,A) este un arbore

In continuare fixdm o problemi de optimizare combinatoriald P si o concretizare a acesteia
(# ,¢) data prin tripletul (E, ¢, 7). In unele situatii, simplul fapt ci E si J sunt descrise cu ajutorul unui

graf este suficient pentru rezolvarea problemei P. Este cazul problemei arborelui de cost minim, a
problemei cuplajului maxim sau a problemei drumului de valoare minima.

In alte situatii, modelarea cu variabile intregi (bivalente) este mai profitabild. Schema generala
de modelare este urmatoarea:

e Fiecarui element e € E i se asociazd o variabila bivalentd X.. Atunci, orice submultime
A c E este perfect determinata de vectorul ei de incidenta X = (X¢) in care:

X =

e

1 dacaece A
0 dacaeg A
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e Restrictiile modelului, adica ecuatiile si/sau inecuatiile in variabilele X , € € E vor ,,traduce”
proprietatea J care defineste solutiile admisibile A — E ale problemei.

Traducerea 1n limbaj ecuational a proprietdtii 7 este In general o operatie dificild si de multe
ori poate fi facutd in mai multe moduri (vezi exemplul 8)

o Functia obiectiv a modelului, notatd prin abuz tot cu C are expresia:

c(x) = C.X,

ecE

unde Ce este ,,ponderea” asociatad elementului e € E.

In principiu, orice problema de optimizare combinatoriala poate fi modelata mai usor sau
mai greu ca problema de programare in numere intregi.

Exemplul 7. Problema afectarii. Un numar de lucrari (proiecte, operatii, sarcini de serviciu)
Li, Ly, .. ,.L, sunt propuse spre executare agentilor (persoane fizice, agentii specializate) A, Aa, .. ,Am.
Fiecare agent stie si execute una sau mai multe dintre lucrarile propuse. In problema afectirii simple
se cere determinarea numarului maxim de lucrari ce pot fi atribuite agentilor abilitati astfel Tncat:

e O lucrare sa nu fie atribuita decat cel mult unui agent;

e Un agent sa nu poatd primi mai mult de o lucrare.

Se observa ca daca mai multi agenti pot executa o aceeasi lucrare, nu se face nici o referire
asupra modului in care lucrarea este terminatd: mai bine sau mai putin bine, mai repede sau mai incet,
la un cost mai mare sau mai mic etc.In situatia in care se poate cuantifica misura Cj; a abilitatii
agentului A; in executarea lucrdrii Lj , un criteriu de performantd care se impune este acela al
identificarii lucrarilor si a agentilor executanti astfel incat suma eficacitatilor de executie sa fie
maxima. Aceasta este problema generala a afectarii.

Evident, afectarea simpla este un caz particular al afectarii generale daca punem:

1 dacaagentul A; poate executa lucrarea L

C. =
1 .
! 0 in caz contrar

Problema afectarii este o problema de cuplaj maxim (de pondere maxima) intr-un graf bipartit
in care:

e nodurile corespund agentilor Aj, Ay, .. ,An st lucrarilor Ly, L, .. ,Lp;
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o muchiile au forma {A; , L;} unde A; este un agent calificat sd execute lucrarea L; cu
calificativul ¢jj > 0 (se presupune tacit ca ,,notele” Cjj satisfac cerintele naturale:

Cij=0 dacd agentul A;j nu este in masura sa execute lucrarea L;;

C,; >C;; dacd pe aceeasilucrare Ljagentul A, este,mai bun” decat A, ).

Problema se incadreazd in schema de formalizare descrisa mai inainte. Intr-adevar, multimea de
bazd E este multimea muchiilor grafului G iar solutiile admisibile sunt acele submultimi C < E cu
proprietatea:

J : Ceste un cuplaj in G. (D)

Pentru a obtine modelul echivalent in numere intregi, conform aceleasi scheme vom asocia
fiecarei muchii {A;, L;} din E o variabild bivalentd x; i=1,.,m;j=1..,n
O submultime oarecare de muchii C < E va fi determinata de vectorul sau de incidentd x = (X;;)
in care:
{1 daca muchia{A;,L;}estein C
Xij =

0 in caz contrar

n m
Este clar atunci ca sumele Z X; respectiv Z X; reprezintd numarul muchiilor din C care au o
i1 =
extremitate in nodul A;, respectiv in nodul L;, si asta pentru orice 1 = 1,...m respectiv j = 1,..,n.
In consecinta, C va fi un cuplaj daca si numai daca:

n

> Xij <1 i=1L.,m (2)
=

m -

Z Xij <1l J=L.,n 3)

i=1

Cele m + n relatii din (2) si (3) constituie traducerea in limbaj de inecuatii a proprietatii J din
(D.

Dacd C este un cuplaj (reprezentdnd o modalitate de repartizare a unor agenti pe anumite
lucrari), relatiile (2) , (3) arata ca in expresia:
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m n
Z= Z Z Cij Xij (4)
i=1j=1

vor apare numai calificdrile Cjj corespunzdtoare atribuirilor din C. In concluzie, (4) reprezintd functia
obiectiv a modelului, urmand a fi maximizata.

Reunind (2) , (3) , (4) obtinem programul bivalent:

m n
(max)z = Z Z Cij Xij
i=1j=1

| ) (5)

Xij S {0,1}

care reprezinta o altd posibilitate de modelare a problemei afectarii.

Observatii: 1) Urmand aceeasi cale, pentru problema cuplajului de pondere maxima intr-un
graf oarecare G = (V, E) din exemplul 4 se obtine modelul:

(max)z = > CeXe
EcE
2Xe <1,veV (6)
ecE(v)

Xe €{0,1}

unde X este o variabila bivalenta asociata muchiei e € E iar E(v) reprezintd multimea muchiilor
grafului care au o extremitate in nodul vV eV .Evident, (5) este un caz particular al modelului (6).

2) In cazul m = n se obisnuieste s se ia in considerare toate atribuirile posibile {A;, L;} deci si
cele pentru care Cjj = 0. Cuplajele maximale vor avea n muchii si numarul lor va fi n! Evident solutia
optima a problemei (5) trebuie cdutata in submultimea acestor cuplaje. Pentru a caracteriza un cuplaj
maximal relatiile (2) , (3) trebuie sd devina egalitati. Astfel, in cazul m = n, modelul (5) devine:
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n n
(max)z = 3. X CjjXjj
i=1j=1

[ - (7

Cazul general m=n se reduce imediat la acesta addaugand, dupd necesitati, fie un numar de
»agenti” fictivi, fie un numar de ,lucrari” fictive.Orice notd Cj care implicd un agent fictiv A; sau o
lucrare fictivd L; se va lua egald cu 0. In final din solutia optima se exclud atribuirile {A;, L;} pentru
care  Cj=0.

3) In alte contexte, “nota” (aprecierea) C;are semnificatia unui timp necesar agentului Aj;

pentru a finalize lucrarea L;. In acest caz, obiectivul optimizdrii va fi repartizarea lucrarilor pe
agenti astfel incat suma timpilor de executie a lucrarilor sd fie minima. Modelul (7) se mentine,
schimbandu-se numai sensul optimizarii “din max in min”.

Putem spune ca (7) reprezintda modelul standard al problemei generale de afectare.

3) Remarcam faptul cd, modelarea problemei afectdrii ca problema de programare bivalentd, a
condus la un model cu un numar ,,rezonabil” de restrictii. Aceasta este o situatie fericita si destul de rar
intalnita. De reguld, modelarea cu variabile Intregi a problemelor de optimizare combinatoriald conduce
la programe cu un numadr ,,infiordtor” de mare de restrictii (in alti termeni, traducerea proprietatii J din
limbajul foarte concis al teoriei grafurilor de exemplu, in limbaj ecuational,poate fi ,,neplacut de
stufoasda”.Urmatorul exemplu este edificator.

Exemplul 8. Modelarea cu variabile intregi (bivalente) a problemei comisvoiajorului

Am vazut in exemplul 6 cum se formalizeaza problema comisvoiajorului in limbajul teoriei
grafurilor.Din nefericire, aceastd formalizare nu este suficientd — cel putin pand acum — pentru
rezolvarea ,,eficienta” a problemei (prin rezolvare eficientd intelegem o procedura de gasire a traseului
oprtimal care s excluda enumerarea completa...)

Un traseu de vizitare a localitatilor 1,2,...,n cu plecarea si Intoarcerea in localitatea 0 poate fi
descris cu ajutorul variabilelor bivalente:

X;j

1 daca comisvoiajorul merge direct din orasuli in orasul j sii # j
0 in caz contrar sau dacai = |

unde i, j =0,1,...,n
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(este clar ca variabilele Xjj sunt asociate arcelor (i, j) e E ale grafului complet cu n+1 noduri din
exemplul 6.)

Valoarea traseului (adica distanta totald parcursd sau costul total sau timpul total de deplasare)
va fi datd de functia:

n

f= Z Gij X )

i,j=0

Evident, un set de valori 0 sau 1 acordate componentelor vectorului X = (Xjj) va caracteriza o
anumita submultime de arce A — E. Sa vedem acum cum se traduce proprietatea:

J : A cE este un traseu

e ecste clar ca dintr-un oras i comisvoiajorul trebuie sa plece catre un (unic) alt oras si deci:

M:x

oX” =1 i=0,1..,n 9)

e 0 datd ajuns Intr-un oras j comisvoiajorul vine dintr-un (unic) alt oras si prin urmare:
n -
2x; =1 j=0l..,n (10)

Observam ca relatiile (9) si (10) constituie restrictiile problemei de afectare din modelul
standard (7) 1n care functia obiectiv (8) va fi minimizata!

O examinare mai atentd a problemei arata ca aceste relatii nu definesc numai trasee ce trec prin
toate orasele (o singurd data!) ci si "reuniuni" de circuite disjuncte mai mici! Astfel, Intr-o problema cu
7 orase 0,1,...,6 ansamblul:

X03 = X35 = X50 = X21 = X14 = X46 = Xe7 = X72=1 , X;j=0 inrest

satisface restrictiile (9) si (10) dar nu constituie un traseu complet asa cum se vede din figura 4.10.

/@ ] /@ <—@>¥>

Figura 4.10
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Pentru eliminarea aparitiei subtraseelor este necesar sd completam sistemul (9) —(10) cu noi
restrictii. Existd mai multe moduri de a face acest lucru.

1) Se introduc inegalitatile:

> x; <U]-1 (11)

i,jeU

. . n -
pentru orice submultime U c {0,1,...,n}cu 2£|U|£E(unde s-a notat cu |U| numarul elementelor

multimii finite U). Intr-adevar, orice subtraseu care trece prin nodurile unei submultimi U are |U | arce,

astfel ca inegalitatea corespunzatoare (11) le va exclude!

i1) Se introduc inegalitatile:

S %21 ()

ieU, jeU

. . n . . -
pentru orice submultime U {0,1,..., n}cu 2< |U| < By Justificarea este simpla: deoarece un traseu trece

prin toate localitdtile, oricum am lua o submultime strictd U, traseul va trebui “sd iasa din U” aceasta
insemnand existenta unui oras i in U si a altuia j din afara lui U in care comisvoiajorul va ajunge dupa
ce a trecut prin i. Formal: existd i eU si j ¢ U astfel incat x; =1 in orice traseu!

iii) Evitarea subtraseelor se poate face si cu ajutorul urmatorului set de restrictii care are
avantajul de a fi “mai compact”:

Yi-yj+nxj;=<n-1 i1,]=12,...,n;i#] (11°7)

unde Y,,Y,,..., Y, suntnoi variabile ce pot lua, In principiu, orice valoare reala.

Fie acum X = (X;) o solutie cu componente 0,1 a problemei de afectare (8) — (10). Vom arata ca
dacd X reprezintd un traseu complet existd (cel putin) un set de valori y pentru variabilele
y=(Y,,.-,Y,) care, impreund cu X satisfac (11”°). Fie (i,,i,,...,i,)ordinea in care localitatile 1,2,... n

sunt vizitate ( evident {il,iz,..., I, } = {1,2,...,n}!). Vom pune Yy; =Kk; altfel spus, y; este locul pe care

e X; =0, ceeace inseamna ca traseul definit de X nu trece direct de laila j

Inegalitatea (11°°) corespunzatoare devine Y, —Y; <n—1 si este banal indeplinitd dacd avem in
vedere definitia valorilor y!

e X; =1, altfel spus traseul definit de X trece de la i direct la j . Este clar atunci cd y; =y, +1

si (11°’) este verificata cu egalitate.
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Sé presupunem acum cd X = (X;) defineste o reuniune de "subtrasee" disjuncte. Alegem unul

care nu trece prin localitatea 0 si fie K numarul deplasarilor ce il compun. Presupunand ca ar exista
valorile numerice Y=(Y,,...,Y,)care sa satisfacd (11°’) le Insumam pe acelea corespunzatoare

deplasarilor de la un oras la altul din subtraseul ales. Obtinem nk <(n - 1)k ,ceeace este evident fals.

Recapituland, am aratat cd problema comisvoiajorului poate fi modelata ca un program bivalent
si mai précis ca o problema de afectare — vezi relatiile (8) — (10) - cu restrictiile speciale (11) sau (11°)
sau (11°). Nota: adaugarea setului (11°”) conduce de fapt la un program mixt...

Observatie: Numdrul relatiilor (11) sau (11°) este foarte mare, comparabil cu 2" , ceeace la
prima vedere duce la concluzia ca problema de afectare (8) — (10) extinsa cu aceste relatii este “mai
greu de manuit” decat extinderea cu grupul de relatii (11°°) care are numai n’ —n inegalititi.Paradoxal,
numarul “imens” de restrictii (11) sau (11°) este relativ simplu de controlat in toate procedurile exacte
de rezolvare aproblemei comisvoiajorului.

4.3 Alte probleme reprezentative ale optimizarii combinatoriale

Lista problemelor de optimizare combinatoriald este impresionantd si se Imbogateste continuu.
In afara celor prezentate in sectiunea precedentd mai putem aminti urmatoarele:

Problema croirii in multe domenii cum ar fi industria mobilei, a sticlei, a hartiei, a confectiilor,
industria metalurgica apar frecvent probleme de debitare (sau croire) a unor repere din suporti mai
mari. Importanta economicd a acestor probleme rezida in dependenta directa a reducerii consumului de
materiale de utilizarea unor scheme eficiente de croire.

De obicei, clasificarea problemelor de croire se face dupa dimensiunile relevante ale reperelor:
avem probleme unidimensionale, bidimensionale sau tridimensionale. In croirea unidimensionala,
reperele se diferentiazd printr-o singurd dimensiune chiar daca ele au mai multe. Cazul tipic este ecela
al debitarii unor bare de diferite lungimi din bare mai mari.lata si o altad situatie concretd: o firma
produce un carton special in rulouri avand o anumitd latime. Clientii solicitd rulouri avand aceeasi
lungime ca si ruloul standard dar de latimi mai mici. In acest caz reperele ca si suportii sunt
bidimensionali dar relevanta este o singurd dimensiune — latimea.

Aspectul combinatorial al unei probleme de croire este dat de modalitatile de taiere ale unui
suport in repere, modalitati numite retete de croire.Chestiunea de optimizare constd in a determina de
cate ori una sau alta dintre retetele de croire trebuie folosita pentru producerea unor cantitati specificate
de repere astfel incat numarul total de suporti consumati sa fie minim.

Problema generali a ordonantarii. Elementele primare sunt:

e o multime de utilaje;
e o multime de repere (joburi) de realizat (indeplinit).
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Realizarea unui reper necesitd efectuarea unei secvente de operatii pe (unele din) utilajele
date.Ordinea de parcurgere a utilajelor poate fi aceeasi pentru toate reperele sau poate diferi de la un
reper la altul.Fiecare operatie necesitd un anume timp, presupus cunoscut, si doud operatii distincte,
executabile pe un acelasi utilaj, nu pot fi programate simultan.Uneori pentru unele repere sunt impuse
termene de livrare.

In aceste ipoteze,cum trebuie organizati lansarea reperelor in executie astfel incat:

e timpul total de inactivitate al utilajelor sa fie minim
sau
e durata de executie a tuturor reperelor s fie minima
sau
e numarul reperelor al caror termen de livrare este depasit sa fie cat mai mic etc.?

Exista o mare varietate de tipuri de probleme de ordonantare care se inscriu in acest enunt
general. Modelarea lor - prin programare in numere Intregi sau prin grafuri - este in general dificila, ca
sd nu mai vorbim de rezolvarea lor "exacta", aproape imposibil de realizat in timp rezonabil, chiar si
atunci cand numarul reperelor si al utilajelor este relativ mic. Ca urmare, au fost elaborate euristici de
rezolvare suboptimald, marea lor diversitate fiind explicatd prin aceea ca ele incearca sa exploateze
particularitatile structurii acestor probleme, particularitati care pot sa difere radical de la o problema la
alta.

Vom studia unele cazuri particulare Intr-o alta unitate de Invatare.

Problema alegerii traseelor. O firma trebuie sd satisfacd un numar de cereri de aprovizionare
intr-o anumita perioada. Livrarile se fac de la un anumit depozit si sunt operate cu mai multe de
mijloace de transport, fiecare cu o capacitate limitatd. Fiecare vehicul pleacd incéarcat de la depozit,
viziteaza unul sau mai multi clienti, cdrora le livreaza comenzile facute dupa care, complet descarcat,
se intoarce la depozit pentru a fi eventual reincarcat. Problema care se pune in acest context este aceea
de a stabili traseele de vizitare ale clientilor astfel incat distanta totala parcursd de vehicule sa fie
minima.

O posibilitate de rezolvare suboptimala este descrisa intr-o viitoare unitate de invatare.

Problema orariilor Intr-o universitate trebuie programatd activitatea de Invatamant pe
urmatorul semestru. Se cunosc:

e numarul cursurilor care trebuie tinute;
e numarul claselor disponibile;
e profesorii abilitati sa tind cursurile.

Cum trebuie facutd repartizarea profesorilor pe cursuri si a cursurilor pe clase astfel incét:

e douad cursuri diferite sa nu fie programate in aceeasi clasa si in acelasi timp;
e cursurile sa fie atribuite profesorilor de specialitate;
¢ doi profesori cu aceeasi specialitate sa nu fie repartizati pe acelasi curs.
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O asemenea repartizare complexa se numeste orar si pana aici s-a formulat doar o problema de
existentd. “Optimizarea” elabordrii unui orar este o chestiune delicatd existind multe criterii de
apreciere care nu intotdeauna sunt concordante. Din punctul de vedere al studentilor un orar este "bun"
daca minimizeaza totalul deplasarilor zilnice de la o clasa la alta. Atat pentru studenti cét si pentru
profesori conteaza numarul "ferestrelor" adicd al intervalelor de timp dintre doud activititi zilnice
consecutive care ar trebui sa fie cat mai mic etc.

Probleme propuse

1. Recapitulati urmatoarele chestiuni:

- ce este o problema combinatoriala?

- ce este o problema de optimizare combinatoriald? Dati un exemplu diferit de cele oferite in
text si discutati-1 cu colegii si cu profesorul dvs.

- ce inseamna ca o problema de optimizare este usoara (grea)?

2. Aratati (prin redesenare) ca graful
(v)

a

d &/ f
este bipartit.

3. Daca intr-o retea rutierda, drumul cel mai scurt intre localitdtile A si B trece prin localitatea
C, aratati ca portiunea din drum situata intre A si C este si cel mai scurt drum posibil intre
AsiC.

4. Intr-un graf oarecare G, gradul unui nod X este prin definitic numirul muchiilor avand o
extremitate in X.Probati ca suma gradelor tuturor nodurilor din G este egala cu dublul
numadrului de muchii din graf. Deduceti c@ in orice graf numarul nodurilor de grad impar
este intotdeauna par.

5. In timpul celui de al doilea rizboi mondial multi aviatori din tarile ocupate de Germania
s-au refugiat in Anglia inrolandu-se in Fortele Aeriene Regale (RAF). Pentru a conduce un
aparat erau necesari doi piloti iar dificultatile de alcétuire a echipajelor proveneau din faptul
ca cei doi coechipieri trebuiau sa se Inteleaga intre ei atit din punctul de vedere al limbii cat
si al altor "tipicuri" ce tin de arta de a conduce un avion pe timp de luptd. O problema
curentd a comandamentului era aceea de a sti in orice moment cate avioane putea ridica in
aer, altfel spus cate echipaje operationale putea forma.

Sa traducem chestiunea in limbaj de grafuri. Alcatuim un graf ale carui noduri reprezinta pilotii
disponibili; doua noduri vor fi unite printr-o muchie dacd pilotii respectivi pot forma un echipaj apt
pentru luptd. La ce problema “teoreticd” de optimizare combinatoriala (din cele prezentate!) se reduce
acest context?
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6. a) Se considera un graf simplu si conex G=(V,E). O multime de muchii A < E se numeste

acoperire a grafului G daca orice nod x €V este extremitate pentru (cel putin) o muchie
din A. Evident, multimea E a tuturor muchiilor este o acoperire a lui G. Ce problema de
optimizare (combinatoriald) se poate pune in acest context?
b) In Congresul SUA s-a pus problema alcatuirii unui comitet national cuprinzand cel putin
un reprezentant din partea celor 50 de state si cel putin un reprezentant din fiecare din cele
65 de grupuri etnice recunoscute. Un numar de 170 de congresmeni si-au oferit serviciile
pentru a lucra in cadrul acestui comitet. Din motive lesne de inteles, comitetul trebuia
format din cat mai putine persoane.

Desi greu de crezut, multe chestiuni de politici se pot rezolva prin grafuri! In cazul de fata,
alcatuim un graf bipartit In care nodurile sunt impartite in doud submultimi disjuncte: 50 noduri
reprezentand statele si alte 65 de noduri corespunzatoare etniilor. Fiecareia din cele 170 de persoane
dispuse sa lucreze in cadrul comitetului 1i va corespunde o muchie care uneste nodul ce reprezinta
statul de bastind cu nodul ce reprezintd etnia din care face parte. Este clar acum cd un comitet care sa
satisfacd conditiile impuse se identificd cu o acoperire a grafului construit. Este aceasta chestiune
practica o ilustrare (poate chiar o justificare) a problemei teoretice de la a)?

7. Pentru o reparatie la o instalatie sanitara, nea lon are nevoie de bucatd de teava lunga de 15
dm, doua bucati de cate 10 dm si alte 4 bucéti de cate 6 dm.Deoarece la depozit nu gaseste
decat tevi lungi de 30 dm, nea Ion se intreaba de cate ar avea nevoie si face urmatoarea
socoteald: bucdtile mici de teava Tnsumeazd 1x15+2x10+4x6=59 dm asa cd pentru
debitarea lor, doua tevi de 30 dm ar fi suficiente. Este o socoteald buna?

8. Auveti trei vase: unul de 8 litri plin cu apa (sau vin sau altceva care va place...) si alte doua
vase goale unul de 5 litri si celdlalt de 3 litri. Cum se poate Tmparti cantitatea de lichid in
doud parti egale a 4 litri fiecare stiind ca nu este permisad decét o singurd operatie, aceea de a
turna lichid dintr-un vas in altul (fard pierderi...). Care este numdrul minim de operatii
pentru a obtine rezultatul dorit?

Incercati sa formalizati problema construind un graf orientat in felul urmator. Nodurile grafului
corespund tuturor starilor posibile in care se poate afla ansamblul celor trei vase dupa mutarea,
repetata, a unor cantitdti de lichid dintr-un vas in altul. Mai precis, un nod va fi un triplet de numere
intregi (a,b,c) reprezentand cantitatile de lichid existente in vasul de 8 1, de 5 1 respectiv de 3 1 dupa
efectuarea mai multor operatii de transfer de lichid (este clar ca, indiferent de situatie, a+b+c =8). Se
va trasa un arc de la nodul (a,b,c) la nodul (a’,b’,c’) numai in cazul in care din situatia reprezentata de
tripletul (a,b,C) se poate ajunge la situatia (a’,b’,c”) printr-o singura operatie de turnare de lichid dintr-
un vas in altul.De exemplu, situatia initiald este reprezentata de tripletul (8,0,0). Daca se toarna lichid
in vasul de 5 1 pana la umplere rezulta situatia (3,5,0) iar in graf apare arcul (8,0,0) — (3,5,0). Din
starea initiald se poate ajunge si in situatia (5,0,3) umpland vasul de 3 | etc

La ce problema de optimizare combinatoriald (deja prezentatd in curs!) se reduce problema
data?
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Unitatea de Iinvatare 5

INTRODUCERE IN OPTIMIZAREA COMBINATORIALA
Drumuri si arbori

Cuprins

5.1 Problema drumului de valoare minima (Shortest Path Problem)
5.1.1 Definitii si notatii
5.1.2 Algoritmul lui Dijkstra
5.1.3 Algoritmul lui Dijkstra. Ilustrare numerica
5.2 Problema arborelui de cost minim (Minimum Spanning Tree Problem)
5.2.1 Algoritmul lui Kruskal. Algoritmul lui Prim
5.2.2 Versiunea “operationala a algoritmului lui Kruskal

Probleme propuse

Obiectivul unitaitii de inviatare 5
Prezentarea unor metode algoritmice de rezolvare pentru:

- problema drumului de valoare minima
- problema arborelui de cost minim

Cele doua probleme sunt exemple reprezentative in clasa problemelor “usoare” de optimizare

combinatoriala.

74



5.1 Problema drumului de valoare minima (Shortest Path Problem)

Intr-o retea de transport sau de comunicare, problema determinrii drumului de valoare minima
intre doua punct ale retelei este des intalniti.in contextele practice, valoarea unui drum poate insemna o
distantd de parcurs, un timp de parcurgere, un cost sau masura sigurantei de transmisie.

Multi algoritmi destinati rezolvarii unor probleme de optimizare complexe utilizeaza ca
subrutina proceduri de cdutare a drumurilor de valoare minima.

Problema determindrii drumurilor de valoare minima a fost deja anuntata in unitatea de invatare
4 ca una din problemele reprezentative ,,usoare” ale optimizarii combinatoriale.Rezolvarea problemei
este scopul prezentei sectiuni.

5.1.1 Definitii si notatii

Fixam un graf simplu si conex G = (V, E) in care V este multimea nodurilor iar E este
multimea muchiilor. Pentru maxima generalitate admitem ca in G s-a dat i o orientare a unora dintre
muchii si fie U multimea arcelor permise (pentru detalii conceptuale si notationale vezi sectiunea 4.1
din unitatea de invatare 4)

Reamintim ¢ un drum in graful G este o succesiune de noduri A = (iy,,,...,1,,) cu proprietatea

o1-1,) sunt arce permise. Numarul p al acestor

arce este prin definitie lungimea [(4)a drumului L. Nodul ip este extremitatea initiala adrumului A iar ip

ca perechile de noduri consecutive (iy,1,), (i;,1,) ,..., (i

este extremitatea finala. Celelalte noduri, adica i,...,I o1 8¢ numesc noduri intermediare, prin care
trece” drumul A. Daca i, =i, spunem cd A este un circuit si in acest caz convenim ca si Ig s fie socotit

nod intermediar.

Vom spune ca nodul j este un vecin al nodului i daca exista arcul permis (i,j); mai general vom
spune ca nodul j este accesibil din nodul i daca exista un drum de la i la j format numai din arce
permise.

Chiar daca graful G este presupus conex, este posibil ca un nod sd nu poata fi accesat dintr-un
altul si asta din cauza orientarilor existente pe muchii! De exemplu, in graful din figura 5.1 nu exista
drumuri (formate din arce permise) de la nodul 1 la nodul 6 dar nodul 1 poate fi accesat din nodul 6
chiar in mai multe moduri!

Figura 5.1
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Presupunem in continuare ca fiecarui arc permis U €U i s-a asociat un numar real c(U)numit
valoarea sau ponderea arcului u. Daca u=(i,]J) vom folosi si notatia alternativd c(i, j). Prin
definitie,valoarea c(A)a drumului A este suma valorilor arcelor alcétuitoare.

In continuare vom studia cazul cel mai simplu dar si cel mai des intdlnit in aplicatii in care toate
ponderile arcelor permise sunt valori nenegative.

In graful G fixam doud noduri s si t si formuldm problema de optimizare:
P(s,t): Sa se determine drumul de valoare minima de laslat.
Mai generald este problema:

P(s): Sa se determine toate nodurile care sunt accesibile din S precum si drumurile de
valoare minima de la s catre ele.

Aceste drumuri formeaza un subgraf orientat numit graful drumurilor de valoare minima cu
origina in s si notat G™(s).
Noua problema subsumeaza problema initiald a determindrii drumului de valoare minima de la s

la un nod particular t .Intr-adevar, daci in G*(s) figureazi si nodul t atunci in acest subgraf vom gasi
si un drum de valoare minima dela s la t.

5.1.2 Algoritmul lui Dijkstra

Toate procedurile cunnoscute de cautare a drumurilor de valoare minima rezolva
problema P(s). Unele sunt capabile sa rezolve si cazul mai general in care ponderile arcelor premise
pot fi si negative.Pentru cazul mai simplu al ponderilor nenegative in totalitate, algoritmul lui
DIJKSTRA (citeste Deikstra), 1959, pare a fi cel mai adecvat.

Prezentarea algoritmului necesita cateva pregatiri.
1) Pe parcursul deruldrii procedurii, nodurile grafului G se impart in doud categorii:
e Noduri cercetate: un nod i se considera cercetat in momentul in care algoritmul “a gasit” un
drum de valoare minima de la nodul de plecare s la nodul i;
e Noduri necercetate.

La start, singurul nod cercetat este nodul de plecare S; toate celelalte noduri sunt declarate necercetate.

2) Sa consideram un nod cercetat i. Dintre toate nodurile j necercetate si vecine cu i (adica
exista arcul permis (i,j) ) retinem pe acela pentru care valoarea (i, j) este cea mai mica. Nodul retinut
se declard nod candidat asociat nodului cercetat i. (candidat la... dobandirea calitatii de nod cercetat!)
Este posibil ca pentru acelasi nod cercetat sd existe mai multi candidati sau sa nu existe nici unul dupa
cum este posibil ca acelasi nod necercetat sa ,,candideze” din partea mai multor noduri cercetate!
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In figura 5.2 este vizualizat un nod cercetat i impreuna cu un candidat al sdu j. Nodul i fiind
presupus cercetat, aceasta lnseamna ca, 1n etapele anterioare, algoritmul a gasit un drum A de valoare

Arc permis cu cea
mai mica valoare

Figura 5.2

minima de la s la i. Acest drum, completat cu arcul (i,j), reprezinta un drum de la nodul s la nodul
(necercetat) j pe care il vom numi drumul asociat candidatului j si a carui valoare este ¢(A4)+c(l, J).

Ca urmare a faptului cd un nod necercetat poate sa candideze din partea mai multor noduri
cercetate este posibil ca el sa aibe mai multe drumuri asociate!
Cu aceste pregatiri putem trece la prezentarea algoritmului lui Dijkstra.

Start Nodul de plecare se declard nod cercetat si toate celelalte noduri din graf se declara
necercetare.

Pasul iterativ Pentru fiecare nod cercetat i se identifica candidatul sau candidatii asociati lui |
si se calculeaza valorile drumurilor asociate acestor candidati. Nodul candidat j al carui drum asociat
are cea mai mica valoare va fi declarat nod cercetat. Teoria ne asigura ca drumul asociat lui j este un
drum de valoare minima de la S la j. Se reia pasul iterativ.

Algoritmul se opreste in momentul in care:
e Nu mai exista noduri candidate:

sau
e Nodul de destinatie t a fost declarat nod cercetat.

5.1.3 Algoritmul lui Dijkstra. Ilustrare numerica

In graful din figura 5.3 valorile numerice inscrise pe muchii reprezinti distante. Se cere
determinarea celui mai scurt drum de la nodul O la nodul T. Atentie:absenta orientdrilor vrea sa
insemne ca orice muchie poate fi parcursa in ambele sensuri (deci graful are 11 muchii si 22 arce
permise). Aplicam algoritmul lui Dijkstra.

Start Nodul de plecare O este declarat cercetat; celelalte sase noduri ale grafului sunt declarate
necercetate.
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Iteratia 1

Singurul nod cercetat O are trei vecini A,B,C dintre care, cel mai apropiat, este A. Nodul A va fi
unicul candidat asociat nodului cercetat O. Declaram cercetat nodul A; drumul cel mai scurt de la O la
A se reduce la arcul OA. Retinem arcul OA pentru graful G'(O) al drumurilor de valoare minimi cu
origina in O.

Figura 5.3

Iteratia 2 Avem doua noduri cercetate O si A.

e Vecinii necercetati ai lui O sunt nodurile B si C; deoarece este mai apropiat de O, nodul C
este nodul candidat asociat — 1n aceasta iteratie — nodului O.Drumul asociat lui C se reduce
la arcul OC si are valoarea 4.

e Vecinii necercetati ai lui A sunt B si D; candidat va fi nodul mai apropiat B. Drumul asociat
nodului B se obtine ,,prelungind” drumul de valoare minima de la O la A — gasit la iteratia 1
—cu arcul AB ; lungimea drumului este egald cu 2 +2 =4.

e Avem doud noduri candidate C si B ale caror drumuri asociate au aceeasi lungime 4. Le
declaram pe amandoua ca fiind noduri cercetate. Conform teoriei ,drumurile asociate sunt
cele mai scurte drumuri catre ele.

Iteratia 3 In acest moment nodurile O, A, B si C sunt cercetate.

¢ Nodul O nu mai are vecini necercetati.

e Nodul A are un singur vecin necercetat, nodul D, care va fi si candidatul sdu. Drumul
asociat are lungimea 2 + 2 = 4 iar ultimul sdu arc component este AD.

e Vecinii necercetati ai lui B sunt D si E; candidatul lui B va fi nodul mai apropiat E. Drumul
minim pand la B are lungimea 4 (iteratia 2) astfel cd drumul asociat candidatului E va avea
lungimea 4 + 3 =7 (s-a addugat lungimea ultimului arc BE).
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e E va candida si din partea lui C ca unic vecin necercetat §i ca urmare va avea un al doilea
drum asociat, obtinut prelungind drumul minim pand la C (in fapt, arcul OC) cu arcul CE.
Lungimea noului drum este 4 + 4 = 8.

e Comparam lungimile drumurilor asociate construite. Cel mai scurt se termind in E, Tnainte
de a ajunge in E trece prin B si are lungimea 7. In consecinti declaram E nod cercetat si
retinem arcul BE ca ultim arc pe drumul cel mai scurt catre E.

Iteratia 4

La acest stadiu al deruldrii algoritmului sunt declarate cercetate nodurile O,A,B,C si E.Sunt
cunoscute valorile minimale ale drumurilor da la O catre A,B,C si E. Sunt retinute deasemenea
,ultimele” arce ale drumurilor minimale; dupa cum vom vedea cunoastera acestor arce va fi suficienta
pentru reconstituirea drumurilor minimale din O cétre orice alt nod al grafului!
D este singurul nod candidat, asociat insd la numai putin de trei noduri deja cercetate A,B si E.Este clar
ca D va fi urmatorul nod declarat cercetat; rdimane sa stabilim lungimea drumului minimal de la O la D
si ultimul sau arc! Algoritmul ia in considerare trei drumuri de la O la D:

- drumul minim de la O la A, prelungit cu arcul AD; lungime: 2 +7=9;

- drumul minim de la O la B, prelungit cu arcul BD; lungime: 4 + 4 = §;

- drumul minim de la O la E, prelungit cu arcul ED; lungime: 7 + 1 = §;
In concluzie, cele mai scurte drumuri de la O la D au lungimea 8 si inainte de a ajunge in D trec, fie
prin B fie prin E!

Iteratia 5 Nodul T candideaza:

- 0 data din partea lui D - drumul asociat va avea lungimea 8 + 5 = 13;

- alta data din partea lui E - drumul asociat va avea lungimea 7 + 7 = 14.

Prin urmare, cel mai scurt drum de la O la T va avea lungimea 13 iar ultimul sau arc va fi DT.

Deoarece am ,,atins” nodul T algoritmul se opreste.in cazul de fata toate nodurile grafului au
fost cercetate asa Incat algoritmul a gasit si toate drumurile minimale cu origina in O!

Consideratiile de mai sus au fost sintetizate in tabelul 5.1

2 2 N\ 4 S
(D —— (D)
Q \_/

Figura 5.4

Determinarea efectiva a nodurilor prin care trece drumul cel mai scurt de la O la T sau la oricare
alt nod se face din aproape in aproape ,,de la sfarsit catre inceputul drumului” folosind arcele retinute
pe parcurs.

Existd doud drumuri optime indicate in figura 5.4:
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In fapt, algoritmul a determinat drumurile de valoare minima de la O la toate celelalte noduri —
vezi figura 5.5

Figura 5.5
Tabelul 5.1
IteratiaNoduri cercetate [Noduri Valoarea Care nod Valoarea minima a \Ultimul arc pe
cu vecini (necercetate)  |drumului asociat [a fost declarat [drumului catre nodul |[drumul de valoare
necercetati candidate cercetat declarat cercetat minima
1 0 A 2 A 2 OA
2 (¢} C 4 C 4 oC
A B 2+2=4 B 4 AB
3 A D 2+7=9
B E 4+3=7 E 7 BE
C E 4+4=8
4 A D 2+7=9
B D 4+4=8 D 8 BD
E D 7+1=8 D 8 ED
5 D T 8+5=13 T 13 DT
E T 7+7=14

5.2 Problema arborelui de cost minim (Minimum Spanning Tree Problem)

Data 1n unitatea de invatare 4 ca un prim exemplu de problema de optimizare combinatoriala,
problema arborelui de cost minim are numeroase aplicatii practice in special in proiectarea retelelor de
comunicatii. Contextul general este urmatorul: un numar de “puncte” trebuie conectate intre ele pentru
facilitarea transmiterii unui anumit serviciu (telefon, TV, calculator) Intre puncte exista “legaturi
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potentiale” a caror realizare implicd un anumit cost. Problema care apare este aceea de a vedea ce
legéturi vor fi efectiv realizate astfel incat:

. oricare doud puncte sa fie conectate — direct sau indirect — in vederea utilizarii serviciului;

. suma costurilor legaturilor realizate sa fie minima.

Problema arborelui de cost minim este importanta atit in sine cét si prin faptul ca apare ca
subproblemd 1in chestiuni de optimizare combinatoriald mai complexe cum ar fi problema
comisvoiajorului

Exemplul 1 Centrul regional de calculatoare X trebuie sd instaleze un numar de linii speciale de
comunicatii care sd lege cinci utilizatori la un nou computer. Deoarece instalarea retelei este
costisitoare, conducerea centrului doreste ca lungimea totald a liniilor instalate sa fie cat mai mica. Desi
computerul central poate fi conectat direct cu toti utilizatorii ar fi mai economic sa fie instalate linii
directe doar catre unii, ceilalti intrdnd in retea prin legarea lor la utilizatorii deja conectati.Reteaua
legaturilor posibile este vizualizatd prin graful din figura 5.6 Valorile numerice Inscrise pe muchii
reprezintd distante in km.

Figura 5.6

Exemplul 2 Prefectura judetului X si-a fixat ca obiectiv modernizarea retelei drumurilor care
leaga intre ele localitatile 1,2,...,8, retea vizualizatd in figura 5.7. Pe fiecare muchie este inscrisd o
valoare numerica reprezentand costul modernizarii tronsonului respectiv (in milioane lei). Din cauza
bugetului limitat, prefectura doreste ca Intr-o prima etapa sa modernizeze numai unele drumuri astfel
incat:

. intre oricare doud localitati sa se poata circula — daca se doreste — pe tronsoane modernizate;

. costul intregii operatii de modernizare partiala sa fie minim.
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5.2.1 Algoritmul lui Kruskal. Algoritmul lui Prim

Reamintim datele problemei. Este dat un graf G = (V,E) ale carui muchii au fost “ponderate” cu
. . . . * o .
valori nenegative. Se doreste determinarea unui arbore generator H = (V,A) al carui “cost” — dat de
suma costurilor muchiilor alcatuitoare — sd fie minim.

(Recomandam cititorului sa revadd notinile de teoria grafurilor prezentate in unitatea de
invatare 4, sectiunea 4.1)

Urmatorul algoritm construieste arborele “minimal” H “muchie cu muchie” si ca urmare
constructia ar trebui sa se termine Tn N — 1 pasi,daca graful are n noduri (dupa cum este cunoscut, un
arbore cu n noduri are exact N — 1 muchii...) Terminarea “mai devreme” a algoritmului semnaleaza
faptul ca graful original nu este conex si in consecintd nu are arbori generatori.

Algoritmul lui Kruskal (1956)

Start Muchiile grafului G vor fi cercetate in ordinea nedescrescatoare a costurilor asociate
(muchiile cu acelasi cost vor fi ordonate arbitrar).
Se selectezd o muchie €' cu cel mai mic cost posibil.

Pasul 1 Fie e' s e’ yeens eX muchiile deja alese in etapele anterioare. Daca k = n — 1, n fiind
numarul nodurilor grafului, Stop: muchiile selectate sunt muchiile unui arbore (generator) de cost
minim. Daca k < n—1se trece la:

Pasul 2 Printre muchiile inca necercetate se cautd o muchie, €', cu cel mai mic cost posibil si
care nu formeaza un ciclu cu (o parte din) muchiile e! , e’ yeees e* dacd o asemenea muchie nu exista,

Stop: graful G nu este conex si prin urmare nu contine arbori generatori. Daca e’ exista, ea se adauga
la muchiile deja selectate si se revine la pasul 1.
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Exemplul 3 Vom aplica algoritmul lui Kruskal in graful conex din figura 5.6 Exista trei muchii
cu costul minim 20; ele nu formeaza un ciclu astfel ca pot fi selectate in orice ordine, de exemplu:
{0,1}, {2,3}, {2,5}. Mai departe a fost aleasd muchia {0,3} urmatda de {3,4}; muchia {3,5}a fost
respinsa deoarece forma un ciclu cu muchiile {2,3} si {2,5} deja selectate! Procedura s-a oprit deoarece
graful are sase noduri si au fost alese cinci muchii.Arborele cu costul minim 120 (= lungimea totald a
liniilor ce urmeaza a fi instalate!) este reprezentat in figura 5.8

Figura 5.8

Foarte asemanator cu algoritmul lui Kruskal este:
Algoritmul lui Prim (1957)

Acesta pleacd de la un nod v° arbitrar ales si cauti si “atingd” progresiv toate celelalte noduri
din G utilizdnd muchiile cu cel mai mic cost. Astfel, la start, muchia e' este muchia cu cel mai mic cost
printre muchiile care au o extremitate in v’ .Mai departe, daci muchiile e',e’....,e* au fost deja alese,
e*! va fi — in caz cd existd — cea mai “ieftind” muchie care are o extremitate in comun cu exact una
k

dintre muchiile e',e?,....e".

Exemplul 4 Vom aplica algoritmul lui Prim grafului conex din figura 5.7 alegand nodul 1 ca
“radacind” a arborelui.
e Selectam muchia {1 ,3} ca fiind muchia cu cel mai mic cost §i cu o extremitate in nodul 1.
e Exista patru muchii avand o extremitate fie Tn nodul 1 fie in nodul 3; dintre ele selectaim
muchia {1,4} fiind cea mai “ieftina”.
e In continuare sunt alese muchiile {1,5} apoi {5,8}, {7,8}, {6,7} si la urma {2,4}

Arborele de cost minim si care indicd drumurile ce vor fi modernizate este vizualizat in figura
5.9. Costul operatiei de modernizare s-ar ridica la 92 milioane lei.
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Figura 5.9

S-a specificat deja ca problema arborelui de cost minim este una dintre problemele ,,usoare” ale
optimizarii combinatoriale.Intr-adevar, se poate ardta ca procedurile descrise mai sus rezolva problema
intr-un timp proportional cu patratul numarului de muchii din graful G!

5.2.2 Versiunea ,,operationala” a algoritmului lui Kruskal

Pentru grafurile de dimensiuni moderate, care se pot ,,desena”, prezentarea de mai sus este
suficientd: putem recunoaste ,,cu ochiul liber” daca graful original este conex sau daca o muchie
formeaza un ciclu cu altele.

Pentru grafurile cu un numar apreciabil de noduri si muchii, cum sunt cele care provin din
aplicatiile reale este necesara o codificare adecvata a datelor si instructiunilor.

In continuare se prezinta varianta ,,operationald” a algoritmului lui Kruskal. Ca si in algoritmul
original muchiile grafului G sunt examinate una cate una, o singura datd, bineinteles dupa listarea
acestora in ordinea nedescrescatoare a costurilor.

In orice stadiu al aplicirii procedurii, muchiile din G se impart in trei categorii:

e muchii examinate si selectate pentru a face parte din arborele de cost minim;
e muchii examinate dar care nu au fost incluse 1n arborele de cost minim;
e muchii neexaminate.

La start toate muchiile sunt neexaminate. Diferentierea pe parcurs a muchiilor examinate se face
printr-o operatie uzuala in teoria grafurilor, aceea de colorare.Concret, o muchie examinatd si inclusa
in arborele de cost minim va fi ,,coloratd” in rosu iar daca a fost respinsa va fi colorata in albastru.
Subgraful H format din muchiile selectate pana la un anumit moment este , in general, neconex. Vom
numi buchet totalitatea nodurilor care fac parte dintr-o componenta conexa a subgrafului H. Este clar
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acum cd o muchie inca neexaminata va forma un ciclu cu muchiile deja selectate numai in cazul in care
extremitatile ei apartin unuia dintre buchetele existente!
Cu aceste pregatiri, varianta operationald a algoritmului lui Kruskal arata astfel.

Start - Intr-o listi £ se ordoneaza toate muchiile grafului in ordinea nedescrescitoare a
costurilor aferente (muchiile cu costuri egale se ordoneaza arbitrar).

- Selectim prima muchie e' din lista £ si o colorim in rosu.

- Initializdm o lista & a buchetelor ce vor fi construite pe parcurs cu buchetul format din

extremititile muchiei ' .
Continutul unei iteratii:

Pasul 1 Daca toate nodurile grafului G fac parte din acelasi buchet (de altfel si singurul din lista
£!) Stop: muchiile colorate in rosu formeaza un arbore (generator) de cost minim.
(Pentru realizarea practica a acestui pas este suficient sd se memoreze numarul buchetelor din lista & si

numarul nodurilor din cel mai mare buchet.)
In caz contrar se trece la:

Pasul 2 Se cerceteazd daca mai sunt muchii neexaminate (= necolorate!). Dacd nu mai sunt,
Stop: graful original G nu este conex si ca urmare nu contine arbori generatori. Altminteri se trece la:

Pasul 3 Se considerd prima muchie neexaminati (necolorati) e* = {X,y}din lista £. Sunt
posibile patru situatii:

- Nodurile X , y nu fac parte din nici un buchet existent in lista & Coloram e* in rosu si
includem in & buchetul format din nodurile X , y;

- Unul din cele doua noduri, sa zicem X se regaseste intr-un buchet b € # insa nodul y nu face
parte din nici un buchet existent in lista .Coloram e* in rosu si includem nodul y in buchetul
b;

- Nodurile X, y fac parte din doud buchete diferite b; si b, . Coloram e in rosu iar in lista &
inlocuim buchetele b; si b, prin reuniunea lor by U b; ;

- Nodurile X , y fac parte din acelasi buchet. Coloram e* in albastru.

Indiferent de situatie se revine la pasul 1 in cadrul unei noi iteratii.

Exemplul 5 Un graf are cinci noduri notate a,b,c,d,e si opt muchii ale caror extremitati si
ponderi sunt date in tabelul 5.2

Tabelul 5.2
Muchia ab ac ad be be cd ce de
Cost 1 7 3 6 4 8 5 2
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Ne propunem sa determindm un arbore de cost minim utilizand algoritmul lui Kruskal in
versiunea descrisa mai sus.

Mai intai relistam muchiile in ordinea nedescrescatoare a costurilor — vezi tabelul 3.

Tabelul 5.3
Muchia ab de ad be ce bc cd
Cost 1 2 3 4 5 6 8

Actiunea algoritmului si in particular dinamica listei buchetelor & pot fi urmarite in tabelul 5.4
Se observa ca algoritmul s-a oprit mai Inainte de examinarea tuturor muchiilor!

Tabelul 5.4
Iteratia | Muchia examinati Culoarea  |Lista Za buchetelor| Nr. Buchetelor din | Numarul nodurilor din cel
; mai mare buchet
Start ) Toate muchiile o 0 0
necolorate
1 ab rosu {a b} 1 2
2 de rosu {a,b} ,{d,e} 2 2
3 ad rosu {a,b,d,e} 1 4
4 be albastru {a,b,d,e} 1 4
5 ce rosu {a,b,c,d,e} 1 5 stop!

Invitam cititorul sa ,,deseneze” graful original si arborele de cost minim construit de algoritm.

Exemplul 6 Un graf G are noud noduri notate a,b,c.d,e.f,g,h,k si zece muchii ale caror

extremitati sunt:

ab,ac,ad,bc,bd,cd,ef,eg, fg, hk. Fara a ,,desena” graful sa se cerceteze daca el este

conex.

Tabelul 5.5

Iteratia | Muchia examinata Culoarea Lista & a buchetelor Nr. Buchetelor din &
Start ) Toate muchiile o 0

necolorate

1 ab rosu {a b} 1
2 ac rosu {a ,b,c} 1
3 ad rosu {a,b,c,d} 1
4 be albastru {a,b,c,d} 1
5 bd albastru {a,b,c,d} 1
6 cd albastru {a,b,c,d} 1
7 ef rosu {a,b,c,d},{ef} 2
8 eg rosu {a,b,c,d},{efg} 2
9 fg albastru {a,b,c,d}, {efg} 2
10 hk rosu {a,b,c,d},{efg},{h k} 3
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Stim ca un graf este conex daca si numai dacd are arbori generatori. Cautdm un asemenea
arbore aplicand algoritmul lui Kruskal in versiunea ,,cu buchete” si considerand ca toate muchiile au
aceeasi pondere, sd zicem 1. Muchiile vor fi examinate atunci intr-o ordine oarecare, de exemplu in
ordinea in care au fost date Tn enunt — vezi tabelul 5.5

Concluzii:
- Graful G nu este conex. El are trei componente conexe: G; cu varfurile a, b, ¢, d, G, cu
varfurile e, f, g s1 G3 cu doua varfuri h si k.
- Muchiile colorate in rosu indica cate un arbore generator in fiecare din aceste componente —
vezi figura 5.10 in care muchiile arborilor au fost ingrosate.

Figura 5.10

Probleme propuse

1. In reteaua din figura 5.11, valorile
numerice inscrise pe muchii reprezinta
costuri de deplasare valabile in ambele
sensuri de parcurgere. Aplicati riguros
algoritmul lui Dijkstra  pentru
determinarea drumului de la nodul O la
nodul T cu cel mai mic cost.

Figura 5.11

2. 1) Utilizand algoritmul lui Dijkstra determinati cele mai scurte drumuri de la nodul A la celelalte
noduri ale grafului din figura 5.12

87



3.

1) Ce modificari intervin 1n graful G*(A) al drumurilor de lungime minima daca muchiile {I, G}
si {D, J} nu pot fi parcurse decat de la I la G, respectiv de la D la J?

7

Figura 5.12

Utilizati algoritmul lui Kruskal pentru a determina arborele de valoare minima in graful din
figura 5.13

Figura 5.13

Agentia Nationald de Turism a obtinut autorizatia de amenajare a unui nou parc natural intr-o zond
cu un mare potential turistic. Au fost identificate opt locatii pentru constructia de cabane, cdsute de
odihni, spatii pentru picnic si scene in aer liber. In zond nu existi drumuri astfel ci ele trebuie
amenajate. Expertii agentiei au stabilit ce drumuri ar putea fi construite si ce lungime (in km) ar
avea aceste drumuri, astfel Incét orice locatie sa fie accesibild — vezi figura 5.14 Pentru protejarea
mediului este de dorit ca lungimea totala a acestor drumuri sd fie minima.
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1 (Ce drumuri ar trebui construite?

i1) Chiar Tnainte de demararea lucrdrilor, o organizasie ecologistd a obtinut in instantd interzicerea
construirii unuia dintre tronsoanele E — G sau E - F (altfel spus nu pot fi amenajate amandoua!).
Care ar fi solutia cea mai avantajoasa pentru constructor?

2 2 3
N 4 3 A >
d) E \F
2 3 5 2
Figura 5.14

5. Departamentul Parcurilor Nationale intentioneaza sd amenajeze In scopuri turistice o zond putin
umblatd. Au fost identificate patru locatii pentru accesul automobilelor. Locatiile — inclusiv
punctul de intrare in parc — si distantele dintre ele (in km) sunt date in tabelul 5.6. Pentru protejarea
mediului dar si pentru a calma protestul ecologistilor, departamentul doreste ca lungimea totala a
drumurilor ce vor fi amenajate n scopul accesarii oricarei locatii sa fie cat mai mica. Ce drumuri ar
trebui construite in vederea atingerii scopului propus? Faceti si o schita.

Tabelul 5.6
Dealul | Stinca | Lunca Poiana
Negru Verde Soarelui
Intrarein |, 195 | 1901 | 257
parc
Dealul |, 8.3 162 | 132
negru
Stanca * 18.1 52
Lunca %
Verde 17.2

Indicatie: Este vorba de proiectarea unei retele care sa conecteze cinci locatii: I = Intrarea in
parc; D = Dealul Negru; S = Stinca; L = Lunca Verde; P = Poiana Soarelui si sa aibe cea mai mica
lungime. Echivalentul teoretic este determinarea unui arbore de lungime minima intr-un graf complet

cu cinci noduri I, D, S, L, P si 6) = combindri de cinci luate cate doua! = 10 muchii ale caror lungimi

sunt date in tabel.
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6. O bancd intentioneazd sa instaleze un sistem de conectare a computerelor filialelor sale la
computerul sediului central. O filiald nu trebuie conectata neapdrat la sediul central; este suficient
ca ea sa fie conectatd la o altd filiald deja conectatd, fie direct fie indirect, la sediul central.

Tabelul 5.7
Filiala 1|Filiala 2|Filiala 3 |Filiala 4|Filiala 5
Sediul central 190 70 115 270 160

Filiala 1 * 100 240 215 50
Filiala 2 * 140 120 220
Filiala 3 * 175 80
Filiala 4 * 310

In tabelul 5.7 sunt date distantele (in km) dintre sediul central si filiale ca si distantele dintre
filiale. Costul instalarii unei linii telefonice speciale intre doud locatii este direct proportional cu
distanta dintre locatii si suficient de mare pentru ca banca sd-si doreasca elaborarea unei solutii de
conectare cu cel mai mic cost.

Cum arata solutia care satisface obiectivul bancii? Faceti o schita.
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Unitatea de invatare 6

INTRODUCERE IN OPTIMIZAREA COMBINATORIALA
Problema comisvoiajorului (Traveling Salesman Problem = TSP)

Cuprins

6.1 Formularea problemei. Clasificare. Aplicatii

6.2 Problema firmei de curierat rapid

6.3 Un algoritm de tip B&B pentru TSP in cazul asimetric
6.3.1 Algoritmul lui Eastman
6.3.2 Aplicatie la problema firmei de curierat rapid

6.4 Euristici de rezolvare suboptimala a TSP euclidiene
6.4.1 Euristica: mergi la cel mai apropiat vecin
6.4.2 Euristica: ajustare locala
6.4.3 Euristica: insereaza puncul cel mai departat
6.4.4 Euristica: dubleaza muchiile unui arbore minimal
6.4.5 Euristica lui Cristofides

Probleme propuse

Obiectivul unitatii de invatare 6

Problema comisvoiajorului a fost déja introdusd in unitatea de invitare 4 ca exemplu

13

reprezentativ de problemd de optimizare combinatoriala “grea”. Tot acolo au fost examinate citeva
aplicatii practice; unele au fost déja semnalate, altele vor fi date in continuare. In ciuda simplitatii sale,
,s€ cere determinarea celui mai scurt traseu de vizitare a unor puncte cu intoarcerea in locul de
plecare”, rezolvarea problemei comisvoiajorului ramane o veritabila provocare mai cu seama in cazul
in care numarul punctelor este “mare”.

Obiectivul unitatii de Invétare 6 este de a trece in revistd cateva metode de rezolvare — in
general suboptimald —a TSP cu ilustrdrile numerice de rigoare.
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6.1 Formularea problemei. Clasificare. Aplicatii

Exemplul 1 O companie petrolierd are mai multe platforme de foraj marin. Periodic, un elicopter cu
baza pe uscat, viziteaza platformele n vederea efectudrii unor controale de rutind dupa care se intoarce
la baza. In ce ordine vor fi vizitate platformele pentru ca distanta totala parcursa sa fie minima?

Exemplul de mai sus constituie una din numeroasele concretizari ale problemei
comisvoiajorului (abreviat TSP = Traveling Salesman Problem):

Un comisvoiajor in localitatea 0 doreste sa viziteze localitatile 1,2,...,n la sfarsitul
cilitoriei el intorcindu-se de unde a plecat. Nu existd nici o restrictie in ceeace priveste
deplasarea de la un oras la altul. Pentru oricare dou: orase diferite i # j se cunoaste costul Cjj al

deplasirii comisvoiajorului din i in j (in alte contexte Cijj poate reprezenta distanta dintre

orasele i si j sau timpul necesar efectuirii deplasiirii din i in j) In ce ordine vor fi vizitate
localitatile 1,2,...,n astfel incat sa se minimizeze costul total al cilatoriei (sau distanta totala
parcursa sau durata totala a deplasarii).

O problema a comisvoiajorului se numeste simetrica daca:

Cij = Cji pentru orice i # j

altminteri ea se zice asimetrica.

Intre problemele simetrice, o clasa importanta este formatd din acelea in care “costurile” Cjj verifica

inegalitatea triunghiului:
Cij +Cjk = Cik pentru orice tripletd de indici diferitii, j, k.

Aceste probleme se numesc euclidiene.

De exemplu, o problema care implicd deplasari in linie dreapta este o problema euclidiana.
[atd un exemplu de situatie practicd care nu implica “deplasdri” si care conduce totusi la o TSP, in
general asimetrica.

Exemplul 2 Stabilirea ordinii de lansare in executie a unor repere. Pe un utilaj se executa
mai multe repere (operatii). Fiecare reper (operatie) are o duratd de executie cunoscutd. De multe ori se
intampla ca trecerea de la executarea unui reper la executarea altuia sd necesite un anumit timp de
pregatire al utilajului mai mic sau mai mare functie de caracteristicile celor doua repere dar si de
ordinea n care acestea sunt procesate. De exemplu, Intr-o situatie de croire, trecerea de la utilizarea
(repetatd) a unei retete de debitare la o altd retetd implicd o “intrerupere” a activitatii, necesara
repozitiondrii cutitelor de taiere.

In acest context, se pune problema stabilirii ordinii de lansare in executie a reperelor astfel incat
suma timpilor de pregatire sa fie minima.
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6.2 Problema firmei de curierat rapid

Problema firmei de curierat rapid (Dial a Ride Problem, abreviat DARP) are urmatoarea
formulare generala:

Sunt date o retea si o lista de comenzi de transport. fn fiecare comandai se specifici sursa
si destinatia transportului care trebuie sa fie noduri ale retelei.Transporturile sunt efectuate de
un server care pleaca dintr-un anumit nod al retelei si care, dupa satisfacerea tuturor
comenzilor, se intoarce in punctul de plecare. Capacitatea serverului este limitata in sensul ca el
nu poate transporta mai mult de un anumit numar de comenzi simultan.Toate deplasarile
serverului se fac pe muchiile retelei. Unele muchii pot fi parcurse in ambele sensuri altele doar
intr-un singur sens, prestabilit. Se presupun cunoscute lungimile tuturor muchiilor din retea.
Problema de optimizare consta in a stabili cum vor fi transportate comenzile pentru ca distanta
totala parcursa de server sa fie minima.

in unele situatii, o comandi poate prevedea si o fereastri de timp in care are loc fie
preluarea comenzii de la sursa fie predarea acesteia la destinatie.

Problema are numeroase aplicatii:

- in activitatea firmelor de curierat rapid sau taximetrie;

- in transportul persoanelor cu handicap locomotor;

- in transportul pe verticald de marfuri sau persoane cu ajutorul ascensorului;

- in deplasarea pe orizontald a unor obiecte cu ajutorul unui pod rulant, macara sau brat
mecanic.

DARP este o generalizare a problemei comisvoiajorului. intr-adevir, orice TSP se identifica
cu 0 DARP in care:

- comenzile corespund oraselor de vizitat;
- sursa si destinatia fiecarei comenzi coincid cu orasul corespunzator comenzii.

In consecinti, DARP este o problemii de optimizare combinatoriali grea.

In continuare vom studia DARP 1n cel mai simplu caz, in care:

-serverul nu poate transporta o datd mai mult de o comanda;
- nu exista ferestre de timp.

si vom ardta ca aceastd problemd particulard este echivalentd cu o problemd a comisvoiajorului,
asimetrica.

Vom folosi notatiile:

e G = reteaua de transport cu nodurile 0,1,...,n, nodul 0 fiind punctual de plecare si intoarcere al
serverului;
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e djj =distanta de la nodul i la nodul j mésuratd pe drumul cel mai scurt existent in retea intre i si

J. Dupa cum se stie, determinarea celor mai scurte drumuri intre nodurile unui graf este o problema de
optimizare (combinatoriald) usoara, rezolvabila de exemplu cu algoritmul lui FLOYD. Intrucat este
posibil ca unele muchii sa fie parcurse doar intr-un sens, se poate intdmpla ca djj # d jj pentru anumite

perechi de noduri.
e R={r.r,...Iy }=lista comenzilor de transport cu r; = (;,t;)unde S; este sursa comenzii r; iar
tj este destinatia ei. S; si tj sunt noduri ale grafului G.

Definim un traseu complet al serverului ca fiind o succesiune de noduri si arce permise din graful G:

lIOEio—)il—)iz—)"'—>ip_1—)ip50 (D)

care incepe si sfarseste in nodul O si are proprietatea:

Pentru fiecare comanda r; = (Sj,tj)nodurile S;i , t; se gasesc printre nodurile din (1), nodul {;
aparand in urma nodului s;.

Deoarece serverul nu poate transporta mai mult de o comanda o data, orice traseu complet este
o reuniune de drumuri de forma:

A= OV VAU Ul I A Y iy 2)
unde:

p = portiunea din A de la nodul O la sursa primei comenzi transportate;

A1 = portiunea din A de la sursa la destinatia primei comenzi transportate;

W = portiunea din A de la destinatia primei comenzi la sursa celei de a doua comenzi
transportate s.a.m.d.

Um+1 = portiunea din A pe care serverul o parcurge de la destinatia ultimei comenzi transportate
la locul de parcare 0.

Este posibil ca unele dintre drumurile “in gol” w4, 45 ,..., ttm4 S@ se reducd la un nod si astfel

sa aibe lungimea zero! Aceasta se intampld atunci cand destinatia unei comenzi coincide cu sursa
urmatoarei comenzi transportate.
Este clar ca, pentru minimizarea distantei totale parcurse:

e serverul va transporta fiecare comanda r; = (Sj,tj) pe drumul cel mai scurt de la s; la t;;

e de la destinatia unei comenzi transportate la sursa urmatoarei comenzi, serverul va trebui sa se
deplaseze pe drumul cel mai scurt!

In consecintd, in structura unui traseu complet datd in (2) putem presupune ca Ay, 4y,..., Ay
sunt cele mai scurte drumuri pe care se pot transporta comenzile si ca urmare suma
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d(4)+d(Ay)+--+d(Ay)a lungimilor acestor drumuri poate fi consideratd o constanta,

independentia de ordinea in care vor fi transportate comenzile.
Tot asa, putem presupune cd drumurile “in gol” xq, ty,...., m41 sunt cele mai scurte drumuri

posibile, insa structura lor si de aici suma lungimilor lor depinde esential de ordinea in care comenzile
sunt transportate!

In concluzie, minimizarea distantei totale parcurse de server este echivalenti cu determinarea
ordinii 1n care vor fi transportate comenzile astfel incat suma lungimilor drumurilor “in gol” sa fie
minima.

Aceasta este o problema a comisvoiajorului, asimetrica, in care:

e “orasele” sunt comenzile ry,I,.....,I; unde Iy =(0,0)este o comandd fictivd cu sursa si

destinatia concentrate in nodul 0;
e pentru oricare doud orage = comenzi diferite I = (s,t) si r'=(s',t") “costul ¢, ral deplasarii de

L3

larlar “este lungimea celui mai scurt drum de la destinatia t a comenzii r la sursa S’ a
comenzii urmatoare I’.

6.3 Un algoritm de tip B&B pentru TSP in cazul asimetric

Reamintim ca problema comisvoiajorului a fost modelata ca o problema de afectare:

n n
(min)z = 3. 3. CjjXjj
i=0 j=0
% 1 i=0,1
Xii = i=0,l,..n
i " (1)
n
ZXIJ_I J:Oala an
i=0
Xjj € {0,1}

cu restrictii ,,speciale”, menite sd elimine aparitfia subtraseelor, variabilele bivalente Xij avand

semnificatia:

{1 daca comisvoiajorul merge direct din orasuli in orasul j sii # j
Xij =

0 in caz contrar sau dacai = |
unde i, ] =0,1,...,n

(vezi unitatea de Invatare 4, sectiunea 4.2)
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6.3.1 Algoritmul lui Eastman

Urmatorul algoritm, datorat lui EASTMAN (1958), determina traseul optim al unei probleme
asimetrice a comisvoiajorului prin rezolvarea unei liste de probleme de afectare care difera de
problema (1) prin unele costuri Cjj schimbate in +oc.

Algoritmul utilizeaza:

e locatie Xcpp care retine Cel Mai Bun traseu gasit pe parcurs;
e locatie Zgy g care pastreaza valoarea traseului depus in Xcpmp ;

o listd £ de probleme de afectare, rezolvabile cu algoritmul ungar.

Start Initializam:
XcmB =9 ZcMmB =+ £ ={problema de afectare (1)}

(Locatia Xgpmp se poate initializa si cu un traseu fie cunoscut fie determinat printr-o euristicd oarecare.

Valoarea traseului se inregistreaza in zZcyg)

Continutul unei iteratii:

Pasul 1 Daci lista £ este vidi, Stop: traseul de valoare minimi se giseste in Xcpg . In caz
contrar selectdm prima problema de afectare din listd. Problema selectata se sterge din £. Se trece la:

Pasul 2 Se rezolva problema de afectare selectata (cu algoritmul ungar). Daca valoarea optima
a functiei obiectiv este >z se revine la pasul 1. Daca valoarea optimd a functiei obiectiv este

<ZcmB se trece la:

Pasul 3 Examindm solutia optimd a problemei de afectare rezolvate la pasul 2. Daca aceasta
solutie este un traseu complet se actualizeaza Xcppg S1 Zgmp cu traseul gasit, respectiv cu valoarea

acestuia, dupa care se revine la pasul 1. Dacd solutia examinatd este o reuniune de subtrasee
disjuncte se trece la:

Pasul 4 Se alege subtraseul cu cele mai putine arce. Pentru fiecare arc (i , J) al subtraseului
ales se adaugd, in capul listei <, problema de afectare rezultatd din problema rezolvatd punand

Cjj =+ (dect la lista £ se vor adauga atatea probleme, cate arce are subtraseul ales!). Se revine la
pasul 1.
Observatii: 1) Ratiunea pasului 4 este urmatoarea: dacd i > j — K — --- — i este subtraseul

ales, este clar ca traseul optim nu va contine unul din arcele i — jsau j— ksau ... ,ce compun
subtraseul.Altfel spus , in solutia optima a TSP vom avea Xj; =0 sau Xjx =0 sau ...In consecint3,

traseul optim va fi cautat traseele in care Xjj =0 apoi cele in care Xjx =0 etc. Or, restrangerea la

traseele In care Xjj =0 se face punand Cjj = +oo!
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Bineinteles cd putem considera orice subtraseu din solutia problemei rezolvate la pasul 2. Alegerea
celui “mai mic” se face in ideea de a nu incarca “excesiv” lista £!

2) In termenii generali ai principiului Branch & Bound, ramificarea are loc la pasul 4 iar
marginirea la pasul 2 (nu ,,strica” revederea sectiunii 3.2 din unitatea de Invatare 3!!)

3) Algoritmul este aplicabil problemelor asimetrice de dimensiune moderata.Punctul slab al
procedurii 1l constituie impredictibilitatea dimensiunii listei .£ ca si a dinamicii acestet liste!
In principiu, algoritmul poate rezolva exact orice TSP insi aplicarea lui la cazul simetric nu este
recomandata fiind foarte greoaie!

Exemplu numeric Se da problema asimetricd a comisvoiajorului cu cinci localitéti 0, 1,...,4 definitd de
urmatoarea matrice a costurilor de deplasare Cjj :

Tabelul 6.1
1 2 3 4
10 25 25 10
oC 10 15 2
oc 20 10
10 24 oc 15
10 8 25 27 oc

A WD~ O
NEI BRI
\O

0 este punctul de plecare si intoarcere al comisvoiajorului. Dupa cum se vede costul deplasarii intre
orasele 0 s1 4 nu depinde de sens: Cpy = C49 =10. In schimb, deplasarea de la 0 la 1 este mai ,,scumpa”

decat deplasarea in sens invers: Cy; =10 >1=C;y. Se pune problema determindrii unui traseu de

vizitare a localitatilor cu plecarea si intoarcerea in 0, care sa treaca o singura data prin 1, 2, 3 si 4 si
care sa coste cat mai putin. Pentru aceasta vom aplica algoritmul descris mai sus.

Start
Initializdm:  Xcpmg =< ZcMB = 1© £ ={PA }
unde PA este problema de afectare (1) cu costurile Cjj din tabelul 6.1

Iteratia 1
1 Selectam problema PA si o stergem din lista: £ =;
2 Rezolvam problema selectata; se obtine solutia optima:

Xo4 = X31 = X2 = X3 = X371 =1 , Xij =0 1in rest.

care corespunde subtraseelor disjuncte 0 >4 >0 si1—>2 >3 > 1.
e Selectam subtraseul 0 >4 — 0 si adaugam la lista £ problemele de afectare PA; si PA;
derivate din PA prin schimbarea Cyy =+ C4p =+0:

L= {PA] , PAZ}
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Iteratia 2

e Selectam problema PA; si actualizam lista : Z = {PA,}.
e Rezolvarea problemei PA; conduce la solutia

X3 = X31 = X12 = X4 = Xy =1, Xij=0inrest

care este un traseu complet cu valoarea 65. Actualizam:

Xemg =102>3->152-54-0} ZcmB =65

Iteratia 3

e Selectdm problema PA,. Lista £ devine vida.
e PA,; are solutia optima:

Xo4 = X41 = X12 = X3 = X3¢ =1 , Xij =0 1nrest

care este un traseu complet cu valoarea 62. Actualizam:

Xemp ={0>4->1-52->3-0} ZcvB =62
Iteratia 4

Deoarece lista £ este vida algoritmul se opreste. Traseul cu cel mai mic cost este retinut in Xcmp

6.3.2 Aplicatie la problema firmei de curierat rapid

Se considera reteaua stradald din figura 6.1 Unele muchii pot fi circulate in ambele sensuri,
altele numai in sensul indicat. Un server, localizat in punctul 0 are de transportat cinci comenzi ale
caror surse si destinatii sunt date in tabelul 6.2 Se pune problema determinarii traseului de lungime
minimd care incepe si sfarseste in nodul O si pe care serverul trebuie sd-l parcurgd in vederea
transportarii celor cinci comenzi de la surse la destinatii.

Tabelul 6
Comanda | Sursa [ Destinatia
r 1 6
r, 2 7
I3 6 3
ry 4 1
Is 8 2
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Latura patratului caroiajului

masoard 1 km =10 hm

diagonala

0 _,_<5
\ masoard 1,5 km =15 hm
A
\/ diagonala
(7:/ /8 5 masoara 2,3 km =23 hm
—/ D
Figura 6.1
Tabelul 6.3
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 « 45 35 25 50 10 33 33 53
0,3,1 0,5,2 0,3 0,5,2,4 0,5 0,5,6 0,7 0,7,8
| 45 " 45 20 60 55 78 50 70
1,3,0 12 1,3 12,4 13,05 | 13,056 1,3,7 1,7,8
) 33 45 * 58 15 43 35 66 70
2,0 2,1 2,0,3 2.4 2,0,5 2,4,6 2,0,7 2,4,6,8
3 25 20 60 " 75 35 58 30 50
3,0 3,1 3,0,5,2 3,0,52,4 3,0,5 3,0,5,6 3,7 3,7,8
4 48 60 15 73 % 58 20 75 55
42,0 42,1 4,2 4,2,0,3 4,2,0,5 4,6 4,6,8,7 4,6,8
5 58 70 25 83 40 " 23 78 58
5,2,0 5,2,1 5,2 5,2,0,3 52,4 5,6 5,6,8,7 5,6,8
6 68 80 35 85 20 60 " 55 35
6,4,2,0 6,4,2,1 6,4,2 6,8,7,3 6,4 6,8,5 6,8,7 6,8
7 33 50 68 30 83 43 66 % 20
7,0 7,3,1 7,0,5,2 7,3 7,0,5,2,4 7,0,5 7,0,5,6 7,8
g 53 70 50 50 65 25 48 20 %
8,7,0 8,7,3,1 8,5,2 8,7,3 8,5,2,4 8,5 8,5,6 8,7

e Incepem prin a determina — cu o proceduri specializati cum ar fi algoritmul lui FLOYD —
drumurile de lungime minima dintre nodurile retelei. Vezi tabelul 6.3 unde, in celula (i, j),
apare atat lungimea drumului minimal de la i la j cat si nodurile prin care trece acesta.
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De exemplu cel mai scurt drum de la nodul 3 la nodul 4 are lungimea de 75 hm = 7,5 km si
trece prin nodurile 3, 0, 5, 2 si 4. Datorita faptului cd unele muchii au sens unic de parcurgere, drumul
»invers” cel mai scurt de la nodul 4 la nodul 3 are lungimea 73 hm = 7,3 km si trece prin nodurile 4,2,0
si 3.

e Construim apoi o problema a comisvoiajorului, asimetricd, echivalentd cu problema data.
,»Orasele” se identificd cu cele cinci comenzi Iy , ..., I's la care se adauga ,,comanda fictiva” r
concentratd in locul de plecare si intoarcere a serverului. ,,Costurile de deplasare” sunt
lungimile drumurilor ,,in gol” de la destinatia unei comenzi la sursa alteia — vezi tabelul 6.4

Tabelul 6.4
h I h I3 Iy Is
o |45 ] 35|33 |50 53

o
r | 68| o | 35| 0 |20] 35
rh |33 50| o | 66|83 | 20
r; | 25120] 60| oo [ 75| 50
r, |45 0 | 45| 78 | oo | 70
rs [ 33145 0 | 35| 15|

Exemplu de calcul pentru c(ry,r;) =78:

- destinatia comenzii Iy este nodul 1;

- sursa comenzii ;3 este nodul 6;

- drumul cel mai scurt de la nodul 1 la nodul 6 este 153-5>0—>5—>6 cu lungimea
78 hm = 7,8 km.

e (Cu algoritmul lui EASTMAN s-a gasit succesiunea optima:
h =L > >0 >0 >0
cu ,,costul” total minim 95 hm =9,5 km reprezentand lungimea totald a drumurilor ,,in gol”.

Aceasta inseamnd ca serverul va pleca din 0 si va transporta comenzile in ordinea
Iy,rs,r4,17,03 dupa care se va intoarce de unde a plecat.

In notatia (2) din 6.2 structura traseului optim arata astfel:

0--?1_» 2% 7__H2__> SLV 2__"_L3__> 4%1 7"44> 6% 3__l:lé__> 0
T T
Wy =2 us =J
Figura 6.2
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sau ,,in extenso’”:

-

Figura 6.3

Drumurile ,,in plin” insumeaza 339 hm = 33,9 km. Intregul traseu optim masoara:
95 + 339 =434 hm = 43,4 km. Drumurile 1n gol reprezinta circa 22% din intregul parcurs.

6.4 [Euristici de rezolvare suboptimala a TSP euclidiene

Problema simetrica a comisvoiajorului si in special cea euclidiana are multe aplicatii practice si
ca urmare, cunoasterea unor metode de rezolvare fie si suboptimald, este importantd. Deoarece
complexitatea problemei face ca metodele exacte sa fie aplicabile doar problemelor de dimensiune

moderatd, in continuare vor fi descrise unele metode euristice.

Metodele de rezolvare suboptimala se impart in doua categorii:

a) euristici care construiesc efectiv un traseu complet cautand ca acesta sa fie ,,cat mai bun”.

Din aceasta categorie amintim:

- euristica: mergi la cel mai apropiat vecin;
- euristica: insereaza punctul cel mai departat (apropiat);

- euristici bazate pe utilizarea arborelui de cost minim ca de exemplu euristica: dubleaza

muchiile arborelui de cost minim sau euristica lui Cristofides.

b) euristici care amelioreaza valoarea unui traseu complet dat sau construit printr-o procedura

din prima categorie.
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6.4.1 Euristica: mergi la cel mai apropiat vecin

e se pleaca din localitatea 0 catre cea mai apropiata localitate;
e din ultima localitate vizitata se pleaca citre cea mai apropiata localitate nevizitata; in caz ca
nu mai existd localitati nevizitate se revine la punctul de plecare.

Desi local metoda face cea mai buna alegere, deseori in traseul construit apar deplasari
,costisitoare” astfel ca acesta nu este intotdeauna traseul optim! Euristica este simpla si, daca este
urmatd de o procedura ameliorativa poate conduce la rezultate foarte bune in sensul obtinerii unui
traseu foarte apropiat ca valoare de traseul optim. Deoarece un punct poate avea mai multi vecini ,,la fel
de apropiati” este posibil ca euristica sa conduca la mai multe trasee!

Exemplul 1 In figura 6.4 este dati o concretizare a problemei din debutul sectiunii 6.1
Elicopterul are baza de plecare si intoarcere in punctul 0 iar deplasarile intre platforme se fac in linie
dreapta. Latura patratului caroiajului masoara 10 km; distantele dintre platforme au fost calculate cu

teorema lui Pitagora si sunt date in tabelul 6.5

[o]

( D @) Tabelul 6.5

1 2 3 4 5 6 7

0122]41(20]|28|36|42 |41

1| *1]20(22/10{20(2232

<3) @) 2 *14122(28(22 (42

3 *120122(321(22

4 * 11014122

() (6) 5 * 11014

o/ N 6 * |20
(7)
\_/

Figura 6.4

Deplasandu-ne permanent catre cel mai apropiat vecin nevizitat, a rezultat traseul:

053-54-515256>5>7->0

cu lungimea de 157 km, vizualizat in figura 6.5
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© ()
o CL

Figura 6.5

6.4.2 Euristica: ajustare locala

Cu siguranta traseul construit nu este cel mai scurt din
cauza ,,incrucisarii” arcelor (3,4) si (7,0). Un traseu mai
scurt se va obtine folosind euristica ameliorativa descrisa
in urmatoarea sectiune.

Cititorul atent a observat ca din nodul 4 se putea merge
fie in nodul 1 fie in nodul 5; a fost ales nodull.il invitim
sd continue aplicarea euristicii mergand de astd datd din
41n 5.

La acest stadiu al discutiei, puteti afirma ca ,,inaintarea”

din nodul 4 spre nodul 5 va fi mai ,,profitabila” decét cea
aleasa?...

Este vorba de o euristica din cea de a doua categorie care Tmbunatateste un traseu complet dat T.

ONENO= S0 NENO==0)

b) c)

Figura 6.6

e Se examineaza pe rand toate perechile de arce neconsecutive u,v din T — vezi figura 6.6a).

e Eliminarea arcelor u siv ,,sparge” T in doud drumuri disjuncte T, si T, — vezi figura 6.6b).

e Aceste drumuri se pot asambla intr-un nou traseu T’ # T intr-un singur mod, indicat in

figura 6.6c).
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e Daca:
Cij +Cki < Cik +Cj|

noul traseu nu este mai bun ca valoare decat T si daca este asa se trece la examinarea altei perechi de
arce neconsecutive din T.
Daca nsa:
Cij +Cyx > Cik +Cj|

noul traseu T’ are o valoare mai mica decat T. In acest caz, se inlocuieste T cu T’ si se trece la
examinarea perechilor de arce neconsecutive din T°.

Exemplul 2 Aplicdm procedura descrisd traseului din figura 6.5 luand in considerare perechea
de arce (3,4) s1 (7,0).

‘/'Tz \ 1 \/\

LT

a) b) c)

) 4
D

Figura 6.7

Eliminarea arcelor (3,4) si (7,0) — vezi figura 6.7a) — si inlocuirea lor cu arcele (0,4) si (7,3)
scurteaza distanta totala de parcurs deoarece:

C3q4 +C79 =20+41=61>50=28+22=Cpy +Cp3

Noul traseu, indicat in figura 6.7 b) are lungimea 157 — (61—-50) =146 km.

Atentie: pot exista si perechi de arce care nu se incruciseaza dar care conduc la micsorarea
valorii unui traseu! (de altfel, ,,incrucisarea” se poate depista numai daca traseul este vizualizat...)

De exemplu, s ludm perechea de arce (0,4) si (1,2) ale traseului din figura 6.7b). Deoarece:

Cog +C1p =28+20=48>44=22+22=C(; +Cyp

prin eliminarea lor se obtine traseul din figura 6.7c) cu lungimea 146 — (48 —44) =142km. Ajustarea
locala continud cu examinarea altor perechi de arce neconsecutive din ultimul traseu obtinut.
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6.4.3 Euristica: insereaza punctul cel mai departat

Se considerd un subtraseu T care trece prin unele dintre nodurile 0,1,...,n. Printre nodurile
nesituate pe traseul T se cauta nodul v, ,,cel mai departat” de T (reamintim cd ,,distanta” de la v la
multimea nodurilor subtraseuluiT se defineste ca fiind minimul distantelor de la v la fiecare nod din T).
Fie u nodul din T ,,cel mai apropiat” de v — vezi figura 6.8a). Se elimind una din muchiile traseului care
are o extremitate in U si se conecteaza extremitatile muchiei eliminate cu nodul v. Rezultatul este un
nou subtraseu T’ cu un nod ,,mai mare” decat subtraseul T — vezi figura 6.8b).

Se elimina !
4 —

Figura 6.8

De regula, la start subtraseul T este redus la punctul 0 de plecare si intoarcere al
comisvoiajorului astfel ca in n pasi rezultd un traseu care trece prin toate punctele de vizitat.
La prima vedere, s-ar parea ca inserarea la fiecare iteratie a ,,celui mai apropiat” nod nevizitat in locul
celui mai departat ar fi o idee mai buna. Experimentele numerice arata ,,in medie” contrariul!!

Exemplul 3 Reluam problema vizitarii platformelor marine din exemplul 1.

- Initializam T = {0}.

- Cele mai departate puncte de 0 sunt 2 si 7 pentru cd Cpp =Cp7 = 41sunt cele mai mari
distante din tabelul 4.Actualizam T:0 > 2 —-> 7 —> 0.

- Distantele de la nodurile 1, 3, 4, 5s1 6 la multimea {0, 2, 7}a nodurilor subtraseului curent T
sunt 20, 20, 22, 14 respectiv 22. Alegand nodul 6, T devine: 0 >2 —>6—>7 —> 0.

- Fata de noul T cele mai departate noduri sunt 1 si 3.A fost ales si inserat nodul 3 astfel ca T:
05256->7>3->0.
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- Nodurile ramase au fost inserate in ordinea 1, urmat de 4 si la urma 5. In final a rezultat
traseul complet: T: 0 > 1 >2 —>6 >5—>4 —>7 —> 3 —> 0culungimea de 148 km.

Observatie: In mai multe randuri a fost necesar sa facem o alegere a nodului ce urma a fi
inserat in subtraseul curent dintr-o multime de noduri candidate. Ca urmare procedura poate conduce si
la alte trasee unele posibil mai bune, altele posibil mai proaste decat traseul efectiv construit!

6.4.4 Euristica: dubleaza muchiile unui arbore minimal

e In graful complet cu nodurile 0,1,...,n se determina un arbore H de valoare(lungime) minima.
Aceasta este 0 problema de optimizare usoara rezolvabild cu algoritmul lui Kruskal — vezi unitatea de
invatare 5.

e In continuare fiecare muchie din H se inlocuieste cu doud muchii de aceeasi lungime. Se obtine
un multigraf H’.
Prin constructie, H’ este un graf eulerian (deoarece gradele tuturor nodurilor sunt pare!) si ca urmare
exista posibilitatea traversarii tuturor muchiilor, o singura data, cu plecarea si intoarcerea in nodul 0.

e Fie
O0>X>y—>-ee —-u—->v—->0 (*)

Succesiunea in care toate muchiile multigrafului H’ au fost parcurse. In aceeastd secventa este
posibil ca unul sau mai multe orase sd apara de mai multe ori. Proceddm la urmatoarea operatie de
scurtcircuitare:

In succesiunea (*) se determina prima tripletd i —» j — k de noduri (orase) consecutive in care
,mijlocul” j mai apare ulterior in succesiune. Inlocuim secventa i — j — k cu arcul direct i — k. Prin
aceasta operatie:

- fiecare oras continua sa fie vizitat macar o data;
- noul traseu are o lungime mai mica deoarece Cjj +Cjk = Cjk (atentie, avem in vedere in

exclusivitate TSP euclidiene!!)
Scurtcircuitarea se repeta pana cand, in secventa (*) actualizata, fiecare oras apare o singura
data, bineinteles cu exceptia punctului de plecare si intoarcere 0.

Se poate demonstra ca lungimea traseului obtinut prin aceasta euristica este cel mult de
doua ori mai mare decat lungimea traseului optim (in practica lucrurile stau Tnsa mai bine...)
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Arborele de lungime minima H Multigraful H’

0]

Figura 6.9

Exemplul 4 Aplicim euristica descrisa problemei din exemplul 1. In figura 6.9a) este vizualizat
un arbore H de valoare minima; in figura 6.9b) apare multigraful H’. Traversarea tuturor muchiilor din
H’, fiecare o singura data se poate realiza in mai multe feluri; iata unul din ele:

053545556555 7>55-54->152->154-53-50

Traseul obtinut nu este o solutie a TSP deoarece unele puncte sunt vizitate de mai multe ori.
Eliminarea repetitiilor prin ,,scurtcircuitare” este aratata in diagrama din figura 6.10

0535455256552 7T->5254->1-52>51-54->3->0
R ARG
Figura 6.10
A rezultat traseul: 0 > 6 >7 >5—>2—>1—>4—->2—0 culungimea de 176 km si vizualizat
in figura 6.11a). Dupa aplicarea euristicii de ajustare locala — vezi figurile 6.11 b),c),d) e) se regaseste

traseul din figura 6.7¢) care ,,pare a fi” traseul cel mai scurt. Perechile de arce neconsecutive inlocuite
au fost evidentiate prin linii punctate.
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Figura 6.11

6.4.5 Euristica lui Cristofides

Aceasta procedura, datorata lui CRISTOFIDES este o rafinare a euristicii
precedente.Deoarece suma gradelor nodurilor din arborele H este pari, numarul nodurilor de
grad impar este par! Folosind numai aceste noduri si muchiile dintre ele se determina cuplajul C de
pondere minimé (vezi unitatea de invatare 4!), ponderile muchiilor luate in calcul fiind distantele
dintre extremitati. Fie H’ (multi)graful rezultat din H prin addugarea muchiilor cuplajului C, cu
mentiunea cd daca intre doud noduri avem o muchie in H si alta in C, graful H’ va avea, intre nodurile
respective, doud muchii! Prin constructie, in H’ fiecare nod are grad par, deci H’ este un graf eulerian
si ca urmare exista posibilitatea traversarii tuturor muchiilor sale exact o singura data.Plecand de aici si
folosind tehnica scurtcircuitarii se ajunge la un traseu complet.

Se poate arata ca lungimea acestui traseu nu depaseste 3/2 din lungimea traseului optim.

Exemplul 5 Pentru problema euclidiand a comisvoiajorului din exemplul 1, un arbore de
lungime minima este disponibil in figura 6.9a). Nodurile de grad impar sunt 0,2,6,7 cu gradul 1 si 4,5
cu gradul 3.Prin simpld inspectie (sau utilizdnd un algoritm de determinare a cuplajului de pondere
minimd in subgraful complet ale carui noduri sunt 0,2,4,5,6,7) se constatd ca muchiile {0,2}, {4,6},
{5,7}au cea mai micad pondere totald: Cgyp + C4q¢ + C57 =69 .Adaugind aceste muchii la arborele H se

obtine multigraful H’ din figura 6.12
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Figura 6.12

O posibila traversare a tuturor muchiilor o singurd datd este datd de succesiunea
052>5154—>56>5—>7—>5—>4—>3—->0. Dupa scurtcircuitarea secventelor 1 >4 — 6 si
6 —>5—7 resultd traseul 0 >2 >1->6—>7—>5—>4—>3—>0cu lungimea de 169 km. Invitdm

cititorul sa-1 vizualizeze si sa cerceteze daca poate fi scurtat folosind ajustarea locala.

Probleme propuse

1. Un comisvoiajor situat in localitatea 0 are de vizitat orasele 1, 2, 3 si 4.Costurile de deplasare
Cij ,0<i,j<4,i# ] delaun oras la altul sunt date in tabelul 6.6. Se observd cd In general Cjj # Cj

altfel spus costul deplasarii intre doua localitati depinde de sensul de deplasare — avem de a face cu o

TSP asimetricd. Sa se aplice algoritmul lui Eastman pentru a gasi un traseu de cost minim.

Tabelul 6.6
0 1 2 3 4
o[gfro]7]9 1
18 |glifi2] 4
29[| gl3]e
slen2{a|gl7
al10]s5]8]s8|g
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2. Sa se aplice algoritmul lui Eastman pentru rezolvarea problemei asimetrice a

comisvoiajorului ale carei costuri sunt date in tabelul 6.7

3. Problemele 1 si 2 sunt ,,mici” si cu un program de calculator destul de simplu ele pot fi
rezolvate prin enumerarea completa a solutiilor. Cate trasee complete ar trebui generate in fiecare caz?

Tabelul 6.7
0 1 2 3 4 5
0 O (18 |13 120 )22 |34
1 10 | 7|20 (17 [ 18 | 10
2 10 | 9 0|20 |11 |20
3 19 127 (23 | g |6 11
4 (24 (17 |20 |7 |8
5 23 133 |18 [ 14 |30 | 7

4. Algoritmul lui Eastman este o proceduri de tip B&B. In ce situatii nu mai are loc ramificarea

unui nod?

5. Un server are de transportat patru colete mari dintr-un loc in altul. In figura 6.13 sunt indicate
pozitiile locului de parcare al serverului si ale surselor si destinatiilor coletelor. Deplasarile se fac
numai pe liniile orizontale si verticale ale caroiajului. Latura patratului caroiajului se va lua ca unitate

de lungime.
(D
4 - ;\ \ . .
e \‘ Comanda Sursa Destinatia
I‘3 24 \
.7 v I
O f 1 5
/I \\\ r2 2 3
,f ] G

! II:O_l N . ,\%> rs 3 1
/ I IR AN ry 4 3

Iy Figura 6.13

a) In ce ordine vor fi transportate comenzile pentru ca distanta totald parcursa de server sa fie minima,
stiind cd acesta pleacd si se intoarce in 0 §i nu transportd mai mult de o comanda o datd. Precizati
distanta minimad de parcurs §i procentul parcursului ,,in gol” (se va construi o TSP asimetrica

echivalenta care va fi rezolvata cu algoritmul lui Eastman).

b) Pe langda comenzile indicate, serverul trebuie sd treacd si prin punctul 6, la un service, pentru
remedierea unei mici defectiuni. Cum va arata traseul minim? (poanta: transformati ,,oprirea in

punctul 6” intr-o noud comanda rs .
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c) Elaborati (empiric) un program de transport in ipoteza cd serverul poate duce si doua colete o data!

6. In reteaua din figura 6.14 nodurile 1, 2,...,9 sunt sursele si destinatiile comenzilor de transport
ry ,r,...l'e. Un server cu locul de parcare in nodul 0 este desemnat sa transporte aceste comenzi.
Deplasdrile serverului se fac numai pe liniile orizontale si verticale ale caroiajului. Latura patratului
caroiajului masoara 1 km.

In ce ordine vor fi efectuate transporturile pentru ca distanta totald parcursi de server sa fie
minimad in ipoteza cd serverul nu poate transporta mai mult de o comanda odata.

Elaborati in manierd empirica un program de lucru stiind cé serverul poate duce doud comenzi

odata.
@
/4\ r Comanda| Sursa |Destinatia
o 1

rpzn( ) Ye(3)
VARV y ; :
ry N r 5 4
. HGD ! EO] \“,<'[ rs 3 6
r?/ F3 Iy 6 2

~ BN A Iy

<5/ \6/‘ ] “,,»\7> N ; S
r6v o 7 8

@1 ___________ - @

Figura 6.14

6. Agentia de turism HAI SA HAIDEM situati in localitatea 0 este interesati in determinarea
unui traseu de vizitare a sase obiective de interes turistic si istoric notate 1,2,...,6. Pozitiile relative
ale celor sapte puncte sunt indicate in figura 6.15 iar distantele dintre ele — masurate in km in linie
dreapta — sunt date 1n tabelul alaturat.

© @

~ 1 2 3 4 5 6

K/ 0[36(42(20] 10 14 |28

1| * [50[22]32]50]50

2 * 132504571

........... @j.........@] 3 x 125 132 1 45
(5\> 4 * 12222

(6) i 5 * |32

Figura 6.15
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1)  Evident, obiectivul urmarit este determinarea celui mai scurt traseu. Cate solutii = trasee

complete ar fi de examinat in situatia data?

i1)  Determinati un traseu cat mai scurt aplicand riguros euristica ,,mergi la cel mai apropiat

vecin’;

ii1)) Daca este cazul folositi ajustarea locala pentru micgorarea parcursului total;
iv)  Reluati chestiunea aplicand (riguros!) una sau alta din euristicile explicate in text;

v)  Care este cel mai scurt traseu pe care l-ati gasit?

7. Se considera problema (euclidiand) a comisvoiajorului cu datele din figura 6.16

° ®
1 2 3 4 5 6
1)
R 0|14 |30 |42 |45 |50 |58
(4) *
4) 1 22 |28 |32 |41 |45
2 * 130 |41 |58 |36
) (3)
- ~ 3 * |14 |36 |20
4 * 122 132
5 * |54
(6)
N
Figura 6.16
1) Aplicati riguros euristica ,,mergi la cel mai apropiat vecin”. Eliminati eventualele incrucisari cu
euristica de ajustare locala;
i1) Aplicati euristicile ,,insereazd puncul cel mai apropiat” respectiv ,,cel mai departat” — urmate
eventual de ,,ajustarea localda” si comparati rezultatele;
ii1) Aplicati cele doud euristici bazate pe arborele de lungime minima;
iv) Care este cel mai scurt traseu gasit?
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Unitatea de invatare 7

INTRODUCERE IN OPTIMIZAREA COMBINATORIALA
Problema stabilirii traseelor (Vehicle Routing Problem = VRP)

Cuprins

7.1 Formularea problemei. Aplicatii

7.2 Metode de rezolvare suboptimala a VRP
7.2.1 Euristica Cluster First - Route Second
7.2.2 Euristica Route First - Cluster Second
7.2.3 Euristica Clarke — Wright

7.3 Hlustrari numerice
7.3.1 Aplicarea euristicii Cluster First - Route Second
7.3.2 Aplicarea euristicii Route First - Cluster Second
7.3.3 Aplicarea euristicii Clarke — Wright

Probleme propuse

Obiectivul unitatii de invatare 7

In activitatea de aprovizionare desfacere, alegerea judicioasi a traseelor de deplasare joacd un
rol important Tn reducerea cheltuielilor de transport si problema stabilirii traseelor (Vehicle Routing
Problem, abreviat VRP) formalizeaza acest aspect des intalnit in practica.

Obiectivul unitdtii de Invatare 7 este prezentarea unor metode suboptimale de solutionare a
VRP, prezentare insotitd de ilustrari numerice adecvate.

113



7.1 Formularea problemei. Aplicatii

O firma are un numir de clienti cirora trebuie si le livreze marfuri in cantitati
prestabilite. Livrarile se fac de la un depozit cu ajutorul unor mijloace de transport (proprii sau
inchiriate) de diferite capacititi. Orice comanda trebuie onorati la un singur transport.
Vehiculele pleaca de la depozit,incarcate sau nu la capacitatea maxima, viziteaza un numar de
clienti si, dupa ce se golesc, se intorc la depozit pentru o eventuala reincircare.

Se pune problema stabilirii traseelor de vizitare a clientilor, a tipului §i a numarului de
vehicule necesare satisfacerii tuturor comenzilor astfel incat distanta totald parcursa sa fie
minima.

Enuntul de mai sus este cunoscut in literatura de specialitate ca problema stabilirii traseelor
(Vehicle Routing Problem, abreviat VRP)

VRP generalizeaza problema comisvoiajorului (TSP). Intr-adevar, daca ar exista un singur
vehicul cu o capacitate care sa acopere suma tuturor cererilor, VRP s-ar reduce la stabilirea ordinii de
vizitare a clientilor astfel incat distanta totala de parcurs sa fie minima — vezi figura 7.1a).

Cli/enz]'>'D

Client 2

Client 1

Client 2
Depozit

mVM

a) b)

Depozit

Figura 7.1

De obicei, vehiculele au capacitati inferioare cererii totale astfel cd vor fi necesare mai multe
trasee, parcurse fie succesiv de acelasi vehicul, fie simultan de mai multe — vezi figura 7.1b).

In consecinti, VRP este o problemii de optimizare combinatorialii grea. Chestiunea devine
si mai complicatd dacd — asa cum se intdmpld in realitate — livrarile trebuie efectuate in anumite
ferestre de timp, convenite 1n prealabil cu clientii.

Importanta VRP in activitatea de transport este covarsitoare. Transportul unor bunuri (produse
de panificatie, marfuri alimentare, bauturi etc) de la producator la centrele de desfacere sau colectarea
laptelui de la diversi crescétori de animale la o fabricd de industrializare sunt numai cateva aplicatii
ale VRP.
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7.2 Metode de rezolvare suboptimala a VRP

Ca si in cazul TSP, metodele de rezolvare exactd a VRP sunt in general neeficiente din cauza
volumului de calcule si a timpului necesar, care sunt imense chiar si pentru aplicatiile de talie
moderata.

Din acest motiv sunt preferate metodele euristice care, cu un efort computational rezonabil,
conduc la solutii suboptimale acceptabile.

7.2.1 Euristica Cluster First - Route Second

Etapa I Multimea clientilor se partitioneaza intr-un numar cat mai mic (de dorit minim...) de
grupe (clustere) cu proprietatea cd toate comenzile dintr-o grupd pot fi transportate cu un singur
vehicul. Se urmareste totodata incarcarea cat mai buna a vehiculelor utilizate.

Etapa II Pentru fiecare grupa de clienti se stabileste un traseu de vizitare cu lungimea totala cat
mai mica.

Etapa III In masura in care se poate, unii clienti vor fi mutati dintr-o grupa in alta, daci aceasti
operatie duce la micsorarea distantei de parcurs si nu sunt depasite capacititile de transport ale
vehiculelor repartizate grupelor.

Observatii: 1) Chestiunea care face obiectul primei etape este un caz particular al unei alte
importante probleme de optimizare combinatoriald ,,grea” cunoscutd sub numele de Bin Packing
Probem:

Un numar de obiecte (repere) cu ponderi (volum, greutate) cunoscute trebuie agezate in cutii
cu capacitati date (de obicei, cutiile au aceeasi capacitate). Sd se determine numarul minim de cutii
necesar impachetarii tuturor obiectelor.

In esenta, aceasta problemi este identica cu problema croirii (Cutting Stock Problem) enuntata
in unitatea de Invatare 4, sectiunea 4.3

2) In etapa a doua avem de rezolvat o problemi a comisvoiajorului.

7.2.2 Euristica Route First - Cluster Second

Etapa I Se determina traseul de vizitare al tuturor clientilor care Incepe si sfarseste in depozit
si are lungimea cea mai mica.
Etapa II Clientii sunt impartiti in grupe astfel incat:
- comenzile clientilor dintr-o grupa sd incapa intr-un singur vehicul care va fi repartizat grupei
respective
- sa fie respectata ordinea de vizitare de pe trasul definit in prima etapa — vezi figura 7.2
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Comentariu: este posibil ca numarul de vehicule necesare transportului comenzilor de la depozit la
clienti sa fie mai mare decat cel din euristica precedenta. In schimb, distanta totald de parcurs este de
reguld mai mica

Figura 7.2

7.2.3 Euristica Clarke — Wright (metoda reducerilor)

Presupunem in continuare cd depozitul este notat cu 0 iar clientii sunt numerotati 1,2,...,n. Fie
d,,d,,....d, distantele de la depozitul 0 la clientii 1,2,...,n si fie d;; distanta dintre clientii isij, 1= ].

Vom presupune cd aceste distante sunt masurate in linie dreapta astfel cd ele vor verifica inegalitatea
triunghiului.

Euristica C —W are la baza ideea de concatenare a traseelor in scopul reducerii distantei totale

de parcurs.
Consideram doua trasee de vizitare a unora dintre clientii 1,2,...,n:

vezi figura 7.3a)

Presupunem ca:

- clientii de pe un traseu nu se regasesc printre clientii de pe celalalt traseu;
- comenzile clientilor de pe un traseu pot fi transportate cu un singur vehicul.

Concatenarea traseelor T; si T, inseamna traseul:

vezi figura 7.3b). Dupa cum se vede rezultatul concatenarii depinde de ordinea de parcurgere adoptate
in cele doua trasee originale.
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Figura 7.3

Daca D si D; sunt lungimile traseelor T, si T, atunci lungimea traseului rezultat din concatenare este:
D = (D, —di)+dij +(D, —dj): D, + D, —(d, +dj —dij)= D, +D, —s;
Marimile:
Si =d, +dj —dij
se numesc reduceri si au proprietatile:

s; 20 - consecinta a inegalitatii triunghiului;

Sij = S;i
Prin urmare:
D<D, +D,

adicd prin concatenare, distanta totald de parcurs se micsoreaza.

Concatenarea traseelor T, si T, se va numi admisibila daca existd un vehicul a carui capacitate sa
acopere totalitatea comenzilor transportate separat pe cele doua trasee.

Cu aceste pregatiri putem trece la prezentarea euristicii Clarke — Wright.
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Start.
e Se calculeaza reducerile s; =d; +d; —d; pentru 1<i< j<nsi se ordoneazd descrescitor

intr-o lista a reducerilor.

e Se initializeaza lista traseelor de vizitare a clientilor cu
traseele directe prin care fiecare client este servit de la @
depozit cu un singur vehicul special destinat pentru acest i
serviciu — vezi figura 7.4;

e Se initializeaza distanta totala de parcurs D cu valoarea:

D=2(d, +d, +...+d,)

Pasul 1 Daca lista reducerilor este vida, stop.

In caz contrar, se considerd primul element s;din lista; Figura 7.4

elementul selectat se sterge din lista.
Pasul 2 In lista traseelor curente de vizitare a clientilor se cauti doud trasee T; si T» cu proprietatile:

- parcurgand T; si T, in sensuri convenabile, ultimul client din T, este clientul i si primul
client din T, este clientul j;

- existd un vehicul a carui capacitate acopera suma comenzilor tuturor clientilor de pe cele
doua trasee.

Daca T; si T, nu exista, se revine la pasul 1. Altminteri, se trece la:

Pasul 3 in lista traseelor curente inlocuim traseele T si T, cu traseul rezultat din concatenarea acestora.
Actualizam distanta totald de parcurs:
D« D-s;

Se revine la pasul 1.

Observatie:Pentru oprirea algoritmului nu este necesard examinarea tuturor reducerilor! Este
evident ca procedura este consideratd incheiatd iTn momentul in care nu mai sunt posibile concatenari
admisibile!

7.3 Ilustrari numerice

O mare companie de desfacere a produselor de larg consum a deschis un lant de zece magazine
in orasul X si Imprejurimi. Aprovizionarea magazinelor se face dintr-un depozit central, o data la trei
zile. Comenzile sunt centralizate la depozit; marfurile cerute sunt sortate si aranjate in paleti. Astfel,
pentru simplitate, se poate admite cd cererea unui magazin este exprimatd printr-un numar intreg de
paleti. Pentru transportul paletilor de la depozit la magazine compania dispune de un parc propriu de
camioane, fiecare cu capacitatea de 20 de paleti.
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In tabelul 7.1 sunt date cererile (in paleti) ale celor zece magazine pentru urmitoarea
aprovizionare.

Localizarea depozitului, notat cu 0 si a magazinelor 1,2,...,10 este indicatd in figura 7.5 in care
latura patratului caroiajului masoara 10 km. Distantele dintre puncte sunt masurate in linie dreaptd si
date 1n tabelul 7.2 (se precizeaza ca distantele reale nu difera semnificativ de aceste valori!)
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Figura 7.5
Tabelul 7.1
Magazin 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total
Cerere (paleti) 8 4 5 4 7 9 7 5 6 3 58

Tabelul 7.2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 |36 23 (29 |10 |15 (30 |20 |15 |23 |23
1 * 15 142 |29 |36 [32 |30 [50 |51 |59
2 * 30 | 15 |23 |29 |23 |36 |40 |45
3 * 23 |15 |54 |45 [ 32 |50 |42
4 * 10 |32 |23 |23 |32 |32
5 * 142 132 120 |36 |30
6 * 10 | 42 | 29 | 45
7 * 32 123 | 36
8 * 23 | 10
9 * 20
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Conducerea companiei doreste stabilirea unor trasee de aprovizionare a caror lungime totala sa
fie cat mai mica.

Observatie: 1) Este clar cad traseele de aprovizionare depind atdt de pozitiile relative ale
magazinelor fatd de depozit cat si de cererile acestora. In consecinta,la o altd distributie a cererilor,
traseele se vor schimba...

2) Cererea totald este de 58 de paleti astfel cd vor fi necesare cel putin [%—‘ =3 vehicule de

transport.

7.3.1 Aplicarea euristicii Cluster First - Route Second

Pentru gruparea si incarcarea cererilor in camioane folosim o euristicd de rezolvare suboptimala a
problemei ,,de Tmpachetare” Bin Packing cunoscuta sub numele de BFD = Best Fit Decreasing:

e Mai intai ordondm cererile descrescator, dupa volum:

Tabelul 7.3
Magazin 6 | 5 7 9 3 8 2 4 10 Total
Cerere (paleti) 9 8 7 7 6 5 5 4 4 3 58

e Presupunem disponibile un numar suficient de camioane — cel putin trei! — si le consideram
»trase la rampa depozitului” intr-un sir de asteptare.

e Comenzile vor fi incircate pe rand in ordinea in care apar in tabelul 7.3 In momentul in
care i-a sosit randul, o comanda va fi urcata in primul camion — partial incarcat — care mai
dispune de spatiu disponibil; daca nu exista spatiu, comanda va fi pusd in primul camion gol
din sirul de asteptare.

Rezultatul aplicarii acestei proceduri este vizualizat schematic in figura 7.6

In acord cu instructiunile generale ale euristicii Cluster First Route Second:

Vehiculul 1 va transporta comenzile magazinelor 6,1 i 10 — Traseul Ty;
Vehiculul 2 va transporta comenzile magazinelor 5,7 19 —  Traseul Ty;
Vehiculul 3 va transporta comenzile magazinelor 3,8,2 si4 — Traseul Ts.

120



A
20 ? Magaz_in 10 Magazin 9

! 3 paleti (10) 6 paleti

| (5) ’ Magazin 4

: 4 paleti
150 ®

: Magazin 1 .

E 8 paleti Masagin 7 M4agaz11nt.2 Atentie: Numerele din
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100 7 paleti ®) incdrcdrii comenzilor in
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! 95 paleti
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SCID 9ag;ale;i6 Magazin 5

! (1) ’ 7 paleti Magazin 3

: 3 5 paleti

| (©6)

00-- —— -
Vehicul 1 Vehicul 2 Vehicul 3
Figura 7.6

Cu o procedura specifica problemei comisvoiajorului, pentru fiecare vehicul in parte vom stabili
cele mai scurte trasee de vizitare ale magazinelor repartizate. Problema comisvoiajorului fiind in
general extrem de grea, ne vom multumi cu determinarea unor trasee ,,acceptabile” ca lungime folosind
pentru aceasta o euristica cat mai performanti. In cazul de fati s-a utilizat euristica ,,mergi la cel mai
apropiat vecin”; rezultatele sunt vizualizate in figura 7.7

Figura 7.7
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In tabelul 7.4 sunt evidentiate lungimile celor trei trasee:

Tabelul 7.4
Traseu T, T, Ts Total
Lungime (km) | 136 | 93 102 331

7.3.2 Aplicarea euristicii Route First - Cluster Second

Mai intdi, vom determina un traseu de vizitare a tuturor clientilor cu plecarea si intoarcerea in
depozitul 0 si cu lungimea cat mai micad. Cu euristica ,,mergi la cel mai apropiat vecin” urmata de
euristica de ajustare locald s-a obtinut traseul din figura 7.8 cu o lungime de 190 km. incircarea
comenzilor in camioane se va face in raport cu ordinea de vizitare a celor 10 magazine! - vezi
figura 7.9

Nota: pentru fiecare m

magazin s-a reamintit
cererea de paleti! W

i Q.
|
1
|
|
|
|
|
[
|
[
|
|
]
1
1
|
1

Figura 7.8
Magazine: 0>4-55-53-52-5156>7-59->1058—-0
Cereri: 4p 7p Sp 4p 8p 9p Tp 6p 3p Sp (paleti)
— YV =
Incarcare: camion 1 camion 2 camion 3 camion 4
Figura 7.9
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Vor fi necesare patru mijloace de transport; traseele acestora sunt indicate in figura 7.10

Lungimile celor patru trasee sunt date in tabelul 7.5:

Tabelul 7.5
Traseu T, T, Ts T, Total
Lungime (km) | 88 98 86 30 302

Figura 7.10

7.3.3 Aplicarea euristicii Clarke - Wright

In tabelul 7.6 au fost calculate reducerile s; =d; +d; —d; pentru 1<i< j<10:

Tabelul 7.6

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 44 |1 23 | 17 | 15| 34 | 26 1 8 0
2 * 22 | 18 |15 (24 | 20 | 2 6 1
3 * 16 | 29 | 5 4 12 | 2 10
4 * 15 8 7 2 1 1
5 * 3 3 10 | 2 8
6 * 140 | 3 | 24| 8
7 * 3 120 7
8 * 15 | 28
9 * |26
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Aceste reduceri vor fi analizate in ordine descrescatoare.
In tabelul 7.7 sunt indicate traseele initiale: sigla (i) reprezinta traseul 0 — i — 0 cu lungimea
2d..

Tabelul 7.7
Traseu DO |GGl |lOIG 1o 1ag Total
Lungime (km) 72 | 46 | 58 | 20 | 30 | 60 | 40 | 30 | 46 | 46 448 km
Incarcare (paleti) | 8 4 5 4 7 9 7 5 6 3 58 paleti

Iteratia 1 Cea mai mare reducere S, =44 implicd concatenarea traseelor (1) si (2) in traseul
(1,2):0 >1 > 2 —>0cu lungimea 72 + 46 — 44 = 78 km si incarcarea 8 + 4 = 12 paleti — vezi
tabelul 7.8

Tabelul 7.8
Traseu MO RGO RO RO RO REOEECOETN)] Total
Lungime (km) 74 | 58 | 20 | 30 | 60 | 40 | 30 | 46 | 46 |404=448-44
incarcare (paleti) | 12 5 4 7 9 7 5 6 3 58

Iteratia 2 Se foloseste reducerea S, = 40 i se concateneaza traseele (6) si (7) - vezi tabelul 7.9

Tabelul 7.9
Traseu A2 G | @ 1O [6D] ® 1O a0 Total
Lungime (km) 74 | 58 | 20 | 30 | 60 | 30 | 46 | 46 |364=404-40
Incircare (paleti) | 12 5 4 7 16 5 6 3 58

Iteratia 3 Reducerea urmdtoare S, =34nu poate fi folositd deoarece concatenarea traseelor
(1,2) s1 (6,7) desi posibild nu este admisibila ducand la o incédrcare 12 + 16 = 28 superioara capacitatii
de transport a unui camion. Putem folosi insa reducerea s,; =29 - vezi tabelul 7.10

Tabelul 7.10
Traseu (1,2 3,59 [®|6DH] B | 9 |0 Total
Lungime (km) 74 59 20| 60 | 30 | 46 | 46 |335=364-29
Incarcare (paleti) | 12 12 4| 16 5 6 3 58

Iteratia 4 Reducerea sy ,, =28 conduce la traseele din tabelul 7.11

Tabelul 7.11

Traseu 1,235 @ 6,718,100 9 Total
Lungime (km) 74 1 59 | 20 | 60 | 48 | 46 |307=335-28
Iincarcare (paleti) | 12 | 12 4 16 8 6 58

Iteratia 5 Urmatoarea reducere S, =26 nu poate fi folositd din lipsa de capacititi de transport.
In schimb, se poate folosi reducerea So.10 = 26.

Pentru concatenare, traseele (8,10) si (9) vor fi aranjate astfel:
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mai intai (9): 0 > 9 — 0 si apoi (8,10): 0 >10—>8 — 0 astfel cd rezultatul concatendrii este traseul
0>9—>10—>8—>0 cu lungimea 46 + 48 — 26 = 68 km si incarcarea 6 + 8 = 14 paleti - vezi
tabelul 7.12

Tabelul 7.12

Traseu 1235 @ [(6,7](9,10,8) Total
Lungime (km) 74 [ 59 | 20 | 60 68 | 281=307-26
Incarcare (paleti) | 12 | 12 | 4 | 16 14 58

Iteratia 6 Abia reducerea S,, =18 mai poate fi folosita — vezi tabelul 7.13

Tabelul 7.13
Traseu (1,241 (3,5 (6,7) ] (9,10,8) Total
Lungime (km) 76 59 | 60 68 263=281-18
Incarcare (paleti) 16 12 | 16 14 58

Iteratia 7 Din acest moment nici o altd concatenare nu mai este posibila din lipsa de capacitate
de transport.
Au rezultat patru trasee cu o lungime totala de 263 km, reprezentate in figura 7.11

B

________________________

Figura 7.11

Atentie: desi s-a obtinut cel mai scurt parcurs in comparatie cu celelalte doua solutii nu avem
nici un motiv sd credem cd aceasta ar fi si solutia optima a problemei!

Comentariu final Pentru situatia datd s-au obtinut trei solutii acceptabile, fiecare cu avantajele
si dezavantajele sale.
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De exemplu, prima solutie utilizeazd numai trei vehicule fata de patru cate folosesc celelalte
doud desi distanta totald de parcurs este mai mare. Acest fapt s-ar putea sd conteze in cazul in care
vehiculele sunt inchiriate.

Pe de alta parte, a treia solutie are cel mai scurt parcurs, in schimb, incércarea vehiculelor
oscileaza intre 60% si 80%.

Nu este exclus ca pentru adoptarea unei hotarari finale, factorul de decizie s solicite §i sd tina
seama si de alte informatii! In acest context, solutiile construite trebuie privite doar ca scenarii de
referinta (recomandari).

Probleme propuse

1. Firma de constructii “Zidarii veseli” are santiere de lucru n noud localitati Py, P»,..., Py
relativ apropiate. Aprovizionarea cu ciment se face periodic — pe baza de comanda - de la un depozit
central Py. Pozitiile punctelor Py ,..., Py sunt indicate in figura 7.12 iar distantele dintre localitdti —
madsurate 1n linie dreaptd in km — sunt date in tabelul 7.14 (latura pétratului caroiajului masoarda 10 km
iar distantele reale dintre puncte nu difera semnificativ de cele date).

Tabelul 7.14

@ P, P, P, P, Ps P, P; Py P
' P, [28 T14 [41 [30 [32 [20 [28 50 |58
P, [* [14 22 122 [32 [45 [40 |54 |58
() /@ P, * 130 [22 [28 [32 [32 1[50 [57
N = P, * 14 |22 [50 [36 [40 |41
P, * 10 [45 [22 [32 36
(PN P P; * [32 [14 [22 [28
NGNS P, * |20 |41 |51
P, * 22 |32
@ @ Py * |10
™)
@)
L

Figura 7.12

In tabelul 7.15 sunt date cantititile de ciment — in saci — solicitate de santiere pentru urmitoarea
perioada de lucru.

Tabelul 7.15
Santier Pl P2 P3 P4 P5 P6 P7 Pg P&) Total
Cerere (saci) | 25 | 14 | 30 | 40 | 55 | 32 | 54 | 20 | 30 300

Pentru transport firma dispune de trei camioane, fiecare cu capacitatea de 100 saci. Conducerea
firmei este interesata in elaborarea unui program de transport care sa specifice traseele de deplasare,
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cantitatile de ciment transportate pe fiecare traseu, lungimile traseelor si distanta totald de parcurs
precum si modul 1n care vor fi folosite cele trei camioane.

Utilizati euristicile prezentate si ilustrate in text; analizati solutiile in raport cu cerintele
formulate de conducerea firmei. Comparati rezultatele si faceti o recomandare finala.

2. Firma de panificatie “Cuptorul de aur” produce un sortiment de baghete foarte apreciat a
carui desfacere este asiguratd prin cele 12 magazine proprii. Fabrica producatoare si centrele de
desfacere sunt localizate in punctele Py , P ,..., P1; indicate in figura 7.13. Caroiajul reprezinta de fapt
si reteaua stradald astfel ca deplasarile intre puncte se face numai pe liniile orizontale si verticale ale
acestuia. Latura patratului caroiajului masoara 2 hm = 200 m.

Pentru ziua urmatoare, cererile magazinelor sunt date in tabelul 7.16

Tabelul 7.16
Magazin P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 Pg P9 PIO Pll P12 Total
Cerere (bucati) [550 400 200 75 [225 [175 350 [75 1400 | 450 | 125 | 375 | 3600

_Pp, P
O O
P3
)
W/
f'\P7 f.\Ps f.\PS
Q Q Q
- Py
O
~F Pl
O O
o
OP4 O Pio
Figura 7.13

Transportul se face cu vehicule speciale cu capacitatea de 1000 bucdti fiecare.Existd suficiente

masini pentru ca fiecare sd nu faca mai mult de un traseu.

1) S& se determine un program de transport ,.bun” indicand traseele de urmat, cantititile de
transportat, lungimile traseelor si distanta totalda de parcurs (utilizati toate euristicile
explicate — rezultatele vor fi diferite...)

i1) Sa presupunem ca sunt disponibile doar patru vehicule fiecare putand transporta 900 buciti.
Cum ar trebui ele folosite pentru ca aprovizionarea sa se termine cat mai repede?
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Indicatie: In cazul de fatd, departarea dintre doud puncte nu se mai masoara ,,in linie dreapta”
ci folosind asa numita distanta Manhattan a carei definitie este datd mai jos.

Fie A si B doud puncte dintr-un plan raportat la un sistem ortogonal de axe avand coordonatele
(X5, Ya) respectiv(Xg, Yg ) - Distanta Manhattan dintre A si B este valoarea:

dist,, (X, ¥) = |[Xg = Xa|+|Ys = V4|

Reamintim ca distanta euclidiana ,,uzuald” dintre A si B este datd de binecunoscuta formula:

distc (X, y) = \/(XB —X2)" +(Yg — Ya)

In general, dist, (x,y) < dist,, (X, y)cu egalitate numai cind A si B sunt situate pe o dreapta
orizontald sau pe una verticald. Pentru interpretarea geometrica a celor doua distante vezi figura 7.14

A
B
Distanta euclidiana distg (A,B)
este lungimea ipotenuzei AB.
Distanta Manhattan disty (A,B)
QZ este suma lungimilor catetelor AC
si BC
A o C-
Orice linie poligonala ,,in scard” intre A si B,
cum ar fi linia AXYZB, are lungimea egalé
cu AC +BC
Figura 7.14

Revenind la situatia din figura 7.13 distanta Manhattan dintre Py si P, este de 1 + 2 = 3 unitati

de lungime adicd 3x200 = 600 metri in timp ce distanta euclidiand este de V1> +2> =+/5 ~ 2,236
unitati de lungime adica 447,2 metri. Analog, distanta dintre P; si P4 mergand numai pe orizontalele si

verticalele caroiajului este de (8 + 9) x 200 = 1400 metri.
Cu aceste precizari aveti de construit tabelul distantelor (Manhattan) dintre puncte si tabelul
reducerilor ca in ilustrarile numerice date.

3. Folositi metoda reducerilor pentru a gasi un traseu cat mai scurt de vizitare a punctelor Py,
P,,..., P12 cuplecarea si intoarcerea in Py.
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Unitatea de invatare 8

INTRODUCERE IN OPTIMIZAREA COMBINATORIALA
Problema postasului chinez (Chinese Postman Problem = CPP)

Cuprins

8.1 Formularea problemei. Aplicatii
8.2 Grafuri euleriene
8.3 Modelarea problemei postasului chinez
8.4 Solutia CPP in grafuri neorientate
8.3.1 Graful este eulerian
8.3.2 Graful nu este eulerian

Probleme propuse

Obiectivele unitatii de invatare 8

Reamintim ca in problema comisvoiajorului se cerea determinarea unui circuit (traseu) care sa treaca,
o singurd datd, prin toate nodurile unui graf complet si sa aibe valoarea (lungime, cost, duratd) cea mai
mica.

O problema de “rutare” similara are In vedere muchiile: Intr-un graf “ponderat” si eventual (partial)
orientat: sd se determine un circuit prin care sa se traverseze toate muchiile grafului si care sa aibe
valoarea minima (fireste, cu respectarea sensului permis pe muchiile orientate!). Aceasta este in esentd
problema postasului chinez (Chinese Postman Problem, abreviat CPP)

Interesanta este complexitatea rezolvarii problemei. Dacd graful este neorientat sau din contra, total
orientat, CPP este o problema ‘“usoara” asemanatoare problemei drumului de valoare minima sau a
arborelui de cost minim.In schimb, daca orientarea vizeaza numai o parte a muchiilor grafului atunci
CPP devine o problema “grea”, de calibrul problemei comisvoiajorului!!

Obiectivele principale sunt:

- formalizarea problemei in limbaj de grafuri;
- rezolvarea problemei in cazul grafurilor neorientate.
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8.1 Formularea problemei. Aplicatii

Urmadtoarea problema a fost propusd in 1962 de catre matematicianul chinez MEI — KO —
KWAN:

Un postas ridicd de la oficiu corespondenta de distribuit, stribate strazile din zona
repartizata lui si imparte corespondenta destinatarilor dupa care se intoarce la locul de plecare.
Cum trebuie sa se deplaseze postasul pentru ca distansa totala parcursa sa fie minima?

Chestiunea devine una din cele mai cunoscute si studiate probleme de optimizare
combinatoriald Tn urma cercetarilor marelui combinatorist JACK EDMONDS care dd si prima
rezolvare eficientd in 1965.

Colectarea gunoiului menajer, deszapezirea strazilor si raspandirea de materiale antiderapante
sau stabilirea traseelor patrulelor de politie sunt numai cateva din numeroasele aplicatii practice ale

problemei postasului chinez.

Deoarece o retea stradala se reprezintd de obicei printr-un graf, CPP va fi modelata in termenii
teoriei grafurilor. Sunt necesare cateva pregatiri (In completarea sectiunii 4.1 din unitatea de invatare 4)

8.2 Grafuri euleriene
Fixam un graf G = (V,E) in care V este multimea nodurilor si E este multimea muchiilor.

Pentru simplitate, vom presupune cd G nu este orientat.
Un ciclu eulerian in graful G este un ciclu care contine toate muchiile din G exact o singura data.

il

Figura 8.1
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Reamintim ca graful G se zice conex daca oricare doua noduri diferite sunt extremitatile unui
lant de muchii (cel putin).

Este clar ca daca un graf are un ciclu eulerian el este conex. Reciproca nu este in general
adevarata; de exemplu grafurile din figurile 8.1a) si b), desi sunt conexe, nu au cicluri euleriene
(vom vedea de ce!). In schimb, graful din figura 8.1¢) are ciclul eulerian.

l—2—5—4—3—2—4—6—5—3—1
care nu este si singurul; succesiunea

1—2—3—5—4—6—5—2—4—3—1

este un alt ciclu eulerian 1n acelasi graf.
Un graf se zice eulerian daca poseda un ciclu eulerian.

Reamintind ca gradul unui nod dintr-un graf este numarul muchiilor avand o extremitate in
acel nod, avem urmétoarea caracterizare a grafurilor euleriene:

Teorema 1 (EULER, HIERHOLZER) Un graf conex este eulerian daca si numai dacd toate
nodurile sale au grad par.

Un ciclu al unui graf se zice elementar daca toate nodurile prin care trece sunt diferite. Doua
cicluri se vor numi disjuncte daca nu au muchii comune (pot avea insa noduri comune!)
Urmatoarea caracterizare alternativa a grafurilor euleriene ne va fi utila.

Teorema 2 (VEBLEN) Un graf conex este eulerian daca §i numai dacd este o reuniune de
cicluri elementare disjuncte.

Grafurile conexe din figurile 8.1a) si b) au noduri de grad impar si in virtutea teoremei 1 nu sunt
euleriene. Graful din figura 8.1c) este eulerian pentru ci toate nodurile sale au gradul par. in baza
teoremei 2 acest graf se poate descompune in mai multe cicluri elementare disjuncte. Descompunerea
nu este unica: figura 8.2 evidentiaza doua descompuneri distincte ale grafului amintit.

8.3 Modelarea problemei postasului chinez
Un traseu postal in graful G este un ciclu care contine toate muchiile lui G, cel putin o data.

Este evident ca:
Un ciclu eulerian este un traseu postal. Orice graf conex poseda cel putin un traseu postal.
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\

I) Graful din figura 1c) a fost
descompus in doud cicluri elementare
disjucte

II) O descompunere alternativa in trei
cicluri elementare disjucte

Figura 8.2
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De exemplu, in graful din figura 8.1a) ciclul

LS L S WL SRR S L SV S

este un traseu postal in care muchiile K si e apar de cite doud ori. In graful din figura 8.1b) ciclul

este un traseu postal in care se repetd muchia {4,5}.
Numarul muchiilor unui traseu postal este cel putin egal cu numarul total de muchii din graf si
este egal cu acesta numai daca traseul este un ciclu eulerian.

Sa presupunem 1n continuare ca fiecarei muchii e € E din G 1 s-a asociat o valoare (pondere)
I(e) > 0 care in aplicatii poate Insemna o distanta, un timp sau un cost. Ca de obicei, valoarea unui lant

de muchii va fi data de suma valorilor muchiilor alcdtuitoare.Cu aceste pregatiri, problema postasului
chinez capata urmatoarea descriere formala:

I. Fiind dat graful conex G ale carui muchii au fost ponderate cu valori nenegative, sa se
determine in G un traseu postal cu valoarea minima.

Doua generalizari sunt evidente si aplicativ interesante:

II. Fiind dat graful conex si total orientat G cu arcele nenegativ ponderate, sa se
determine in G un traseu postal de valoare minima a cirui parcurgere si respecte oorientarile
tuturor muchiilor.

Bineinteles cad in acest caz se va opera cu ,,conceptele orientate” corespunzatoare unui lant
respectiv unui ciclu si anume drum respectiv circuit.

III. Se da un graf conex G in care exista si muchii neorientate ce pot fi parcurse in orice
sens si muchii orientate (arce) care nu pot fi traversate decat intr-un singur sens,
prestabilit.Presupunind ca toate muchiile si arcele au fost ponderate cu valori nenegative, sa se
determine in G un traseu postal de valoare minima, a carui parcurgere sa fie compatibila cu
orientarile arcelor.

In timp ce CPP in grafuri neorientate sau total orientate s-a dovedit a fi o problema de
optimizare combinatoriald usoara, aceeasi chestiune in grafuri mixte este o problemd grea de
,»calibrul” problemei comisvoiajorului!

8.4 Solutia CPP in grafuri neorientate
Fixam un graf conex, neorientat G = (V,E) cu ponderi nenegative asociate muchiilor. Sunt
doud situatii de studiat dupa cum G este sau nu este graf eulerian. Proprietatea unui graf de a fi

eulerian se verifica usor calculand gradele tuturor nodurilor: daca toate aceste grade sunt numere pare
graful este eulerian (teorema 1)
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8.4.1 Graful este eulerian

in acest caz un traseu postal de valoare minimi este dat de un ciclu eulerian. Practic nu
avem ce optimiza intrucat toate ciclurile euleriene au aceeasi valoare, egald cu suma valorilor muchiilor
din graf! Problema se reduce la generarea algoritmica a unui asemenea ciclu eulerian. Urmatoarea
constructie are la bazd posibilitatea descompunerii unui graf eulerian intr-o reuniune de cicluri
elemetare disjuncte (teorema 2).

¢ Fixdm un nod S; din care va incepe si in care se va sfarsi ciclul eulerian cautat;

e Plecam din s, si cdutam sa parcurgem cat mai multe muchii din G avand grija ca fiecare muchie
sa fie traversatd o singura datd.Deoarece toate nodurile au grad par, mai devreme sau mai tarziu vom
reveni 1n S;, obtinand un ciclu C,. Daca C,; contine toate muchiile grafului G, acesta va fi ciclul eulerian
cautat. In caz contrar:

e Elimindm din G toate muchiile ciclului C; apoi alegem si fixdm un nod S; prin care trece C; si
care este extremitate pentru cel putin o muchie nestearsa;

e Acum plecam din S; §i cdutdm sad traversam cat mai multe dintre muchiile ramase, o singurd
datd. La revenirea 1n S, obtinem un al doilea ciclu C, , disjunct de C;;

e Procesul continua fie dintr-un nod intermediar al lui C, fie dintr-unul al ciclului C; obtinandu-se
un nou ciclu C;. Daca este cazul, procesul se reia dintr-un nod prin care trece C; sau C, sau chiar C,;
rezultand ciclul C4 s.a.m.d.

e in final rezulti o descompunere a grafului G intr-o reuniune de cicluri disjuncte C, , C; ,..., Cs
ciclul C; avand drept nod initial un nod intermediar al unuia dintre ciclurile anterior generate C, ,..., Ci
In general, descompunerea nu este unici;

e Se trece la concatenarea ciclurilor C; , C; ,..., C; intr-un ciclu eulerian. Pentru simplitate sa
presupunem ca sunt numai doua cicluri C; si Cy:

- ciclul C, incepe si sfarseste intr-un nod S;;

- ciclul C; incepe si sfarseste intr-un nod S, care este nod intermediar al ciclului C, (atentie, S,

poate sd coincida cu S;!)

Plecam din s; traversand muchiile ciclului C; intr-un sens fixat. O datd ajunsi in S, vom
parcurge — intr-un sens fixat — toate muchiile ciclului C,. La revenirea in S;, continuam deplasarea pe
muchiile netraversate din ciclul C; pana cand ajungem in nodul S; de unde am plecat.

Schema descrisa este evident generalizabild la mai mult de doua cicluri!

Exemplu ilustrativ Un postas are de strabdatut strazile @ (o) /C)
vizualizate n graful din figura 8.3 (nodurile reprezintd extremitatile ~/ -~/ h

strazilor) In ce ordine va trebui el si parcurgi strizile pentru ca
distanta totald parcursa sa fie minima? Punctul de plecare si Intoarcere
este, sd zicem, nodul a. <d (&) (" f>
Solutie: Deoarece graful este conex si toate nodurile au gradul par, el ~ P

este eulerian, astfel ca traseul de lungime minima este un ciclu
eulerian. Ca urmare distantele nu au nici o importantd, distanta totala

(minima) de parcurs, fiind de fapt, suma lungimilor tuturor strazilor! @ @ @
O descompunere posibila a grafului intr-o reuniune de cicluri
elementare disjuncte este datd in figura 8.4; sagetile de pe muchii Figura 8.3
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indica sensul de deplasare:

Figura 8.4

Concatenarea ciclurilor rezultate conduce la ciclul eulerian:

Figura 8.5

8.4.2 Graful nu este eulerian

Aceasta inseamna cd in G exista noduri de grad impar! Se stie ca numérul nodurilor de grad
impar este intotdeauna par.

In acest caz, orice traseu postal va trece in mod sigur de mai multe ori prin anumite muchii.

In continuare, vom considera numai trasee postale T in care fiecare muchie este traversata cel
mult de doud ori deoarece se poate arata ugor ca traseul T* de valoare minima are aceasta proprietate.
Valoarea unui asemenea traseu va fi atunci egala cu:

I(T) = I(E) +I'

unde I(E)este suma valorilor tuturor muchiilor din G iar |" este suma valorilor muchiilor traversate
incd o dati. Deoarece graful G este presupus a nu fi eulerian, cu siguranti |'>0.In concluzie,
problema postasului chinez in grafuri neorientate se reduce la identificarea acelor muchii ce vor fi
traversate de doua ori pentru care valoarea excedentara |” este minima. Vom studia mai intai o situatie
concreta.
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Figura 8.6

Exemplu ilustrativ Graful din figura 8.6 vizualizeazi o retea de strizi. In fiecare noapte un
echipaj de politie trebuie s patruleze pe toate strazile veghind la respectarea linistii §i a ordinii publice.
Din motive evidente se doreste determinarea traseului de lungime minima. Valorile numerice inscrise
pe muchii reprezintd distante (in sute de metri). Sectia de politie — locul de plecare si intoarcere al
patrulei — este localizata in nodul a.

In primul rand, graful nu este eulerian deoarece nodurile b, d, f si g au gradul 3 (impar!).
Ca urmare, in orice traseu postal vor exista muchii traversate de mai multe ori! De exemplu, in traseul

T:a d b d g f a b e g f c a

muchiile {b, d}si {f, g}sunt utilizate de doud ori. Lungimea traseului este:
I(T)=1(E)+1l'"=40+ (3+11) = 54 sute metri.

In schimb, traseul

T:a f a d g e b d a c f g e—>b—>a

,dubleaza” muchiile {a, f}, {a, d}, {b, e}, {g, e}si caurmare are lungimea:

[(T") =40+ (6+4+1+2) =53 sute metri.

Examinind cele doud trasee se constatd cd muchiile ,,dublate” formeazd lanturi avand ca
extremitati perechi de noduri de grad impar!

A se vedea figura 8.7a) si b) 1n care muchiile traversate de doua ori in T respectiv T au fost
ingrosate iar nodurile de grad impar au fost hasurate.
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Figura 8.7

Observatia este valabild n general si In consecinta, relativ la traseul optim T*, sunt adevarate
urmatoarele afirmatii:

e nodurile de grad impar sunt cuplate prin lanturi de muchii ce vor fi traversate de doua ori;
e fiecare lant de cuplare are lungimea cea mai mica;
e cuplarea nodurilor de grad impar este astfel facuta incat suma lungimilor lanturilor de cuplare

sa fie minima.

In exemplul nostru, sunt posibile urmitoarele cuplari ale nodurilor de grad impar b , d , f si g:

bcudsifcug ; becufsidcug ; becugsidcuf

Pentru a stabili cuplajul optim avem nevoie de distantele cele mai mici dintre nodurile b, d, f
si g ca si de lanturile de muchii pe care ele se realizeaza! Ele sunt calculate 1n tabelul 8.1 In tabelul 8.2

e eyt

Cuplajul cu cea mai mici pondere este ,b cu f si d cu g”. In consecinti, in traseul postal
optim, muchiile lantului b — a — f care cupleazd nodurile b si f vor fi traversate de douad ori. Tot de
doua ori va fi traversata si muchia d — g care cupleaza nodurile d si g.

Tabelul 8.2

g v,

Suma lungimilor lanturilor de cuplare

Tabelul 8.1
d f g
b 3 11 3
b—d|b—a—flb—e—g¢g
10 1
%
d d—a—f] d—g¢g
11
%
f fg

bcud si fcug 3+11=14
becufsi dcug 11+1=12
bcug si dcuf 3+10=13
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Pentru gasirea traseului postal optim construim un graf G*, derivat din graful original G
(din figura 8.6) prin dublarea muchiilor celor doua lanturi de cuplare — vezi figura 8.8.

Figura 8.8

Prin constructie G* este un graf eulerian si o modalitate de parcurgere a muchiilor sale
reprezinta — 1n graful original G — un traseu postal T* cu cea mai micd valoare:

I(T") =40+12 = 52 sute metri.
Putem lua, de exemplu:

T*: a f g d b a c f a d g e b—> a

Cu observatia ca operatiile intreprinse in acest caz particular sunt valabile si in cazul general
avem urmatorul algoritm de rezolvare a problemei postasului chinez intr-un graf (conex)
neorientat G care nu este eulerian:

Etapa 1 Se identifica nodurile din G de grad impar (acestea sunt in numar par).

Etapa 2 Pentru oricare doud noduri diferite X, y de grad impar se identifica un lant de muchii de
valoare minima cu extremitatile X, y. Operatia se realizeaza, de exemplu, cu algoritmul lui Dijkstra.

Etapa 3 Se construieste un graf complet K ale carui noduri corespund nodurilor de grad impar
din G. Fiecare muchie {X, Yy} din K se pondereaza cu valoarea minima a lantului de muchii din G care
uneste X cu'y.

Etapa 4 Se cupleaza nodurile din K doua cate doua astfel incat suma ponderilor muchiilor de cuplare
sa fie minima. Operatia se realizeazd cu un algoritm specific de rezolvare a problemei cuplajului
(maxim) de pondere minima.

Etapa 5 Fiecare muchie {X , y}din K ce face parte din cuplajul determinat in etapa precedenta
corspunde unui lant de muchii din G cu extremitatile X, y pe care il numim lant de cuplare.Construim
un nou graf G* care deriva din G prin dublarea muchiilor lanturilor de cuplare dintre nodurile de grad
impar. Prin constructie, G* este un graf eulerian.
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Etapa 6 Se identifica in G* un ciclu eulerian T*. In raport cu graful original G ciclul T* este
un traseu postal de valoare minima.

Probleme propuse

1. Pentru fiecare dintre grafurile din figura 8.9

O— G0 @ 0

1) Completati tabelul:

Nod \a b C d e f g h
Grad |

i1) Este posibild traversarea tuturor muchiilor grafului, fiecare o singura data? Cum?

2. Cu ce este egala suma gradelor nodurilor unui graf?
Aplicatie: un graf are 10 noduri si suma gradelor acestora
este 16. Aratati ca graful nu este conex!

3. Intr-un graf conex si neorientat G ale cirui muchii au
fost ponderate cu valori nenegative se considera un traseu
postal T* de valoare minima. Probati cd orice muchie din
G apare in T* cel mult de doua ori.

Figura 8.10

4. Graful din figura 8.10 reprezinta stilizat o retea de zece trasee turistice care leagd cabanele
A,B,...,G. Traseele sunt lungi si destul de obositoare astfel ca o persoand plecatd dimineata de la o
caband oarecare pe un traseu oarecare trebuie sa innopteze — pentru odihna si refacere — la cabana
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de la celalalt capat al traseului parcurs. Un turist intentioneaza sa parcurga toate aceste trasee — cate
unul pe zi — cu plecarea si intoarcerea in cabana A. In cate zile se poate face aceastd excursie?
(este vorba de durata minima...) Ce trasee vor trebui parcurse de mai multe ori?

Figura 8.11

5. Pentru fiecare graf din figura 8.11 determinati un traseu postal de lungime minima.

Indicatie: identificati nodurile de grad impar.Dacd sunt mai mult de doud, cuplatile in toate
modurile posibile (ca In exemplul din text) si determinati cuplajul cu cea mai mica pondere. Distantele
minime dintre nodurile de grad impar vor fi evaluate prin inspectie directa.

6. In nordul capitalei s-a construit un nou cartier. Vezi figura 8.12 in care muchiile reprezinti
strazile iar nodurile au semnificatia de intersectii. Valorile numerice inscrise pe muchii reprezinta
distante. Comunitatea locala a contractat cu o firmd de salubritate colectarea deseurilor menajere in
urmatoarele conditii: periodic, un singur vehicul are voie sa intre 1n cartier prin punctul X si trebuie sa
paraseasca zona prin punctul y dupd ce a parcurs toate strazile cartierului. Din motive evidente, operatia
trebuie sd se termine cat mai repede. Viteza vehiculului fiind aproximativ constanta, care este traseul de
lungime minima?
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Figura 8.12

Indicatie: ne reducem la CPP in felul urmator:

- Introducem in graf un nod I si doud noi muchii {I , x} si {I,y}

- Ponderam muchiile introduce cu o valoare foarte mare M asa incat ele sa nu poata fi dublate!

- In graful extins determindm un traseu postal de lungime minima care incepe si sfarseste in I
datoritd conditiei precedente traseul va avea forma:

- Ignorand muchiile [ — X si y—1I obtinem traseul dorit.
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Unitatea de invatare 9

INTRODUCERE IN OPTIMIZAREA COMBINATORIALA
Problema echilibrarii liniilor de asamblare
(Assembly Line Balancing Problem = ALBP)

Cuprins

9.1 Problema echilibrarii liniilor de asamblare

9.2 Reprezentarea multimii operatiilor

9.3 Modelarea ALBP

9.4 Reducerea ALBP la o problema de drum minim
9.5 Algoritmi de rezolvare suboptimala a ALBP

9.6 Ilustrari numerice

Probleme propuse

Obiectivele unitatii de invatare 9

Organizarea productiei pe linii de asamblare a fost initiatd de HENRY FORD la inceputul
secolului al XX-lea si a avut o influentd enorma asupra cresterii productivitatii muncii dar si asupra
personalului muncitor obligat la o stricta specializare cu toate consecintele care decurg de aici.

Descrierea riguroasa a conceptului, formularea unei probleme de optimizare si modelarea
acesteia constituie un prim obiectiv al acestei unititi de invitare.In al doilea rand se va studia
posibilitatea rezolvarii suboptimale a problemei stiut fiind ca echilibrarea liniilor de asamblare face
parte din clasa problemelor grele de optimizare combinatoriala.
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9.1 Problema echilibrarii liniei de asamblare

Ideea pe care se bazeaza conceptul de linie de asamblare este simpla: orice produs finit se poate
descompune in ansamble, acestea in subansamble care la randul lor se desfac in sub-subansamble
s.a.m.d. pana cand se ajunge la nivelul materialelor primare. Daca se inverseaza aceastd descompunere,
se pot defini activitdtile care permit transformarea materialelor primare in repere simple, a acestora in
subansamble s.a.m.d. pana se obtine produsul finit. Activitatile sus amintite se vor numi in continuare
operatii.

O linie de asamblare pentru un produs este in esentd o succesiune de posturi de lucru in
care se executa grupat, operatiile specifice produsului respectiv

Este evident.ca in timp ce unele operatii pot fi facute In aproape orice post al liniei — ca de
exemplu fixarea unei etichete pe capacul unui motor — marea majoritate a operatiilor trebuie executate
intr-o anumita ordine (de exemplu, o gaurd trebuie mai Intdi strdpunsa si apoi filetatda). Ca urmare,
gruparea operatiilor pe posturi de lucru trebuie astfel facuta incét, pentru fiecare dintre ele, toate
operatiile premergdtoare sa fie executate fie in cadrul aceluiasi post fie in posturi situate in amonte pe
linia de asamblare.

Daca Q este productivitatea liniei de asamblare, exprimata in unitati de produs pe unitatea de

timp, inversul Cc = %2 reprezintd intervalul de timp intre doua produse finisate succesive.Este clar ca

toate operatiile care se executd in cadrul unuia sau altuia dintre posturile de lucru trebuie terminate in
acest interval de timp numit si ciclul liniei de asamblare.
De exemplu, dacd productivitatea unei linii de fabricat préjitoare de pdine este de 8 buciti pe

ord, urmeazd cd intervalul de timp intre doud produse succesive este de 6% =7,5minute si in

consecintd la fiecare post de lucru suma duratelor aferente postului nu trebuie sa depaseasca ciclul de
7,5 minute.

O posibila formulare a problemei echilibririi liniilor de asamblare (Assembly Line
Balancing Problem — abreviat ALBP) este urmatoarea:

Fiind date:
e Multimea I a operatiilor necesare fabricarii unui produs impreuna cu relatiile de precedenta
dintre operatii;
e Duratele d(x), x € | ale operatiilor;

e Ciclul de timp c exprimat in unitdti de timp pe unitatea de produs (se presupune ca
cxd(x),(V)xel);

Se cere:
Gruparea operatiilor Intr-un numar minim de posturi de lucru astfel incat:

e La fiecare post timpul necesar executarii tuturor operatiilor aferente acestuia sa nu depaseasca
ciclul c;
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e Pentru fiecare operatie executatd la un anumit post, toate operatiile premergitoare sa fie
executate fie in cadrul aceluiasi post fie in posturi de lucru situate in amonte pe linia de
asamblare.

9.2 Reprezentarea multimii operatiilor

In multimea I a operatiilor, relatia binara:

“operatia X precede operatia y”
notatd X <y are proprietatile:

- X< X (= nici o operatie nu se precede pe ea insasi);
- X<Y sl y<Z= X<1Z (=tranzitivitate)

si, prin urmare, este o relatie de ordine (strictd) pe I. Deoarece pot exista operatii necomparabile
(independente), relatia < este in general o relatie de ordine partiala.

d
> ¢

Vom spune cd “operatia X precede direct operatia y”’si notim X<y daca:
X < ysinuexistd z € | astfel incat x <z <y

Altfel spus, X precede direct y daca y se poate executa imediat dupa terminarea operatiei X.
Precedentele directe determind complet toate precedentele posibile dintre operatiile ce compun

multimea I, in sensul ca:
d d d d
X <y < existd “sirul de precedente directe” : X = X, <X, < - <X, <X, =Y

Multimea partial ordonata I poate fi vizualizata printr-un graf orientat in care:

- nodurile se identifica cu operatiile din I

d
- arcele au forma (X,y) cu X<y (arcele pun deci in evidentd precedentele directe dintre operatii)

Exemplul 1 Consideram un produs ce poate fi realizat prin noua operatii. Precedentele directe dintre
operatii si duratele acestora sunt date in tabelul 9.1

Tabelul 9.1
Operatia, 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Durata (minute) 5 3 4 6 5 3 4 5 3

Operatii direct succesoare| 2;3 | 4;5 | 5;7 8 9 8:9 9 - -
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In figura 9.1 a fost vizualizat graful operatiilor.

Figura 9.1

9.3 Modelarea ALBP

Cu notatiile si pregatirile din sectiunile precedente, problema echilibrérii liniei de asamblare se
formalizeaza astfel:

Sd se determine sirul de submultimi nevide ale multimii I:

(Sl > Sz R Sr)
cu proprietatile:

Hys, =1;

i=1
2) §;NS; = pentru i#j;
3) d(S) =2 d(x)<c;

def xeS;

4) x<ysixeS ,yeS; = i<j.

astfel Incat sa se minimizeze expresia:

5)T=§[c—d(8i>]

Observatii:

e Posturile de lucru se identifica cu submultimile S, , S, ..., Sr;
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e Conditiile 1) si 2) aratd ca fiecare operatie se executa in cadrul unui singur post;

e Conditia 3) exprima cerinta compatibilitdtii grupdrii operatiillor pe posturi cu relatiile de
precedenta dintre operatii: dacd o operatie Y se executd la un post S; atunci orice operatie X care o
precede trebuie executata fie in acelasi post S; fie Intr-un post S; cu i< j, altfel spus, intr-un post

anterior in sirul (S, ,S, ,---,S,);

e La prima vedere s-ar pirea ci obiectivul optimizarii a fost schimbat! In locul minimizarii
numarului de posturi de lucru — adica a lui r — se cere minimizarea sumei timpilor morti inregistrati la
fiecare post, altfel spus se urmareste echilibrarea posturilor in sensul ocuparii cit mai bune a timpului
reprezentat de ciclu.

In realitate cele doud obiective sunt echivalente pentru ca:

T=

r
i=

[c—d(Si)]=r~c—Zr:d(Si):r-c—d(l)

1

unde d(l) = > d(x)= durata tuturor operatiilor din L.

xel
Este clar acum ca minimizarea lui T inseamna minimizarea lui r deoarece € si d(l)sunt constante.

9.4 Reducerea ALBP la o problema de drum minim

In terminologia si notatiile introduse in sectiunile precedente, o multime A < | se numeste ideal
al multimii partial ordonate I daca
X<ysiyeA = xeA

Fie 4 multimea idealelor lui I. Evident & € #,1 € 4.

Exemplul 2 In multimea partial ordonata | = {1,2,---,8,9} din exemplul 1, submultimea A= {1,2,3,4,7}
este un ideal nevid, insd multimea A'={14,5,7}nu este ideal deoarece, de exemplu
3<5,5¢A dar 3¢ A"

Pentru fiecare ideal A € # punem d(A) = > d(X); pentru idealul vid vom lua d()=0.

xeA
Construim un graf orientat & ale carui noduri se identifica cu idealele multimii I, arcele avand forma

(A,B) unde
A,Be#; AcB; d(B)-d(A)<c

Sé consideram acum un drum in graful & de la nodul & la nodul I:

D=AcAcAc--cA, cA=I
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Fie
S;=A\A, i=L-r

(deci Sj se compune din elementele din A; care nu sunt in A; ;). Este clar ca:

S;=15si§NS; =D pentrui=]j

Mai departe:
d(S)=d(A)-d(A ) <c

Fie acum X <y doud operatiidinIcuX € S; siy € §j.Diny € Sjs1 X <y rezulta X € S; deoarece Aj
este un ideal. Dacd prin absurd am avea i > j atunci i —12 j de unde ar rezulta incluziunea A; c A .

Atunci X € A, ceeace contrazice ipotezacd X € S; = A\ A_;; in concluzie i <j.
Cele de mai sus au aratat ca sirul de submultimi nevide din [
Si=A,S=A\A -, S =A A )
satisface conditiile 1 — 4 ale modelului matematic al problemei echilibrarii liniei de asamblare.

Asociind fiecare parte S, = A\ A, cu arcul (A, A)rezultd cd orice grupare a operatiilor din I pe

posturi de lucru, satisfacand conditiile 1 — 4, se identifica cu un drum in graful & de la nodul & la nodul
I, numarul posturilor fiind egal cu numarul arcelor componente.

Astfel, problema echilibrarii liniei este echivalenta cu problema determinarii drumului cu cele
mai putine arce de la nodul & la nodul I in graful 4. Ultima chestiune este un caz particular al
problemei de determinare a drumului de valoare minima intre doud noduri ale unui graf in care toate
arcele au valoarea 1!

Exemplul 3 Un produs este realizat prin cinci operatii A, B, C, D, E. Duratele operatiilor si pecedentele
directe intre ele sunt date in tabelul 9.2

Tabelul 9.2
Operatia A B C D E
Durata (minute)) 5 2 4 8 9
Operatii direct precedente, - - AB B C
Graful operatiilor este vizualizat in figura 9.2. Idealele multimii partial ordonate | = {A,B,C, D, E} sunt

listate 1n tabelul 9.3.
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Figura 9.2
Tabelul 9.3

INr.crt Idealul A d(A)
1 %) 0
2 (A} 5
3 (B} 2
4 {AB} 7
5 {B,D} 10
6 {AB,C} 11
7 {ABD} 15
8 {AB,C,D } 19
9 {A,B,C.E } 20
10 | {AB,CDE} 28

Fixdm un ciclu ¢ = 12 minute / produs ceeace corespunde unei productivitati Q =% = 6%2 =5

produse / ora. In graful & ale carui noduri sunt cele 10 ideale ale multimii I un arc (A,B) corespunde
unei perechi de ideale A — B astfel incat d(B)—d(A) <12. Graful 4 este vizualizat in figura 9.3.

Exista trei drumuri de la nodul & la nodul I cu acelasi numar minim de arce:
b — {AB} —— {ABCD}— 1
b—> {ABC}——> {ABCD}— 1
O—>{ABC}—> {ABCE}——1

carora le corespund trei modalititi de grupare a operatiilor pe posturi de lucru.
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{A, B}

. B {A, B, C, D}
(A} {A, B, C} L
5 11
%) {A,B,C,D,E}
0 \ 28
{B}
2
{A,B,C.E}
{B, D} {A,B,D} 20
10 15
Figura 9.3

DS ={AB} S;={CD} S;={E}

Insumand duratele operatiilor din fiecare post gisim valorile 7, 12, 9 minute, care se incadreazi in
ciclul ¢ = 12 minute.

2)Si={ABC} S;={D} S;={E}
Suma duratelor pe fiecare post este acum de 11, 8 , 9 minute.
3)Si={ABC} S;={E} S;={D}

identica cu solutia precedentd, daca se face abstractie de ordinea de executare a operatiilor D si E.

Daca ciclul era ¢ = 15 minute (corespunzator unei productivitati Q = 6%5 =4 produse / ord, graful ¢

“se imbogatea” cu arcele @ —> {A,B,D} si {A,B,D} —> {A,B,C,D,E}iar gruparea optima consta
in doua posturi de lucru:

Sl:{AaBoD} SZZ{C:E}

cu timpii de ocupare de 15 respectiv 13 minute.

Observatie: Reducerea problemei echilibrarii liniei de asamblare la o problema de drum minim nu
inseamna catusi de putin cd prima este o problema de optimizare ,,usoard”. Dificultatea majora rezida
in numarul foarte mare — chiar astronomic — de ideale pe care le poate avea multimea partial ordonata I
din exemplele practice. Mai mult, acest numar are tendinta de a creste ,,exponential” pe masura
cresterii numarului de operatii.
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in fapt, este dovedit ci problema echilibririi liniei de asamblare este o problemi de optimizare
»grea”, de calibrul problemei comisvoiajorului sau a problemei stabilirii traseelor sau a croirii...

9.5 Algoritmi de rezolvare suboptimala a ALBP

Mentinem cadrul notational introdus in sectiunile precedente.Metodele euristice care vor fi
prezentate in continuare au la bazd ordonarea prealabila a operatiilor cu ajutorul unor ponderi
pozitionale, compatibile cu relatiile de precedenta dintre operatii. La fiecare iteratie este deschis un
singur post de lucru In care sunt incluse una sau mai multe operatii incd nerepartizate si cu cea mai
“ridicata” pondere. Dupa “umplerea” postului, acesta se inchide si se deschide un nou post in caz ca
mai sunt operatii de repartizat. Inchiderea unui post depinde de duratele operatiilor si de marimea

ciclului, date din start. Numarul posturilor este cel putin egal cu:

suma duratelor tuturor operatiilo r
durata ciclului
Euristica A
Pentru fiecare operatie X € I definim:ponderea pozitionala normala ca fiind valoarea

w(x)=d(x)+ >.d(y)

yel|x<y

W(X) este deci suma duratelor operatiei X si a tuturor operatiilor pe care X le precede direct sau indirect.
Rezultd imediat ca daca operatia X precede (direct sau indirect) operatia y atunci W(X) > W(Y) .

Inscriem toate operatiile Intr-o listd £ (zisd a operatiilor nerepartizate) in ordinea descrescitoare a

ponderilor pozitionale normale.La fiecare iteratie r = 1, 2 ,...se deschide un nou post de lucru S; si
se initializeaza capacitatea reziduala a acestuia:

C « c =ciclul de timp dat

Pe parcurs, capacitatea reziduald va ardta diferenta dintre ciclul de timp si suma duratelor operatiilor
incluse in postul deschis.In momentul inchiderii postului, capacitatea reziduald va indica timpul de
inactivitate aferent postului inchis (timpul mort).

Dupa deschiderea postului S, sunt cercetate pe rand operatiile din lista curentd £ a operatiilor
nerepartizate. Fie X operatia ce urmeaza a fi cercetata. Daca:

i)d(x)<cC;

i1) toate operatiile premergdtoare lui X au fost repartizate, fie in S; fie in alte posturi create in
iteratiile anterioare si déja inchise, altfel spus aceste operatii nu mai apar in lista .Z, operatia X se
introduce 1n postul S, dupa care:
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- operatia X se sterge din lista .Z;
- se actualizeaza capacitatea reziduala a postului Sy : T« C—d(x);
- se trece la examinarea urmatoarei operatii nerepartizate din £ — daca mai exista!

Postul curent S, se inchide daca:

- nu mai exista operatii de repartizat: £ = JJ;
sau daca:
- operatiile ramase in lista £ nu satisfac una sau alta dintre conditiile 1) si ii).

Daca mai sunt operatii nerepartizate se va deschide un nou post Sy, se reinitializeazd capacitatea
reziduald C < Csi se repeta instructiunile date mai sus.

Exemplul 4 Reluam problema de echilibrare datd in exemplul 1.Folosim euristica descrisa pentru a
grupa operatiile pe (cat mai putine) posturi de lucru, relativ la un ciclu ¢ = 12 minute - ceeace ar

corespunde la o productivitate Q = 6%2 =5 produse pe ord. Suma duratelor operatiilor este 38 min,

astfel ca vor fi necesare cel putin {%—l =4 posturi.

Solutie Calculam ponderile pozitionale ale celor noua operatii; de mare folos va fi graful operatiilor
gin figura 9.1 Astfel, operatia 2 precede direct operatiile 4 si 5 si indirgct operatiile 8 si 9.
In consecintd, w(20=d(2)+d(4)+d(5)+d(®)+d(9)=3+6+5+5+3=22. In schimb, operatia 8
este o operatie finald aga ca w(8) =d(8) =5

Ponderile pozitionale ale operatiilor problemei sunt date in tabelul 9.4

Tabelul 9.4
Operatia| 1 2 3 4 5 6 7 8

Pondere pozitionald 35 | 22 | 16 | 11 8 11 7 5 3

Listdm operatiile in ordinea descrescatoare a ponderilor pozitionale — vezi tabelul 9.5

Tabelul 9.5
Operatia | 1 2 3 4 6 5 7 8 9

Ponderea pozitionald | 35 22 16 11 11 8 7 5 3

Durata 5 3 4 6 3 5 4 5 3

Operatii direct precedente - 1 1 2 - 2,3 3 4,6 |5,6,7
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Start Lista operatiilor nerepartizate: £ = {1,2,3,4,6,5,7,8,9}

Iteratia 1 Deschidem postul S, cu capacitatea reziduald € =12 min
Includem in S;:
Operatial = C=12-5=7min
Operatia2 = C= 7-3=4min
Operatia3 = C= 4-4=0
Operatiile 1,2,3 sunt sterse din lista operatiilor nerepartizate = < ={4,6,5,7,8,9} Inchidem
postul S;.

Iteratia 2 Deschidem postul S, cu capacitatea reziduald € =12 min

Includem in S,:

Operatia4 = C=12-6=6min

Operatia6 = C= 6-3=3min
Operatiile 5, 7, 8 care urmeaza in lista .Z nu pot fi incluse in S, din lipsd de timp. Operatia 9 ar avea loc
dar nu poate fi inclusa, deoarece operatiile 5 si 7 ,premergatoare ei, nu au fost repartizate. Suntem
nevoiti sd inchidem postul S, cu un timp de inactivitate de 3 min. Actualizdm .£ ={5,7,8,9}

Iteratia 3 Deschidem un nou post S3 cu capacitatea rezidualda € =12 min
Includem in Ss:
Operatia5 = C=12-5=7min
Operatia7 = C= 7—-4=3min
“incape”. In schimb, poate fi inclusa
Operatia9 = C= 3-3=0
deoarece operatiile premergdtoare sunt déja repartizate, operatiile 5 si 7 chiar In S3 iar operatia 6 in
postul S,. Inchidem S; si actualizam: £={8}.

Operatia 8 nu

Iteratia 4 A ramas o singurd operatie nerepartizatd pentru care se creeaza un post separat S, ={8}.
Stop
A rezultat gruparea:

S1={1,2,3} ; S ={4,6} ; S3={5,7.9} ; S4={8}

vizualizatd in figura 9.4 Solutia gasitd este chiar optima intrucat stiam din start ca sunt necesare cel
putin patru posturi!

suma timpilor morti la fiecare post de lucru

Ponderea timpilor morti = 100 =

ciclu x nr. posturilor
_0+3+0+7

-100 = 20,8%
12x4

Atentie: in cadrul unui post, operatiile independente pot fi executate in orice ordine! Este cazul
operatiilor 2 §i 3 din S; sau 4 $i 6 din S, sau 5 si 7 din Ss.
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Figura 9.4

Euristica B
Pentru fiecare operatie X € I definim:

e Ponderea pozitionala inversa ca fiind valoarea:

O(x)=d(x)+ >.d(y)

yel|y=<x

0(X) este suma duratelor operatiei X si a tuturor operatiilor care preced — direct sau indirect —
operatia X.

Se vede usor ca daca operatia X precede - direct sau indirect - operatia y atunci 6(X) < 8(Y) .

Lista £ a operatiilor nerepartizate se initializeaza cu toate operatiile, asezate in ordinea
crescitoare a ponderilor pozitionale inverse.

Pentru a nu ne “pierde” In amdnunte notationale, inevitabile intr-un expozeu general, euristica
B — de altfel foarte simpla — va fi explicatd pe un exemplu numeric (suntem siguri ca cititorul atent si
congstiincios se va descurca in orice alta situatie asemanatoare...)

Exemplul 5 Realizarea unui produs P implicd executarea a 12 operatii. Duratele operatiilor si
precedentele directe dintre ele sunt date in tabelul 9.6
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Tabelul 9.6
Operatia| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

Durata (ore)| 0,2 0,4 0,7 0,1 0,3 {011 {032 | 0,6 |027 [038 | 0,5 |0,12
Operatii direct precedente| - - 1 1,2 2 3 3 34 /6,78 | 58 | 9,10 11

Pentru evaluarea ponderilor este necesar graful precedentelor directe (figura 9.5)

Figura 9.5

Ponderile pozitionale inverse sunt indicate in tabelul 9.7:

Tabelul 9.7
Operatia X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

6x)| 0,2 |04 |09 |06 |07 |101]122| 2 2,1 12,6838 4

Ordonarea crescatoare a ponderilor pozitionale inverse conduce la lista din tabelul 9.8:

Tabelul 9.8
Operatiax | 1 2 4 5 3 6 7 8 9 10 11 12

6x)| 0,2 | 04 | 06 | 0,7 | 09 | 1,01 | 1,22 | 2 2,1 2,683,888 4

Fixam un ciclu ¢ =1 ; vor fi necesare este de cel putin patru posturi de lucru.
Iteratia 1 Deschidem postul S;. In acest post nu pot intra operatiile 6,7,8,9,10,11 sau 12. Intr-adevir,

includerea oricdreia dintre ele In S; implicd automat includerea operatiilor care preced respectiva
operatie; indicatorul 6(X) aratd ca acest lucru este imposibil, depdsindu-se durata ciclului!
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Asadar, pentru a fi incluse in postul S; candideaza operatiile 1,2,3,4,5. Subgraful precedentelor directe
intre aceste operatii este dat in figura 9.6 Selectarea operatiilor care vor face parte din S; va fi
realizata cu un program bivalent descris in continuare. Asociem operatiilor candidate variabilele:

1 daca operatia i este inclusa in postul S, .
I =

L,...,5

i .
{0 in caz contrar

Rezulta restrictiile:

0,2X; +0,4x, +0,7%5 +0,1x, +0,3%5 <1 (1) o
X; 2 X,
X 2 Xy (2)
Xy > Xy
Xy = Xs

Figura 9.6

Restrictia (1) aratd ca suma duratelor operatiilor care vor face parte din postul S; nu trebuie sa
depaseasca durata ciclului (=1). Restrictiile (2) formalizeaza cerinta ca, o data cu o anumita operatie, in
postul S; sa fie incluse si operatiile care o preced!

Este evident faptul cd sistemul (1) — (2) are destule solutii X = (X;) cu componente 0,1.Dintre acestea o

vom alege pe aceea care ,,incarca cel mai bine” postul in sensul maximizarii sumei duratelor operatiilor
incluse! In consecinta atasam sistemului (1) — (2) functia obiectiv:

f(x)=0,2x, +0,4x, +0,7X; +0,1x, + 0,3Xx; — max 3)
Programul bivalent (1) — (3) are solutia optima:
=1 X,=1 X =0 x,=1 X5=1 f(x)=1

Postul S; se va compune din operatiile 1,2,4 si 5.Din graful precedentelor directe elimindm operatiile
repartizate; Graful din figura 9.5 se reduce la cel din figura 9.7 si pe baza lui actualizim ponderile
pozitionale inverse ale operatiilor ramase — vezi tabelul 9.9
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Figura 9.7

Tabelul 9.9
Operatiax | 3 6 7 8 10 9 11 12

6(x)| 0,7 | 0,81 | 1,02 | 1,3 | 1,68| 2 |288| 3

Iteratia 2 Fara a mai scrie modelul bivalent analog se vede direct ca cea mai buna incarcare pentru al
doilea post de lucru este
S, ={3, 6}

care ocupd 0.81 din durata ciclului ¢ = 1. Eliminand operatiile 3 si 6 precedentele directe dintre
operatiile rimase sunt relevate de graful din figura 9.8

(31} ()

L/-\
0 >(10)
Figura 9.8

In tabelul 9.10 sunt actualizate ponderile pozitionale inverse ale operatiilor rimase.

Tabelul 9.10
Operatiax | 7 8 10 9 11 12

06(x) | 0,32 | 0,6 | 0,98 | 1,19 | 2,07 | 2,19
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In continuare se obtin inca trei posturi: S; = {7, 8} , S4= {9, 10} , Ss = {11, 12} care utilizeazi 0,92
0,65 respectiv 0,62 din durata ciclului dat.

Din punctul de vedere al incércarii posturilor, solutia gasitd nu este satisfacatoare: in timp ce posturile 1
si 3 utilizeaza aproape in intregime timpul unui ciclu, la posturile 4 si 5 mai bine de o treime din acest
timp nu este folosit! Ponderea timpilor morti este de 20%

O incarcare mai uniformd se obtine marind durata ciclului (cresterea trebuie sa fie destul de mica
pentru a nu afecta”grav” productivitatea!) Astfel pentru un ciclu cu durata ¢ = 1,02 rezulta patru posturi
cu o pondere a timpilor de inactivitate de numai 2%!! — vezi tabelul 9.11

Tabelul 9.11
IPostul de lucru S S, Ss3 S4
Operatiile repartizate 1,3,6 2,5,7 489 |10,11,12
Timp de inactivitate 0,01 0 0,05 0,02

Aceasta solutie este chiar optima (de ce ?)

9.6 Ilustrari numerice

1. Firma CRAI ION este pe cale de a instala o noud linie de fabricatie pentru ascutitori de
creioane. Dvs. vi se cere sd echilibrati linia cunoscand duratele operatiilor si relatiile de precedenta
directa:

Tabelul 9.12
Operatia | a b c d e f g h

Durata (secunde) | 12 24 18 78 6 48 18 72

Operatii imediat succesoare | b d d g f g h -

1)  Desenati graful precedentelor directe dintre operatii;
i1)  Repartizati operatiile pe posturi de lucru in ordinea descrescdtoare a ponderilor
pozitionale (normale). Se va lua ciclul de timp cel mai mic posibil.

Calculati ponderea timpilor morti si productivitatea liniei corespunzatoare ciclului ales.
i11)  Redefinim ponderea pozitionald normald a unei operatii ca fiind numarul operatiilor care o
succed direct sau indirect. Cum s-ar grupa operatiile pe posturi de lucru la acelasi ciclu de
timp?
iv)  Care este cel mai mic ciclu de timp care ar permite organizarea a numai doud posturi de
lucru? Faceti repartizarea operatiilor si determinati productivitatea liniei precum si
ponderea timpilor morti.
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Solutie 1) Graful precedentelor directe este dat in figura 9.9; au fost puse in evidenta si duratele

operatiilor pentru facilitarea calculului ponderilor pozitionale de orice tip!

e
N,
[ VA Ra B YaD
NFY, Qe N\ E N\
o T
& g/
Figura 9.9
i1) Ponderile pozitionale normale sunt afisate in tabelul 9.13.
Tabelul 9.13
OperatiaX a b c d e f g h
Ponderea pozitionala normald w(x)| 204 | 192 | 186 | 168 | 144 | 138 | 90 72

Deoarece ponderile calculate sunt descrescdtoare, repartizarea operatiilor se va face in ordinea data in

enunt.

Cel mai mic ciclu posibil este durata celei mai lungi operatii: ¢ = 78 sec. Suma duratelor tuturor

operatiilor este de 276 sec astfel cd, pentru ciclul ales vor fi necesare cel putin {%—l = 4 posturi.

Aplicam euristica A.(recomandam cititorului sa revadd exemplul 4 din sectiunea 11.5)

Start Deschidem postul S;. Initializam capacitatea reziduald € = c = 78 sec.

Iteratia 1

- in postul deschis, includem, pe rand, operatiile:

a —> C=78-12=066sec;
b —»> CT=66—24=42sec;
¢ > C=42-18=24sec.

- urmatoarea operatie din listd,d, are o durata ce depaseste capacitatea reziduala curenta.

- putem include in S; operatia e — C =24-6=18sec.

- nici o altd operatie nu mai poate fi inclusd in S;; singura care ar avea ,loc” este g dar

predecesoarea ei d nu a fost inca repartizata.
- inchidem postul S;.

- deschidem postul S, cu capacitatea rezidualad de start C = 78 sec.
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Iteratia 2
- includem in S, operatia d cu observatia cd toate operatiile care o preced au fost deja repartizate
— capacitatea reziduald devine C =78-78 =0.
- postul S; este ,,plin” si ca urmare se inchide.
- deschidem postul S; si reactualizam C = 78 sec.

Iteratia 3
- in S3 includem operatiile:
f (operatia precedentd e este repartizatd in S;) — C =78 —48 =30 sec;
g (in acest moment toate operatiile care o preced — direct sau indirect — sunt repartizate)
—C=30-18=12sec.
- inchidem postul S; deoarece in acest post nu mai ,,incape” nimic.
- deschidem postul S4, cu C = 78 sec, intrucat lista operatiilor nerepartizate este inca nevida.

Iteratia 4
- includem 1n S, operatia ramasa h — C =78 — 72 = 6 sec.
- inchidem postul S4 si ne oprim deoarece toate operatiile sunt repartizate.

A rezultat urmatoarea grupare a operatiilor pe posturi de lucru (tabelul 9.14):

Tabelul 9.14

Post de lucru S S, Ss S4
Operatii incluse a,b,c,e d f,g h
Timp ocupat 60 78 66 72
Timp mort 18 0 12 6

Solutia gasita este chiar optimd pentru cd numadrul posturilor de lucru nu poate fi mai mic de patru.
Ponderea timpilor morti:

suma timpilor de inactivitate la nivel de post 100 = 18+ 2 +7182 +6 100 = 11,54%

nr. posturilor x ciclul de timp

Productivitatea liniei, corespunzatoare ciclului ales si la o zi de lucru de 7ore = 420min = 25200sec este
de 25200

78

= 320 produse finite.

Repartizarea operatiilor pe posturi este vizualizata in figura 9.10
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Figura 9.10

iii) Pentru fiecare operatie determindm numarul de operatii succesoare; pentru aceasta folosim din
nou graful precedentelor directe din figura 9.9 Rezultatele apar in tabelul 9.15

Tabelul 9.15
Operatia a b c d e f g h
Numadrul operatiilor succesoare, 4 3 3 2 3 2 1 -

Ordinea in care operatiile vor fi repartizate este: a, b, c, e, d, f, g, h. Se obtine aceeasi grupare pe
posturi.

iv)  Suma duratelor operatiilor este de 276 sec. Pentru a avea numai doud posturi de lucru ar trebui ca

ciclul de timp sa fie ¢ = % =138 sec.Operatiile s-ar grupa astfel (tabelul 9.16):

Tabelul 9.16
Post de lucru S S,
Operatii incluse a,b,c,d,e f,g,h
Timp ocupat 138 138
Timp mort 0 0
Productivitatea liniei — la nivel de zi de lucru 25200 = 180 produse finite.

2. Un produs de larg consum este realizat in serie pe o linie de fabicatie. Duratele operatiilor
(in minute) si precedentele dintre ele sunt date in tabelul 9.17
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Tabelul 9.17
Operatia | a b c d e f g h k

Durata (minute) 5 3 4 5 4 5 1 4 6

Operatii direct precedente | - a a b,¢ d d d e f,g

1) Desenati graful precedentelor directe dintre operatii.

i1)  Calculati ponderea pozitionald inversd a operatiilor §i grupati operatiile pe posturi de
lucru (cu algoritmul B) considerand un ciclu de fabricatie ¢ = 13 minute. Calculati
ponderea timpilor morti §i productivitatea liniei la un schimb de opt ore.

ii1)  Reluati problema echilibrarii liniei grupand operatiile in functie de ponderea pozitionald
normala (acelasi ciclu). Comparati rezultatele.

Solutie 1) Graful precedentelor directe este dat in figura 9.11

Figura 9.11

Duratele celor noud operatii insumeaza 37 minute astfel ca la un ciclu de 13 minute sunt necesare cel

putin ﬁ—z—l = 3 posturi de lucru.

i1) Ponderile pozitionale inverse, in ordine crescdtoare, sunt date in tabelul 9.18 Reamintim (vezi si
exemplul 5 din sectiunea 11.5) cd ponderea pozitionald inversa a unei operatii X rezultd din insumarea
duratelor operatiei X si a tuturor operatiilor care o preced.

Tabelul 9.18
Operatiax] a b c d g e f h k

Ponderea pozitionala inversa 8(x) 5 8 9 17 18 21 22 25 29

Iteratia 1 Este usor de vazut cd primul post S; este format din operatiile a , b si ¢ ale céror durate
»ocupd” 12 minute din cele 13 ale ciclului. Elimindm operatiile a, b, ¢ si recalculim ponderile
pozitionale inverse ale operatiilor rimase — vezi tabelul 9.19
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Tabelul 9.19
Operatiax d g e f h k

Ponderea pozitionala inversa 6(X)| 5 6 9 10 13 17

Iteratia 2 Pentru ocuparea postului S, candideaza operatiile d, g, e, f si h ale caror ponderi inverse nu
depdsesc ciclul dat.Solutia nu mai este imediatd ca in iteratia 1; ea va rezulta din rezolvarea unui
program bivalent de maximizare a ,,timpului ocupat”.

Introducem variabilele booleene X,X,,X,,X;,X, cu valoarea 1 daca operatia corespunzatoare este

inclusd in postul S; si 0 n caz contrar. Inecuatia:
5Xg +1X, +4X, +5X; +4x, <13 (1)

formalizeaza cerinta ca duratele operatiilor incluse in post sa nu depaseasca — in sumd — ciclul dat.
Daca x si y desemneaza doud din cele cinci operatii candidate si X precede y , includerea operatiei y in
S, implica obligatoriu includerea operatiei X in S,. Formalizarea acestei conditii conduce la relatiile:

Xg =X 2 X,
Xq = X (2)
X4 =X
Timpul ocupat de operatiile incluse in S, este dat de expresia:
T =5X4 +1X, +4X, +5X; +4X, > max (3)
Programului bivalent (1) — (3) are solutia optima:

Xq :l,xg =0,x,=1,x;, =0,x,=1 T=13

si ca urmare, postul S; are alcatuirea:
S2 = {d » €, h}

Iteratia 3 Este evident faptul cd operatiile rdmase ,,incap” intr-un singur post.

S3:{f’g9k}

A rezultat urmatoarea grupare a operatiilor pe posturi de lucru (tabelul 9.20):

Tabelul 9.20
Post de lucru S, S, Ss
Operatii incluse a,b,c d,e,h f,gk
Timp ocupat 12 13 12
Timp mort 1 0 1
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cu o pondere a timpilor de inactivitate de numai %-IOO =5,13% . Productivitatea liniei,

corespunzatoare ciclului dat ar fi de = 37 produse finite pe schimb. Solutia gasitd este optima!

iii) Lasam in seama cititorului aplicarea euristicii A. Va obtine o solutie mai proastd cu patru posturi
de lucru!

Probleme propuse

Se propun trei probleme cu urméatorul enunt comun.

Se proiecteazd linia de fabricatie a unui produs. Sunt stabilite operatiile de prelucrare, duratele si
precedentele dintre operatii. Obiectivul este echilibrarea liniei adicd gruparea operatiilor pe cat mai
putine posturi de lucru in functie de un ciclu de timp prestabilit.

i)  Desenati graful precedentelor directe;

i1) Determinati numarul minim de posturi necesare, raportand suma duratelor operatiilor la durata
ciclului;

ii1) Grupati operatiile folosind, dupa dorinta, una sau alta dintre euristicile A, B. Calculati ponderea
timpilor morti la nivel de post. Daca este cazul studiati problema modificarii ciclului de fabricatie
propus 1n scopul obtinerii unor rezultate mai bune atat in ceeace priveste numarul posturilor cat si
incdrcarea acestora.

Tabelul 9.21
Operatia | a b c d e f g

Durata (minute) 1 5 4 3 5 5 6

Operatii direct precedente - a b a b e d

Durata ciclului ¢ = 10 min.

2.
Tabelul 9.22

Operatia | a b c d e f g h
Durata (minute) | 11 17 9 5 8 12 10 3

Operatii direct precedente - a b b c c,d e f

Durata ciclului ¢ =28 min; ¢ =27 min; ¢ =25 min.

3.
Tabelul 9.23

Operatia | a b c d e f g h k 1 m
Durata (minute) | 6 2 5 7 1 2 3 6 5 5 4

Operatii direct precedente - a a a a b |cde| f g h k,1

Durata ciclului ¢ = 12 min
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Unitatea de invatare 10

INTRODUCERE IN OPTIMIZAREA COMBINATORIALA
Introducere in studiul problemei ordonantarii (Scheduling Problem)

Cuprins

10.1 O clasificare a problemelor de ordonantare
10.2 Probleme de ordonantare pe un utilaj
10.3 Ordonantarea in flux (Flow Shop)
10.3.1 Ordonantarea in flux pe doua utilaje
10.3.2 Ordonantarea in flux pe m > 3 utilaje
10.4 Ordonantarea pe mai multe utilaje, cazul general (Job Shop)
10.4.1 Modelarea problemei
10.4.2 O rezolvare suboptimala
10.5 Tlustrari numerice

Probleme propuse

Obiectivul unitatii de invatare 10

In cadrul unui proces tehnologic, asupra unor obiecte denumite generic repere se executi o
serie de operatii in vederea obtinerii unor produse (acestea pot fi produse finite sau semifabricate mai
complexe care devin repere in alte procese tehnologice)

Operatiile se executd pe utilaje specializate si au o durati bine stabilita. In principiu, un utilaj
poate executa operatii aferente mai multor repere dar, la un moment dat, nu poate face decat o singura
operatie.

In acest cadru, problema ordonantirii inseamni stabilirea ordinii si a termenelor la care se
vor executa diferitele operatii pe fiecare utilaj in parte, astfel incat un anumit criteriu de performanta sa
fie indeplinit.

Deja anuntatd in unitatea de Invatare 4, problema ordonantarii este una din cele mai grele
probleme de optimizare combinatoriala

In aceasta sectiune sunt descrise cateva probleme reprezentative de ordonantare impreuna cu
unele metode de rezolvare — exacta sau suboptimala.
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10.1 O clasificare a problemelor de ordonantare

Extrem de diverse, problemele de ordonantare se clasifica dupa o multime de factori dintre care
amintim:

¢ Dupd numarul utilajelor, avem probleme de ordonantare pe un utilaj sau pe mai multe;
¢ Dupa ordinea in care se executa operatiile unui reper avem:

- Probleme 1n care ordinea de executie a operatiilor este neesentiald (open shop)

- Probleme 1n care ordinea de parcurgere a utilajelor este aceeasi pentru toate reperele
(flow shop)

- Probleme 1n care fiecare reper parcurge utilajele intr-o anumita ordine (job shop)

e In problemele reale de ordonantare nu se lucreazi cu repere indidualizate ci cu loturi de repere
identice. Uneori se intampld ca dupa executarea unei operatii pe o parte a unui lot de repere, utilajul pe
care se face operatia respectiva sd fie eliberat si pregatit in vederea executarii unei operatii pe un alt lot
de repere, restul reperelor din lotul anterior urmand a fi prelucrat mai tarziu. Deoarece In modelare un
lot de repere identice este asimilat unui singur reper (bineinteles, cu durata de executie a unei operatii
egald cu suma duratelor respectivei operatii pe fiecare reper individual in parte...) situatia descrisa este
echivalenta cu intreruperea unei operatii si reluarea ei la un moment ulterior.

Ca urmare, avem probleme in care este permisd Intreruperea operatiilor dar si probleme in care o
operatie, o datd inceputa, este continuatd pana la terminarea ei.

e De reguld, fiecare reper (lot de repere identice) are un termen de predare (livrare) data la care

toate operatiile aferente reperului trebuie sa fie terminate! Un program de ordonantare se va considera
admisibil daa toate reperele vor fi terminate cel mai tarziu la termenele de predare.
Adesea, pentru a fi siguri cd termenele de predare vor fi respectate, planificatorii fixeaza pentru fiecare
reper in parte un termen “intern” de predare care devanseazd mai mult sau mai putin termenele de
predare propriu zise. Aceste termene se numesc termene impuse si un program de ordonantare va fi cu
atat mai bun cu cat intarzierile fata de termenele impuse vor fi mai mici.

e De obicei, dupa terminarea unei operatii, utilajul prelucrator trebuie reglat (pregatit) pentru
executarea unei operatii aferente altui reper. Timpul de pregatire depinde atit de operatia executatd cét
si de viitoarea operatie. Daca acesti timpi au valori apreciabile, ei trebuie luati Tn considerare.

e Un factor important este criteriul de apreciere a diferitelor programe de ordonantare. Functie
de situatia concreta si de factorii amintiti mai sus (dar si de altii...), intr-o problema de ordonantare se
poate urmari:

- Minimizarea termenului de terminare a tuturor reperelor;

- Minimizarea sumei intarzierilor fatd de termenele impuse;

- Minimizarea celei mai mari intarzieri fata de termenele impuse;

- Minimizarea numarului reperelor intarziate fata de termenele impuse;
- Minimizarea sumei timpilor de pregatire etc.
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Este clar cd din combinarea factorilor mai sus amintiti i a criteriilor de performantd adecvate
rezulta o mare varietate de probleme de ordonantare. Cercetarile in domeniu — unele de ordin exclusiv
“bibliografic” — au condus la identificarea a peste 3000 de probleme diferite!

In marea lor majoritate, problemele de ordonantare sunt dificile in sensul ci solutia optima este
foarte greu de gasit dacd nu chiar imposibil de gasit in timp rezonabil chiar si pentru probleme de

gabarit moderat. Aceste este si motivul pentru care, in asemenea situatii, se incearca o rezolvare
“aproximativd” (suboptimald) bazatd pe metode euristice.

10.2 Probleme de ordonantare pe un utilaj

In general, ordonantarea pe un singur utilaj este o problema usoara. Iatd cateva cazuri, fard pretentia
epuizarii subiectului.

Exemplul 1. Reperele 1,2,...,n se prelucreaza pe acelasi utilaj. Pentru reperul j se cunosc:

- durata p; a operatiei de prelucrare;

- termenul impus d; .

In ce ordine vor fi lansate reperele in executie pentru ca intarzierea cea mai mare fatd de
termenele impuse sa fie minima?
Este un caz simplu, care se rezolva cu urmatoarea regula:

Are prioritate la programare reperul cu cel mai mic termen impus
Pentru ilustrare se considera datele din tabelul 10.1

Tabelul 10.1

Reper 1 2 3 4 5 6 7

Durata pj| 5 8 3 10 9 4 8
Termenimpus di| 36 18 49 26 32 40 30

Nota: termenele impuse sunt stabilite in raport cu un moment de referintd “0” cu semnificatia de
incepere a executiei lotului de repere. Daca unitatea de timp este ziua atunci reperul 3 ar trebui terminat
la 49 de zile de la startul executiei lotului. Ar fi de dorit ca terminarea acestui reper sd nu depaseasca
acest termen, sau, daca nu se poate, intarzierea sa fie cAt mai mica, deoarece dupa executare mai sunt
necesare operatii de verificare si testare inainte de predarea lui ca produs finit.
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Solutia optima — afisata in tabelul 10.2 - corespunde ordonarii crescatoare a termenelor impuse:

Tabelul 10.2
Termen impus dj| 18 26 30 32 36 40 49

Reper| 2 4 7 5 1 6 3
Duratap;; 8 10 8 9 5 4 3
18 26 35 40 44 47

o0

Termen terminare

Intarzieri| - - - 3 4 4 -

Reperele vor fi procesate in ordinea 2,4,7,5,1,6,3 iar Intarzierea maxima va fi de 4 unitati de timp.

Observatie: Rezolvarea prin enumerare completa ar fi necesitat inspectarea a 5040 solutii,

Exemplul 2. Reperele 1,2,...,n se prelucreaza pe acelasi utilaj. Pentru reperul j se cunosc:

- durata p; a operatiei de prelucrare;

- termenul de predare d i -

In ce ordine vor fi lansate reperele in executie astfel incat suma termenelor de terminare sd fie minima?
Si aceasta este o problema de optimizare combinatoriald usoara, rezolvabila prin urmatorul algoritm.

Start Se initializeaza lista S a reperelor de programat: S = {1,2,~--, n}

Pasul 1 Se determind multimea:

Daca C = & Stop : problema nu are solutie in sensul ca exista cel putin un reper ce nu poate fi terminat
la termenul de predare stabilit. Daca C # O se trece la:

Pasul 2 Se determina reperul k™ € C cu cea mai mare durata de prelucrare: P, = max{p = C} Se

programeazi reperul k la sfarsit dar inaintea reperelor déja programate la sfarsit. Se actualizeazi
lista reperelor de programat:

S« S\ (k")

Pasul 3 Daca S = & Stop: au fost programate toate reperele in raport cu criteriul de performanta
stabilit. In caz contrar, se revine la pasul 1 in cadrul unei noi iteratii.
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Noti: Ca si in exemplul precedent, termenele de predare d ; seraporteaza la un moment de referinta 0

care semnificd inceperea procesului de prelucrare a reperelor. Spre deosebire de termenele impuse,

termenele de predare nu pot fi depasite si de aceea este posibil ca problema sa nu aibe solutie.
Pentru ilustrare se considera datele din tabelul 10.3

Tabelul 10.3
Reper 1 2 3 4 5 6 7 8

Durata pj| 10 7 4 8 5 2 9 5
Termendepredareaj 35 50 61 59 15 55 19 28

Start: S={1,2,3,4,5,6,7,8}
Iteratia 1 2h;=50 = C={2,3,4,6}
jeS

Duratele prelucrarii reperelor din C sunt 7, 4, 8 respectiv 2 unitati de timp, astfel ca:

p. =max{p,=7,p,=4,p,=8,p,=2}=p, = k'=4

Se programeaza reperul 4 la sfarsitul listei de lansare in executie:

Actualizam: S={1,2,3,5,6,7,8}

Iteratia2 Y p, =50-8=42= C={2,3,6}= k'=2=

jeS

Actualizam: S={1,3,5,6,7,8}

Iteratia 3 ij:42—7:35: C=1{1,3,61= k'=1= 5

jeS

Actualizam: S={3,5,6,7,8}

Iteratiad > p, =35-10=25=C=1{3,6,8}= k' =8= 8|1

jeS

Actualizam: S={3,5,6,7,}

Iteratia5 > p, =25-5=20=C={3,6}= k'=3= 3|81

jeS

Actualizam: S={5,6,7 }

Iteratia6 > p,=20-4=16=C=1{6,7}= k'=7= 713|811

jeS
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Actualizam: S={5,6 }

Iteratia7 Y p, =16-9=7= C=1{5,6}= k' =5= 65[7(3[8[1]2]4

jeS

Rezultatele programarii sunt date in tabelul 10.4; comparand momentele de terminare ale operatiilor cu
termenele de predare se constatd cd acestea din urmad sunt respectate

Tabelul 10.4
Reper 5 7 3 8 1 2 4
Durata p; 5 9 4 5 10 7 8

Momentul inceperii operatiei 16 20 25 35 42

N | O N
\S]
|

Momentul terminarii operatiei 7 16 20 25 35 42 SO

Termen de predared;| 55 15 19 61 28 35 50 59

10.3 Ordonantarea in flux
In general, ordonantarea pe mai multe utilaje este o problema de optimizare combinatorial foarte grea.
in cazul ordonantarii in flux, reperele parcurg utilajele (in vederea procesirii) in aceeasi ordine.

Sa consideram m repere care se prelucreaza in flux pe utilajele U, , U, , ..., Uy : Intdi pe Uy, apoi pe U,
s.a.m.d.,ultima procesare a fiecarui reper avand loc pe utilajul U,. Exista deci m! moduri diferite de
repartizare a celor m repere in pozitiile 1 , 2 , ... m ale listei de lansare in executie.

In continuare, fixim o ordine de lansare in executie a reperelor. Din acest moment, un reper nu va
mai fi identificat prin codul sdu ci prin pezitia pe care o ocupa in ordinea fixata: astfel, daca reperul cu
codul X ocupa pozitia i in ordinea fixatd,nu ne vom mai referi la el ca fiind ,,reperul X” ci ,,reperul din
pozitia I”. Fie dj; durata procesarii reperului din pozitia i pe utilajul Uj.

In cele ce urmeaza vom da o procedura algoritmica simpla de calcul a duratei prelucrarii tuturor
reperelor, bineinteles functie de ordinea de lansare in executie prestabilita.

In raport cu un moment de referintd 0 care marcheaza inceputul procesului de prelucrare a reperelor,
vom nota cu t; momentul termindrii procesarii reperului din pozitia i a listei de lansare in executie, pe

utilajul U;. Este clar ca termenul t, la care ultimul reper din lista isi termind prelucrarea pe ultimul

utilaj va semnifica si durata Intregului proces de prelucrare.
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In evaluarea acestor termene, doud situatii sunt posibile:

e Procesarea reperului din pozitia ,curentd” i pe utilajul Uj; se termind mai tarziu decat
procesarea reperului din pozitia anterioara i — 1 pe utilajul ,,curent” U;j — vezi figura 10.1

LEN NS bij .
» timp
Utilajul Uj | Reperul din pozitia i
Utilajul U Reperul din pozitia i - 1 Reperul din pozitia i
\ J
~
d.

ij
Figura 10.1

In aceasti situatie, utilajul Uj va sta in asteptare in intervalul de timp lti_l, it j—lJ de unde:

ij

e Procesarea reperului din pozitia i pe utilajul Uj; se termind mai devreme decat procesarea
reperului din pozitia anterioara i — 1 pe utilajul Uj — vezi figura 10. 2

t: t .. t.
-1 _ , .
i, i-1,j i,j o tip
Utilajul Uj | Reperul din pozitia i
Utilajul U; | Reperul din pozitia i - I |Reperul din pozitia i
- N )
d.

ij
Figura 10.2

De aceasta data, reperul din pozitia i va sta in asteptare in intervalul de timp lti, jo1 5 i, jJ si de aici:
tj =t ; +dj (2)

Relatiile (1) si (2) se reunesc 1n formula compacta:

tij = max{'[i_l,j N ti,j—l }+ d'J (3)
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incare ty; =tp =0 i=1---,m j=1--,n.

Exemplul 3 Reperele a, b, ¢, d se prelucreaza in flux pe utilajele U, , U, , Us , Uy, Us. Duratele de
prelucrare (in minute) sunt date in tabelul 10.5

Tabelul 10.5
Durata de prelucrare (minute)
Reper

Uy |U; |Us [Us | Us

a 3 4 3 7 2

b | 3|7 ]2]8]5

c 1 2 4 3 7

d | 4 ]3] 7]2]S8

Vom determina, pe baza relatiei (3), durata procesului de prelucrare a intregului lot in cazul in care
reperele se lanseaza in executie in ordinea:

i)a,b,c,d i)b,d,c,a

Calculele sunt sistematizate in tabelele 10.61) s1 10.611). Cele doud sageti aratd sensul de efectuare a
calculelor: pe prima linie, apoi pe a doua s.a.m.d. iar pe fiecare linie de la stinga la dreapta.

Tabelul 10.6 i)
- . : Tabelul 10.6 ii)
rozit crmenc i Pozitia Termene tj;

Reper(in lista in lis !
de lansare] Ul U2 U3 U4 US Reper g; lllasrtlzare U1 U2 U3 U4 U5

a| 1 |3]7]10]17]19 b | 1 [3]10]12]20]25
b| 2 [6]14]16]25]30 a1 2 1711320020133
c | 3 |7]16/20]28 37 c| 3 [8]15]24]27]40
d| 4 |11]19]27]30]45 a| 4 [11]19]27]34]42
[ > [ >

In concluzie, daca reperele sunt lansate in ordinea a , b, ¢, d, intregul proces dureaza t,; =45

minute. Procesarea reperelor in ordinea b, d, ¢, a dureaza numai t,; = 42 minute.

In ceea ce priveste rezolvarea problemei de ordonantare in flux deosebim doua cazuri
importante.

- Ordonantarea in flux pe doua utilaje;
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- Ordonantarea in flux pe m > 3 utilaje.

Separarea celor doud cazuri este urmarea complexitatii lor diferite: in primul caz avem de a face
cu o problema de optimizare usoara; al doilea caz este tot atat de “dificil” cat este o problema a
comisvoiajorului!

10.3.1 Ordonantarea in flux pe doua utilaje
Reamintim problema:

Un numar de repere sunt prelucrate pe doud utilaje U; si U,. Fiecare reper se prelucreaza mai
intai pe U, 51 apoi pe U,, duratele operatiilor fiind cunoscute.In ce ordine vor fi lansate reperele pentru
ca timpul necesar terminarii lor sa fie minim?

Urmatorul algoritm, datorat lui JOHNSON (1954), rezolva problema intr-un numar de pasi egal
cu numarul reperelor. Pentru simplitate vom presupune ca toate duratele de prelucrare sunt diferite intre
ele.In cazul in care mai multe operatii — fie pe U, fie pe U, fie pe amandoud — au durate egale vom
modifica usor unele din ele pentru ca toate sa fie distincte!

Start: Toate reperele sunt declarate neprogramate.
Pasul 1 Se identificd operatia cu cea mai mica durata, aferenta unui reper neprogramat.

Pasul 2 Daca operatia selectata se executd pe primul utilaj U;, reperul respectiv se
programeaza la inceput, dar dupa reperele anterior programate la Inceput.
Daca operatia selectatd se executa pe al doilea utilaj U, reperul in cauzd se va
programa la sfarsit dar inaintea reperelor anterior programate la sfarsit.
Se sterge reperul programat din lista reperelor neprogramate si se revine la pasul 1 in cadrul
unei noi iteratii.

Exemplul 4 Reperele R,...,Rg se proceseazi in flux pe utilajele U si U,. In tabelul 10.7 sunt date
duratele operatiilor (ore).
Tabelul 10.7

Reper R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 Rg

Durata operatiei pe U;| 8 4 9 6 | 2 5 8 3

Durata operatiei pe U,| 7 2 5110 3 5 4 6

Sa se determine ordinea de lansare in executie a reperelor care minimizeazd durata intregului
proces de prelucrare.
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Solutie. Perturbdm ,,usor” unele durate pentru ca toate sd fie diferite — vezi tabelul 10.8. Dupa
cum se va vedea in final, unele modificari sunt de prisos in timp ce altele conduc la mai multe ordonari
optimale — adica cu aceeasi durata totala minima! Important este faptul ca, prin perturbare, la fiecare
iteratie a algoritmului, un singur reper este programat! Pentru calculul termenelor de terminare t; ale

diferitelor operatii se revine la valorile initiale ale duratelor.

Tabelul 10.8
Reper Rl R2 R3 R4 R5 R6 R7 Rg

Durata operatiei pe U;| 8 4 9 6 2 15,01(8,01(3,01

Durata operatiei pe U;| 7 [2,01| 5 | 10 | 3 |[5,02]|4,01|6,01

(modificarile s-au facut ,,la Intamplare!)
Start: declaram toate reperele neprogramate.

Iteratia 1 Cea mai scurtd duratd - 2 ore — o are prelucrarea reperului Rs pe primul utilaj U, drept care
reperul Rs este programat la inceputul listei de lansare:

Rs

Stergem reperul Rs din lista reperelor neprogramate.

Iteratia 2 Minimul duratelor operatiilor neprogramate este 2,01; operatia respectiva este aferentd
reperului R; si se executd pe al doilea utilaj U,. Programam reperul R; la sfarsitul listei de lansare:

Rs R,

Stergem reperul Ry din lista reperelor neprogramate.

Continuand, se gaseste in final urmatoarea ordine de lansare in executie:

R5 Rg R6 R4 R1 R3 R7 R2

Pentru ordinea rezultatd calculam termenele de terminare tjale diferitelor operatii, aplicand
relatia (3) — vezi tabelul 10.9

Tabelul 10.9
Reperf Rs | R | R¢ | R4 | Ri | R5 | R7 | Ry

Momentele de terminare ale operatiilor pe U;| 2 5 11016 |24 |33 |41 |45
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Momentele de terminare ale operatiilorpe U,| 5 | 11 | 16 | 26 | 33 | 38 | 45 | 47

Durata minima de procesare a tuturor reperelor este de 47 ore.

Nota: cititorul atent a observat desigur ca singura perturbare care a contat, a vizat valoarea 5 prezenta
de trei ori in tabelul 3. Prin ,permutarea” perturbarilor acestei valori (vezi tabelul 10.8) - restul
modificarilor ramanand aceleasi sau chiar schimbandu-se!! - se obtin alte doua ordonari

R5 Rg R4 R] R3 R5 R7 Rz sl RS R8 R4 R] R6 R3 R7 Rz

cu aceeasi durata totald de executie, conform tabelelor 10.10 $i10.11

Tabelul 10.10
Reperf Rs | Rs | R4 | Ri [ R3 | Rg | R7 | Ry

Momentele de terminare ale operatiilor pe U;| 2 S |11 (19|28 |33 |41 |45

Momentele de terminare ale operatiilorpe U,| 5 | 11 | 21 | 28 | 33 | 38 | 45 | 47

Tabelul 10.11
Reperf Rs | Rs | R4 | R1 | Rg | R5 | R7 | Ry

Momentele de terminare ale operatiilor pe U;| 2 5 |11 (19]24 ]33 |41 |45

Momentele de terminare ale operatiilorpe U,| 5 | 11 | 21 | 28 | 33 | 38 | 45 | 47

10.3.2 Ordonantarea in flux pe m > 3 utilaje

Pentru ordonantarea in flux pe cel putin trei utilaje prezentdm o procedurd simpld dar foarte
performanta, euristica NEH (dupa initialele autorilor NAVAZ , ENSCORE si HAM)

Start: Se aranjeaza reperele intr-o listd £ in ordinea descrescatoare a sumelor duratelor de
procesare pe toate utilajele.

Se iau primele doua repere si se ordoneaza asa incat sa se minimizeze timpul necesar terminarii
lor.

Celelalte repere se vor programa in ordinea in care apar in lista < dupa schema din:

Pasul iterativ: Presupunem programate primele k — 1 repere din lista <. In raport cu aceste
repere, deja programate, pentru reperul din pozitia K a listei .£ exista k locuri posibile de insertie — vezi
figura 10.3.

Pentru fiecare loc de insertie se calculeaza durata procesarii celor K repere, in ordinea rezultata
din insertie. Se insereaza reperul considerat in locul corespunzator duratei minime.
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Repere deja programate

Pozitia | | , [ Pozitia2 | oo Pozitiak - 2] 4 [Pozitiak- 1

LYYYYYY eesess  ceceee

Locuri posibile de insertie

Intre reperele plasate Intre reperele plasate

Lafinceput pe primele doud locuri "7 pe ultimele locuri La sfarsit

Figura 10.3

Exemplul 5. Aplicam algoritmul NEH la programarea lansarii in executie a reperelor din exemplul 3.
Sumele duratelor de prelucrare pe cele cinci utilaje sunt date in tabelul 10.12:

Tabelul 10.12
Reper ‘a b c d

Durata totald a operatiilo 19 25 17 24
de prelucrare

Reperele vor fi analizate in ordinea b, d, a, c.
Primele doua pot fi lansate in executie fie in ordinea b urmat de d fie invers. Calculele termenelor

corespunzatoare t; de terminare a operatiilor — conform relatiei (3) — sunt date in tabelele 10.13 1) si
10.13 ii).

Tabelul 10.13 i)
Pozitia in Termene tj; Tabelul 10.13 ii)
R lista d itia 1 N
eperlﬁsar: U | Uy | Us | Us | Us Reperfi(s)tzalt(lizm Lemens
b 1 [ 3]10]12]20]25 lansare | U1 | U2 | Us | Us | Us
d 2 7 11312022133 d 1 4 |7 14|16 |24
b| 2 [7]14]16]24]29

Se constata ca lansarea reperului d inaintea lui b duce la o durata totala de executie (a celor doua
repere!) mai micd: numai 29 minute fatd de 33 minute cat ar dura procesul corespunzator ordinii
inverse. Algoritmul cere ca aceasta precedenta sa fie respectata in continuare!

Iteratia 1 Inserarea reperului urmator a conduce la examinarea urmatoarelor succesiuni:

(a,d,b); (d,a,b); (d,b,a)
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Termenele t; corespunzdtoare sunt sistematizate in tabelele 10.14 1),ii) si iii)

Pozitia in Termene t;; Pozitia in Termene tj;
R lista d R lista d.

eperlllsrfzarz Ur | Uy | Us | Ug | Us et lzlsli?slarz U | Uy | Us | Us | Us
a 1 3171101719 d 1 4 | 7114|1624
d 2 7 11017 19|27 a 2 71111172426
b 3 1017192732 b 3 101820 |32 |37

Tabelul 10.14 i) Tabelul 10.14 ii)

IPozitia in Termene t;;
R lista d
P lllsr:zarz U | Uy | Us | Us | Us

d 1 4 1714|1624

b 2 7 1416|2429

a 3 10|18 |21 |31]33
Tabelul 10.14 iii)

Cea mai mica durata corespunde ordinii (a,d, b ) siaceasta va fi mentinuta in continuare.

ege vy

(c,a,d,b); (a,c,d,b), (a,d,c,b); (a,d,b,c)

Ele sunt analizate in urmatoarele patru tabele:

2 Pozitia in Termene ;i Pozitia in Termene tj;
lista d i
et l;sr::arz Ui | Us | Us | Us | Us Reper };i::a?: U [ Uy | Us | Us | Us
C 1 1 |37 ]10]17 a 1 317101719
a 2 4 | 8 | 111820 c 2 419 (1420127
d 3 8 | 1118 (20|28 d 3 8 |12]121]23]35
b 4 11]1820|28 |33 b 4 111923 ]31140
Tabelul 10.15 i) Tabelul 10.15 ii)
Pozitia in Termene t;; Pozitia in Termene t;;
R i R i
rolete [0 u [ [u o olente [0 0w [ u
a 1 317 11011719 a 1 317 11011719
d 2 7 10171927 d 2 7 10171927
C 3 8 11221 ]24 ]34 b 3 101711927 |32
b 4 11119]23]32]39 C 4 11119]23]30]39
Tabelul 10.15 iii) Tabelul 10.15 iv)
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In concluzie, algoritmul NEH propune ca ordinea de lansare in executie a reperelor si fie ¢ , a ,
d, b pentru care durata totala este de 33 minute.

10.4 Ordonantarea pe mai multe utilaje; cazul general

Reamintim pe scurt problema:

Reperele 1,2,...,m se prelucreaza pe utilajele U, Uy, ..., Uy. fiecare reper parcurge utilajele (sau
o parte dintre ele) intr-o ordine prestabilitd dictatd de tehnologia de fabricatie. Orice operatie de
prelucrare a reperului are o duratd cunoscuta si este perfect determinatd de reperul asupra caruia se
executa ca si de utilajul pe care ea se realizeaza (in consecinta, dacd o operatie ,,fizicd” ca de exemplu
»darea unei gauri” trebuie facuta la mai multe repere diferite,ea se va multiplica in atatea ,,copii” cate
repere suferd operatia respectivd; este posibil ca aceste copii si aibe timpi de executie diferiti!) In
principiu, un utilaj poate executa operatii aferente mai multor repere, dar la un moment dat nu poate
procesa decat un singur reper. Nu existd restrictii in ceeace priveste ordinea In care vor fi executate
operatiile programate pe acelasi utilaj si orice operatie, o datd inceputa, nu poate fi intrerupta.

In aceste ipoteze generale, se cere programarea operatiilor pe utilaje astfel incat timpul necesar
executarii tuturor operatiilor sa fie minim.
Se poate Intampla ca tehnologia de fabricatie a unui reper sa specifice efectuarea consecutiva a doua
operatii ,,fizice” pe un acelasi utilaj. In acest caz simplficim situatia comprimand cele doud operatii
intr-una singurd cu durata egald cu suma duratelor operatiilor originale. Astfel, putem presupune ca
doud operatii consecutive ale aceluiasi reper se executa pe utilaje diferite (implicand deci o ,,mutare” a
reperului de la un utilaj la altul) In fine, vom presupune ci oricare doui operatii neconsecutive ale
aceluiasi reper se executa pe utilaje diferite (altfel spus, nu este permisa ,,intoarcerea” unui reper pe un
utilaj pe care a mai fost procesat intr-o etapa anterioara!).

10.4.1 Formalizarea problemei

e Reperele sunt numerotate 1,2, ..., m (ordinea de numarotare este arbitrara)
e Numerotdam cu 1,2,...,p operatiile aferente reperului 1 — in ordinea in care ele trebuie
excutate. Apoi, numerotamcup+1,p+2 ..., p + q operatiile aferente reperului 2 s.a.m.d.
Adaugam doud operatii fictive cu durata 0 cu semnificatia de incepere respective terminare
a intregului process de prelucrare.
Fie0={0,1,...,N } lista tuturor operatiilor inclusiv cele fictive, 0 fiind operatia de incepere
a procesului si N operatia de terminare. Pentru fiecae reper, operatia 0 va precede prima operatie
efectuata asupra reperului in timp ce operatia N va succede ultimei operatii “reale” suferitd de reperul
respectiv.
Structura problemei generale de ordonantare va fi vizualizatd printr-un graf orientat G = (0 , #)
ale carui elemente constitutive sunt descrise mai jos:
e Nodurile grafului se identificd cu operatiile din lista 6;

e Pentru fiecare pereche de operatii consecutive i, | ale aceluiasi reper va exista in G un arc
(i,j). La aceste arce adaugam si:
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-arcele de forma (0,h) unde h este prima operatie ce se executa asupra unui reper;
-arcele de forma (k,N) unde k este ultima operatie ce se executa asupra unui reper.

Arcele mai sus definite se numesc arce conjunctive si totalitatea lor va fi notati cu ¢&. In desen
ele vor fi reprezentate prin sageti pline.

e Pentru fiecare pereche de operatii distincte i , ] executate pe acelasi utilaj includem in G
doua arce (i,)) si (J, 1) numite arce disjunctive. In desen ele vor fi reprezentate prin sageti
punctate.Daca in lista ¢ avem i< j arcul disjunctiv (i,j) se va numi arc normal iar arcul

disjuctiv (J, i) va fi opusul primului. Totalitatea arcelor disjunctive va fi notata cu 2.

e In G nu existd alte arce in afara celor descrise mai sus asa ci # =¢ U D. Graful
G = (0, # =€ v D) astfel construit se numeste graful disjunctiv asociat problemei de
ordonantare.

e Fiecdrui arc (i, J)eA# 1i este asociatd o pondere d; > Oreprezentand intervalul de timp
dintre inceputul operatiei i i inceputul operatiei j. De obicei, d; se identificd cu durata d,

a operatiei premergatoare i dar poate include, daca este necesar:

- un timp de pregitire al utilajului pe care s-a executat operatia i, in vederea executarii
operatiei J, aceasta in cazul in care i §i ] sunt operatii ce se executd pe acelasi utilaj (echivalent, daca
arcul (i, j) este un arc disjunctiv)

- un timp de mutare al reperului de la utilajul pe care s-a executat operatia i la utilajul pe
care se va executa operatia j, in cazul in care i , j sunt operatii consecutive aferente aceluiasi reper
(echivalent, daca (i,j) este un arc conjunctiv)

In exemplificarile noastre vom presupune in mod constant c¢d d; =d; aceasta insemnand ca timpii

mentionati mai sus ori sunt nesemnificativi ori sunt inclusi in duratele operatiilor.

Exemplul 6 Considerdm cazul a doui repere care se proceseaza pe trei utilaje. In tabelul 10.16 se dau
duratele operatiilor; In diagrama aldturata se precizeaza ordinea in care reperele parcurg utilajele.

Tabelul 10.16

utilaj )
reper U U, U; Reper1: U, —» U;— U,
! 4 3 6 Reper2: Us; > U, > U,
2 2 1 5

Notam cu 1, 2, 3 operatiile efectuate asupra reperului 1 pe utilajele U; , U; respectiv Uy; mai
departe notdm cu 4 , 5 si 6 operatiile aferente reperului 2 si executate pe utilajele Us , U, respectiv Uj.
Atunci, pe utilajul U; vor fi executate operatiile 1 si 6, pe U, se vor executa operatiile 3 si 5 iar
operatiile rdmase 2 si 4 vor fi executate pe Us. Graful disjunctiv este vizualizat in figura 10.4
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Figura 10.4

Revenind la problema generala de ordonantare, a programa executia reperelor pe utilaje
inseamna a stabili, pentru fiecare utilaj, ordinea in care vor fi executate si termenele la care vor
fi executate operatiile repartizate pe acel utilaj.

in termenii grafului disjunctiv asociat, aceasta inseamni ca din fiecare pereche de arce
disjunctive (i, j) si (j, i) sa se aleaga unul singur ce va marca ordinea in care vor fi executate cele
doua operatii i si .

Exemplul 7 Din fiecare pereche de arce disjunctive care apar in graful din figura 10.4 selectam
arcul normal. Obtinem graful aciclic din figura 10.5 care defineste o programare a executarii tuturor
operatiilor: astfel, pe utilajul U; se va executa operatia 1 de la primul reper si apoi operatia 6 de la al
doilea reper etc. In raport cu aceastd programare, timpul necesar executarii celor doud repere este
dat de durata drumului critic adicd de maximul valorilor drumurilor dintre nodul initial 0 si nodul
final 7.

4
0 \\\ 3
\\/(’\ ///
6,” \\\\4 ::)//
0 5
¥ ¢ ~.
4 m > 6
5 N4 1

Figura 10.5

Efectuand calculele necesare — vezi figura 10.6, unde s-au folosit notatiile uzuale ale Analizei
Drumului Critic, intrebuintate in retelele coordonatoare ,,cu activitétile pe arce”!— gasim ca, in raport cu
programarea aleasa, operatiile celor doud repere se termina in 18u.t. (unititi de timp) A se vedea si
diagramele din figurile 10.7 si 10.8
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Figura 10.6

10

13

15 16 18

Operatia 1

Operatia 2

Operatia 3

Operatia 4

Op5S

Operatia 6

Figura 10.7

v
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Gruparea operatiilor pe utilaje

0 4 10 13 15 16 18
Operatia 1 Operatia 6
U,
Operatia 3 Op5s
U,
U, Operatia 2 Operatia 4

Figura 10.8

Exemplul 8 In graful din figura 10.4 vom face o alti selectie: din perechea de arce disjunctive (1,6) si
(6,1) vom alege arcul normal (1,6) iar din celelalte doud perechi vom alege arcele opuse arcelor
normale. Se obtine o altd programare a executiei tuturor operatiilor cu durata de numai 14 u.t. conform
calculelor din figura 10.9. Vezi si diagrama din figura 10.10.

Figura 10.9
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Gruparea operatiilor pe utilaje

0 4 5 8 11 14
U, Operatia 1 Operatia 6
Op S i
Us P Operatia 3
Us Operatia 4 Operatia 2

Figura 10.10

Sa revenim la cazul general.

Vom numi selectie o submultime S < 2 care contine exact un arc din fiecare pereche de arce
disjunctive din 2. Selectia S se va zice admisibila daca graful partial G(S) =(0 , € U S) este aciclic
(adica nu are circuite). Evident, daca p este numarul perechilor de arce disjunctive atunci numarul total
de selectii posibile este 2° dintre care unele pot si nu fie admisibile (= creeazi circuite in G(S)!)
Fiecare selectie admisibila S corespunde unei programari a executiei operatiilor pe utilaje. Fie d(S)
durata minima a executarii tuturor operatiilor conform programarii definite de selectia S ; d(S) va fi
durata drumului critic din graful G(S).

Cu aceste pregatiri problema generald a ordonantarii se formalizeaza astfel:

Sa se determine selectia admisibila S cu proprietatea ci d(S") are cea mai mici valoare.
10.4.2 Cazul general — o rezolvare suboptimala

S-a subliniat deja faptul ca teoria complexitatii plaseazd ordonantarea generald in categoria
problemelor grele de optimizare combinatoriald, pentru care nu exista proceduri eficiente de rezolvare
exacta si foarte probabil ca nu vor exista vreodata.. Mai mult, problemele de ordonantare s-au dovedit a
fi mult mai dificile chiar in comparatie cu alte probleme combinatoriale grele. Pentru a ne face o idee
de ceeace inseamna acest lucru, vom aminti ca deja au fost rezolvate probleme de tip comisvoiajor cu
sute si chiar mii de orage in timp ce solutia optima a unei probleme de ordonantare a zece repere pe
zece utilaje, propusd in 1963, a fost determinata abia in 1986, rezolvarea durand cinci ore!

Pe de alta parte, ordonantarea este o problema frecvent intalnitd in practica si din acest motiv
este firesc sa se acorde atentie cautdrii de metode suboptimale, capabile de a produce solutii acceptabile
in timp util.

In continuare vom prezenta ideile generale ale unei euristici vechi, foarte simple si destul de
performante.
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e Procedura programeaza operatiile unei probleme de ordonantare in ordinea rangurilor lor
(rangul unei operatii, aferente unui anumit reper, este numarul de ordine al operatiei in sirul de
prelucrari ce determina realizarea reperului respectiv. Fiecare reper are o prima operatie, urmata de a
doua, a treia s.a.m.d.). Cu alte cuvinte, nici o operatie nu va fi programata mai inainte de programarea
tuturor operatiilor anterioare ei.

e Programarea unei operatii se va face la cel mai mic termen posibil, conditia de programare fiind
aceea ca utilajul prelucrator sa fie disponibil pe toatd durata operatiei.

e Daca operatiile aferente mai multor repere sunt de programat pe un acelasi utilaj si la acelasi
termen posibil de incepere, are prioritate reperul pentru care durata operatiilor inca neprogramate este
cea mai mare.

e In principiu, termenele operatiilor programate sunt definitive, adicd, o data stabilite,nu se mai
modifica ulterior.

Exemplul 4 Sapte repere J; , J» ,..., J7 se proceseaza pe utilajele M; , M, , M3 , My. Ordinea in care
sunt parcurse utilajele si duratele operatiilor sunt date in figura 10.11 Se cere programarea operatiilor
astfel incat durata executiei intregului lot sa fie cat mai mica.

MO SMD SMO SMO
. 1 4 3 2
EVEC) %) (6)
M > M) > M,

M® (4) ) (6)
M7 > MY > M > M,

—

[\S]

[o%)

M © @ Valorile inscrise in paranteze
M > M7 > M, reprezintd duratele operatiilor !

MO SMO SME SMD
M SMEO SME M

M@ (5) ) (1)
M7 > My > M) > M

w

(=)}

(&) (&} (&} (& (&) (&} (&)
N

~

Figura 10.11

Solutie

. Conform procedurii descrise mai sus incepem prin a programa prima operatie a fiecarui
reper. Operatiile de debut ale reperelor J; , J, , J3 , J4 se executd pe utilajul M;.Duratele totale de
prelucrare ale acestor repere sunt 15, 21 , 18 respectiv 12 u.t. (unitdti de timp) Pe utilajul M; cele patru
repere vor fi lansate in ordinea J, , J3, J; , Ja.

Pentru executarea primei operatii, reperele Js si Jo au nevoie de utilajul M,. Duratele totale de
prelucrare sunt de 23u.t. si respectiv 20u.t. astfel ca Js va fi programat primul si imediat dupa el Js.

Reperul J; nu are concurenta la programarea pe utilajul Ms.

In diagrama din figura 10.12 au fost vizualizate cele sapte operatii de debut sub forma unor
dreptunghiuri a caror dimensiune orizontald indicd durata operatiei. Rangul operatiei este pus in
evidenta in coltul din dreapta sus.
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0 8 9 11 12 14 15 >
| 1 11
n i, oy, oH
M, 4
1 1
J5 J6
M,
1
J7
M;
M,

Figura 10.12

Programarea operatiilor de rangul 2 Din figura 10.11 rezulta cd avem de programat:

- pe utilajul M;: a 2-a operatie la reperul Jg;

- pe utilajul My: a 2-a operatie la reperele J, , J4 51 J7;
- pe utilajul M3: a 2-a operatie la reperele J; si Js;

- pe utilajul My: a 2-a operatie la reperul J;.

Rezolvam pe rand aceste cerinte:

- a 2-a operatie a reperului J¢ se programeaza pe M; la momentul 15 — vezi figura 10.12 care
aratd ca de la momentul 15 utilajul M; este disponibil.

- utilajul M; este liber de la momentul 12; la acest moment J; si J7 sunt ,,in asteptare” in timp
ce pe J4 nu s-a efectuat incd prima operatie! Operatiile neprogramate aferente reperelor J; si
J7 insumeaza 13u.t. respectiv 10u.t.Va avea prioritate reperul J,, urmat de J; si la urma de J4
care ,,intre timp” a suferit prima operatie.

- la momentul 9 cand utilajul M; se elibereaza, Js este in asteptare in timp ce J; este in
prelucrare. Evident, vom programa mai intai Js i imediat dupa terminare pe Js.

- utilajul My a fost liber pand acum: nici o primd operatie nu a fost prevazutd pe My.
In consecintd programiam J; pe M, la momentul in care J; termina prima operatie, adici la
momentul 14.

Noile programari sunt afisate in figura 10.13

8 9 1112 14 1516 17 19 24 3,
| 1 HIE 2
; W, W
M; 4
I N N a2 B 2
M,
1 2 2
M, I Js 2] I3 =
M Jlli
4
Figura 10.13
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e Programarea operatiilor de rangul 3 Recomandam cititorului sa aibe in fatd figura 10.13 si
datele de intrare!
- reperul 5 se programeaza pe M; si reperul J3 se programeaza pe M, la momentele in care
aceste utilaje devin disponibile.
- pe utilajul M3 va intra mai Intai J; si apoi J, (de ce?)
- pe utilajul My intra mai intai J apoi J; si la urma J4 (de ce?)

Inserarea noilor programari in diagrama 6 conduce la figura 10.14

8 9 1112 14 1516 17 19 24 33 35 38

oy, Wy, 3

—_

;[2 L ;[3

s 5 W, 2 5, 2 5, 2, :

1 [2] 2Jl 3] [3]

M;
) R 3 ) 3
T Freiey I
O cieee T
) ey T
) cieee T
) ey R
) i i
) S i
s S s

M4 tetetetetetetetetetet e b b b b b b b b b ket b b b e

Figura 10.14

e Programarea operatiilor de rangul 4 Situatia din figura 10.14 arata ca:
- utilajul M; rdméane in asteptare pand la momentul 28 cand reperul J; termina a 3- a operatie
pe M.
- reperele J; si Jo se programeaza pe M, ,respectiv Ms imediat ce aceste utilaje sunt
disponibile.
- pe utilajul My intra mai intai Js si apoi Js.

Programarea facuta, vizualizata in figura 10.15 (incepand de la momentul 16 din motive de
spatiu...), asigura realizarea celor sapte repere n 48u.t.

v

16 17 19 22 2495 2829 131 33 35 3R 3040 4 48

QJ E 3: :4
J@ 3 J7

M,

Jz J7 J4 J3 J1

1 317, E1 u

M;

pe e ]
i R
o R
it R
s R
it e
s ]
it e
s e
s e

M4
Figura 10.15
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Observatie: dacd se programeaza a 4-a operatie a reperului Js imediat dupd a 3-a operatie a lui
Js pe utilajul My se obtine un timp mai bun! Invitam cititorul sd modifice corespunzétor figura 10.15
pentru a se convinge ca toata treaba se poate termina in 44u.t. Este acesta cel mai scurt timp?...

10.5 Tlustrari numerice

1. (o margine inferioara pentru durata totald de executie) Reperele 1, 2, ... , m se prelucreaza in flux pe
doud masini: intai pe U; si apoi pe U,. Pentru reperul i se cunosc duratele d, si d,de prelucrare pe

cele doud masini.Introducem notatiile:

T" =durata minima de prelucrare a tuturor reperelor;

m
>,=2.d,, =suma duratelor operatiilor pe masina M;;
i=1

m
> ,=>.d;, =suma duratelor operatiilor pe masina M.
i1
Este evident cad pe prima masind nu avem timpi de asteptare asa Incat:

T*221+m_indiz (1)

cu egalitate daca, la momentul in care utilajul U; si-a incheiat activitatea, utilajul U, este liber sa
prelucreze ultimul reper.

Pe al doilea utilaj vom avea din start un timp de asteptare pana cand primul utilaj termina procesarea
primului reper. Ca urmare

T 2, +mjndn (2)
1
Din (1) si (2) rezultd urmatoarea margine inferioara pentru durata minima totala:
T > max{Z1 +mind;, ; %, +m_indn}
I 1

Urmatorul exemplu arata ca inegalitatea poate fi stricta:

Tabelul 10.17
Reper|a |b |cC

Durata operatiecipe U; |5 |8 |4 | X =17

Durata operatiecipe Uy |2 |7 |7 | Z,=16
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Avem: X, +mind;, =17+2=19; X, +mind; =16+4=20 dar T" =21, conform diagramei din

figura 10.16

v

o
(o
D

Figura 10.16

2. Noui repere se prelucreazi pe doud masini U; si Us. In tabelul 10.18 se precizeaza ordinea de
efectuare a operatiilor de prelucrare si duratele acestora (in paranteze).

Tabelul 10.18
Reper | 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Durata operatiei pe prima masind | U;(8) | U(7) | U1(9) | Ui(4) | Ux(6) | Ux(5) | U1(9) | Ux(1) | Ux(5)

Durata operatiei pe a doua magima| U,(2) | Ux(5) | Ux(8) | Ux(7) | Uy(4) | U (3)| - - -

Astfel:

-reperele 1,2, 3 ,4 se prelucreaza in flux, mai intai pe U; si apoi pe Uy;
- reperele 5 si 6 se prelucreaza si ele In flux dar mai intai pe U, si apoi pe Uy;
- reperele 7, 8 , 9 au nevoie de o singura operatie.

Se cere programarea operatiilor astfel incat timpul total de prelucrare sa fie minim.

Solutie I) Incepem prin a programa operatiile reperelor 1, 2, 3,4 folosind algoritmul lui JOHNSON
(sectiunea 10.3.1).Ordinea care minimizeaza timpul total de prelucrare al acestor repere este 4,3,2,1.
Termenele de terminare ale operatiilor — raportate la un moment de referintd 0 - sunt date in tabelul
10.19 Desfasurarea in timp a operatiilor este vizualizata in figura 10.17

Tabelul 10.19
Reper | 4 3 2 1

Termen de terminare a operatiei pe U;| 4 13 20 28

Termen de terminare a operatiei pe U,| 11 21 26 30
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0 4 11 13 20 21 26 28 30

4 3 2 1

Figura 10.17

Zonele hagurate reprezinta intervale de timp 1n care a doua masina nu este folosita (este in asteptare).

1) Reperele 8 si 9 se prelucreaza numai pe U, si necesita in total 1 + 5 = 6u.t. Observam ca magina
U, asteaptd 4u.t. la inceput si, dupd prelucrarea reperului 4 mai asteaptd inca 2u.t. Daca se amana
inceperea prelucrarii reperului 4 pe masina U, cu 2u.t. celelalte termene nu se modifica si se obtine la
inceput un interval de timp de 4 + 2 = 6u.t. suficient pentru procesarea reperelor 8 si 9!

0 4 13 20 21 26 28 30 37,

A

8 9 4 3 2 1

Figura 10.18

In ceeace priveste reperul 7 acesta va fi programat pe masina U; dupi ce aceasta a terminat prelucrarea
reperelor 1,2,3,4. Noile programari apar in figura 10.18

IIT) Reperele 5 si 6 se prelucreaza mai intdi pe U, si apoi pe Uj; operatiile aferente insumeaza
6 +5=11u.t. pe Uy si 4 + 3 =7u.t. pe U;. Avem tot interesul in a folosi si timpul de asteptare de 2u.t.
pe care masina U, 1l inregistreaza intre prelucrarile reperelor 2 si 1! Drept care programdm reperele 5 si
6 pe masina U, imediat dupa terminarea reperului 2 — ordinea nu conteaza! — dupa care termindm si
reperul 1(urmdriti cu atentie figura 10.18!) in acest fel, ambele masini nu au nici un timp mort si prin
urmare solutia construita — vizualizata in figura 10.19 - este optima!

01 4 6 13 20 21 26 28 32 37 41 44

v

4 3 2 1 7 5 6

...............

Figura 10.19
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3. Avem de programat fabricarea a cinci repere Ji,...,Js. Diferitele operatii de prelucrare se fac pe
patru utilaje Mj,...,M4. Utilajele implicate in fabricarea fiecdrui reper, ordinea de executie a
operatiilor si duratele acestora — Inscrise in paranteze — sunt date mai jos:

MO MO

MO SMO 5SME
MO SMP 5> MP
MO SMO SMP

M@ @)
M3V = M;

—_

LS}

o~

(& (&) o G G
w

w

Solutie. I) Programam operatiile de rangul 1. Pe masina M, ,,concureazd” J; , J»  J3 si J4. cu
duratele totale de prelucrare de 5, 8 , 6 respectiv 8u.t. Dintre J;, si J4 ,,alegem” J4 deoarece prelucrarea
pe M; dureazd mai mult. Astfel masina M; va prelucra cele patru repere in ordinea Js , J, , J3 ,
Ji1.Programarea primelor operatii este vizualizatd in diagrama din figura 10.20

: I ST
L o L !
J4 J2 J3 Jl

v

Js

Figura 10.20

IT) Programarea operatiilor de rangul 2 tine seama de momentele de eliberare ale utilajelor care

au executat prima operatie ca si de momentele de eliberare ale reperelor din prima operatie — vezi
diagrama din figura 10.21

42 L 8 1011 14,

1 NEE ]

J4 I I3 Ji
NP

Js Jy :
2 2

Js I
2. 2
I3 I

Figura 10.21
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IIT) Programarea operatiilor de rangul 3 vizeaza numai reperele J, , J3 si Js. Aceste operatii se
executd pe masini diferite asa incat programarea se va face la cel mai devreme moment in care si
reperul si utilajul sunt disponibile — vezi diagrama din figura 10.22

4 2 7 8 10 11 13 14 16

»
»

J4 Jz J3 J1

Js

I3 Ji )

Figura 10.22

Probleme propuse

1. Sapte repere urmeazi a fi prelucrate pe un utilaj. In tabelul 10.20 se dau duratele operatiilor si
termenele impuse de planificator.In ce ordine ar trebui lansate reperele in executie pentru ca intarzierea
maxima fatd de termenele impuse sa fie cat mai mica?

Tabelul 10.20
Reperj| 1 |2 |3 |4 |5]|6]|7

Duratapj | 3 |4 (4 | 6 |9 |11]|15
Termen impus d; | 22 | 28 [ 36 | 21 | 15 | 35 | 31

2.  Opt repere urmeaza a fi prelucrate pe un utilaj. In tabelul 10.21 se dau duratele operatiilor si
termenele de livrare, care trebuie respectate de planificator.Se cere ordinea de lansare in executie care
minimizeaza suma termenelor de terminare.

Tabelul 10.21
Reperj| 1 |2 3| 4 |5 6 |78
Duratap; | 101914 | 8 |23| 17 | 9 | 5
Termen de livrare d i 125]145(90|100 |80 (1055020
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3.  Zece repere se prelucreaza in flux pe doud utilaje U; si U,: prima operatie se executa U iar a doua
pe Us.Duratele operatiilor sunt date in tabelul 10.23 In ce ordine vor fi lansate in executie cele zece

repere pentru ca durata intregului proces de prelucrare sa fie minima?

Tabelul 10.23

Reper | 1 2 3 4 5 6 | 7|89 |10
Durata operatiecipe U; | 14 | 22 | 50 | 32 | 36 | 41 | 28 | 22 | 30 | 20
Durata operatiecipe Uy | 30 | 45 | 32 | 58 | 36 | 14 | 41 | 45 | 42 | 58

4. Programati executarea in flux a 15 repere pe doud utilaje cu datele din tabelul 10.24

Tabelul 10.24

Reper | 1 | 2 4 |56 |7 10|11 |12 (13|14 |15
Durata operatieipe U; | 16 | 3 4 (1217 |5 816 |7 |15]15]12
Durata operatiei pe U, | 9 | 18 6 | 71178 6 |10 5 |10]12 |11

5. Reperelea, b, ¢, d, ese prelucreaza in flux pe utilajele U; , U, , U, Uy, In tabelul 10.25 se dau
duratele operatiilor. Sa se aplice euristica NEH pentru determinarea unui program acceptabil de lansare

in executie a reperelor.

Tabelul 10.25

U U, U; Ug
aj|l0 4 o6 12
b| 8 11 15 7
c|S5 3 14 12
d|12 4 13 8
el 9 14 5 11

6. Sa se determine o solutie suboptimala pentru problema ordonantarii in flux a cinci repere a, b, c, d,
e pe trei masini U , U, , Us. duratele operatiilor sunt date in tabelul 10.26

Tabelul 10.26
U U, U
als5 7 1
b8 4 6
c|2 3 4
d| 6 2 8
el 5 5 4
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Un numar de repere se prelucreaza pe mai multe utilaje. Fiecare reper parcurge utilajele intr-o
anumitd ordine. Ordinea si duratele operatiilor (inscrise in paranteze) sunt date in diagramele care
urmeaza. Pentru fiecare problema de ordonantare sd se construiasca o programare a operatiilor care sa
conduca la un timp total de procesare cat mai mic.

1MO SME SM©
7. Trei repere si patru utilaje: ~ J, :M® > MY > M

.M (0 ©) ©)
MV ->MT > M,

(&)
w

—_

MP SMP 5MEP 5MP S M 5 MO
MP SME SMI? SMIP S MO SM P
MO SMD SMO SMO SMP SMO
MO SMO SMP SMP 5> ME 5>MP
MO 5>MP 5MP 5 ME 5 MEP 5>M P

M® 3) ©) (10) (4) (1)
MY >M7 >MT >MTY > MY - M

LS}

(%)

8. Sase repere si sase utilaje:

N

(%)

[ S N A G

(=)}

Indicatie: Singura problema de alegere este la programarea operatiilor de rangul 1.Reamintim
regula: are prioritate reperul pentru care suma duratelor operatiilor neprogramate este cea mai mare.

La programarea operatiilor de rangul 2,3,...se va aplica regula ,,de bun simt”: nici unui utilaj nu
ii este permis sd astepte dacad poate executa o anumita operatie.

Pentru aceastd problema este dovedit cd timpul total minim este de 55u.t. Cum apreciati solutia
gasita de dvs?

M MO MO M
L Mi45) S M 1(24) S M 3(58) S M éso)
LIME) S MEY M M

J
: Lo
9. Patru repere si patru utilaje: ]
J, M 5> MP 5 M M
10.  Algy, Bertie, Charles si Digby sunt membri ai aceluiasi club. In fiecare simbiti dimineata ei
se Intalnesc la club pentru a citi ziarele si a face politica. Toti cred ca numai patru ziare merita a fi citite
sambata la club si acestea sunt (in ordine alfabeticd): Daily Express (abreviat DE), Financial Times
(FT) The Guardian (G) si The Sun (S). De fiecare data cele patru ziare ii asteaptd in sala de lectura a
clubului dar (din motive de economie, of course...) intr-un singur exemplar.
In cea mai buni traditie britanicd, fiecare din cei patru soseste la club la o anumiti or, citeste ziarele
intr-o anumitd ordine acordand fiecaruia un acelasi timp, indiferent de datd. Astfel Algy soseste
intotdeauna la 8,30 lectureaza FT timp de 60’ apoi G timp de 30’ dupa care rasfoieste DE in 2’ §i S in
alte 5°. Digby apare la club intotdeauna la 9,30 std 90’ pe S dupa care isi arunca ochii pe FT apoi pe G
si la urma pe DE timp de un minut pentru fiecare. Alte detalii privind momentul sosirii la club, ordinea
in care sunt citite ziarele si timpul de lecturd sunt date in tabelul 10.27
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Tabelul 10.27

Momentul sosirii la club|Ordinea si timpul lecturarii
Algy 8,30 FT (60°); G(30)’;DE(2’); S(5)
Bertie 8,45 G (75); DE(3’); FT (25°); S(10%)
Charles 8,45 DE ( 5°); G(15°); FT (10’); S (30°)
Digby 9,30 S(90’); FT (1’);G(1%); DE(I)

Ca niste gentlemeni care se respectd, in cazul in care ziarul dorit este citit de altcineva, fiecare
asteapta fara comentarii pana cand ziarul devine disponibil. Problema celor patru prieteni este de a
stabili un program de lecturare a ziarelor astfel incat operatia sd se termine pana la ora 12 cind se
seveste pranzul...

11.  Intr-un atelier sunt patru puncte de lucru: primul punct este dotat cu patru freze, al doilea cu trei
masini de gaurit si filetat, al treilea cu doud strunguri si ultimul cu o masina de polizat. In atelier sunt
procesate cinci tipuri dee repere. Pentru fiecare reper se cunoaste cererea si fluxul de prelucrare, adica
ordinea in care se executa operatiile specifice, utilajele executante si duratele operatiilor — vezi tabelul
10.28 Sa se construiasca un program de productie prin care comenzile sa se realizeze in cel mai scurt
timp.

Tabelul 10.28

Tipul | Cerere Flux de prelucrare (utilaj, durata operatiei in minute)
reperului Operatia 1 | Operatia 2 | Operatia 3 | Operatia 4
1 8 L,6 M, 9 D, 9 G, 4

2 12 L,8 M, 12 G,5
3 10 M,6 D, 6 G,3
4 6 M,8 L,5 D, 10 M, 12
5 12 M,7 D, 8 L, 6 D, 9

M = freza ; D = masina de gaurit si filetat ; L = strung ; G = masina de polizat
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