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1.1 Ce este Cercetarea Operationala?

Daca la inceputul deceniului patru al secolului trecut, termenul ,,Cercetare Operationala’(abreviat
CO) era necunoscut,astazi el desemneaza un domeniu activ de cercetare stiintifica — atat teoretica cat si
aplicativa — dar si o disciplind universitara importanta.

Pentru necesitatile acestui curs, putem spune cd CO are ca obiect de studiu problemele de
optimizare rezultate din modelarea matematici a unor fenomene si procese din domeniul
economic, stiintific, tehnic sau militar.Este o definitie simpla, fara pretentia de exhaustivitate, dar mai
usor de acceptat de catre incepatori cu conditia explicarii unor termeni ca problema de optimizare sau
modelare matematici. Intr-adevir, este nevoie de multd munci de documentare, cercetare si practica
pentru a intelege si a accepta urmatoarea definitie, corecta si cuprinzatoare n opinia noastra:

CO reprezinta:

1. aplicarea metodelor stiintifice

2. de catre o echipa multidisciplinara

3. la studiul problemelor legate de conducerea sistemelor organizate cu scopul obtinerii unor
rezultate care sd serveasca cat mai bine interesele organizatiei in ansamblu.

(vezi R. Ackoff, M. Sasieni, Fundamentals of Operations Research,1968. traducere in Ib. romana:
Fundamentele Cercetarii Operationale, 1975, cap I, Introducere. Natura Cercetarii Operationale.)

In esentd, o problemii de optimizare este o problemi de alegere. Ea presupune dati o colectie
de entitati denumite generic solutii admisibile (sau variante, scenarii) Solutiile pot fi comparate intre
ele si clasificate prin intermediul unui criteriu de apreciere( de performanti) in acest context se pune
problema de a gasi solutia cea mai bine apreciatd, numita si solutia optima a problemei.

Exemplul 1.1 Printre dreptunghiurile cu acelasi perimetru, sa se determine acela care are cea mai mare
arie.

Evident, solutiile acestei probleme sunt dreptunghiurile al caror perimetru este egal cu o valoare data.
Aceste dreptunghiuri sunt comparate intre ele prin intermediul ariei care joacd rolul de criteriu de
performanta.

Exemplul 1.2 Compania X importd componente electronice si asambleaza doud tipuri de computere
PC, si PC,. Vanzarea unui PC; (respectiv PC, ) aduce un profit de $50 (respectiv $40). Un PC; are
nevoie de 3 ore pentru asamblare iar un PC, necesitd 5 ore. Pentru urmatoarea saptaimana sunt
disponibile 150 ore pentru asamblare. Compania are in stoc numai 20 monitoare PC,; altfel spus, in
urmdtoarea saptdmana ea nu poate produce mai mult de 20 unititi PC,. Pentru depozitare un PC, are
nevoie de 8u.a. (unitdti de arie) iar un PC, de Su.a. Spatiul disponibil pentru depozitarea productiei din
urmatoarea saptdmana insumeaza 300u.a. Cererea este suficient de mare pentru ca intreaga productie sa
fie vanduta. Conducerea companiei este interesatd in elaborarea unui program de productie pentru
urmatoarea saptamana care sa-i aduca un profit maxim.

Aici avem de a face cu o situatie frecvent intalnitd in domeniul economic: elaborarea unui program
de productie pe o anumita perioada in conditiile existentei unui disponibil limitat de resurse.
Solutiile problemei sunt diversele programe de productie realizabile din resursele limitate specificate:



timpul disponibil pentru asamblare, monitoarele PC, si spatiul de depozitare (un program de productie
este definit prin doua valori numerice: numarul de unitati PC,, respectiv numarul de unititi PC, ce vor
fi produse in urmatoarea saptamana). Programele admisibile sunt comparate intre ele prin intermediul
profitului pe care l-ar aduce in caz de realizare.

Pentru determinarea solutiilor optime ale problemelor enuntate avem nevoie de un instrument special,
numit model matematic. Ne vom convinge de utilitatea acestui instrument rezolvand prima problema.

Exemplul 1.1 Reluare. Si notdm cu p perimetrul dreptunghiurilor dintre care urmeaza sa alegem pe
cel cu aria maxima. Un asemenea dreptunghi este perfect caracterizat de dimensiunile sale: lungimea L
si latimea |. Denumirile celor doua dimensiuni sunt irelevante, deoarece atat perimetrul 2L + 2l cat si
aria L-| nu depind de alegerea lor. Prin ipoteza:

2L+2l=p cu L20,1>0
din care putem extrage, de exemplu: L=1p—-1. Ca urmare, orice dreptunghi din multimea
considerata poate fi caracterizat numai prin “latimea” | cu conditia ca:

L=fp-120=I1<ip

In concluzie, dreptunghiurile din multimea cérora trebuie sa facem alegerea pot fi identificate cu acele
“latimi” | care satisfac conditia:
0<l<ip (1.1)

Aria unui asemenea dreptunghi este data de relatia:

L-l=(Cp=D-1=—1>+1pl = Al) (1.2)

Astfel, problema determinarii dreptunghiului cu perimetrul p a carui arie sa fie maxima este echivalenta

o o es . . . * . .. . - . . .
cu problema gasirii acelei valori numerice | care satisface conditia (1.1) si care da functiei A(l) din
(1.2) cea mai mare valoare. Sintetizdm aceasta “traducere” a problemei originale prin notatia:

(1.3)

(cu conditia) 0

max A(l)=-1%+1pl
<I<ip

s1 vom spune cd (1.3) este modelul matematic al problemei din exemplul 1.1

Pentru rezolvarea problemei, observam ca functia de gradul doi A(l) are un maximin I" =4 p €[0,4 p]
cu valoarea A(l")=-L1p®. Deoarece L"=1p-1"=1p=I" conchidem ca dreptunghiul de arie
maxima si cu perimetrul dat este un patrat.

Recapituland, solutiile modelului (1.3) sunt numerele | care satisfac conditia (1.1). Aceste valori sunt
comparate si clasificate prin intermediul functiei A(l) din (1.2). Solutia optima |” =+ p este solutia care
ofera functiei A(l) — numita si functia obiectiv — cea mai mare valoare posibila.

Elaborarea unui model matematic pentru problema de optimizare din exemplul 1.2 este aseméanatoare.



Exemplul 1.2 Reluare. Stim ca solutiile problemei sunt diferitele programe de productie realizabile
din resursele date. In primul rind vom avea nevoie de o reprezentare matematica a unui program de
productie. Daca notam:

X, =numarul de unitati PC, . R . oo
L ce vor fi realizate in urmatoarea saptdmana,
X, =numarul de unitati PC,

atunci cuplul (X, X, ) va fi reprezentarea dorita.
Orice cuplu de numere (X,,X,)reprezinta un program posibil de productie ? Evident ca nu; o prima
cerintd naturald este:

=0 , x,20 (2.1)
X, =0 sau X, =0 semnificand optiunea firmei de a nu produce PC; sau PC,.
Pentru asamblarea a X; unitati PC; sunt necesare 3x; ore; cele X, unitati PC, au nevoie de 5X, ore.
Realizarea programului (X,,X,)ar necesita, pentru asamblare, un total de 3X; + 5X; ore. Deoarece
fondul disponibil de timp de asamblare este limitat la 150 ore, urmeaza ca o conditie de realizabilitate a
programului (X,, X, ) este:

3%, +5x, <150 (2.2)

Stocul limitat de monitoare PC, impune conditia:
X, <20 (2.3)

Pentru depozitarea produselor finite este necesara o suprafatd masurdnd 8X, +5X,u.a. Limitarea
spatiului de depozitare inplica cerinta:
8X, + 5%, <300 (2.4)

Recapituland, conditiile (2.1) — (2.4) sunt necesare si suficiente — In situatia data — pentru ca un cuplu
de valori numerice (X,,X,)sd reprezinte un program de productie realizabil. Cu alte cuvinte, solutiile
admisibile ale problemei “firmei de calculatoare” se identifica cu acele cupluri (X,,X,) care satisfac
conditiile (2.1) — (2.4).

Profitul rezultat din vanzarea unitatilor produse prin programul(X,,X,) este exprimat prin functia

obiectiv:
f =50x, +40x, (2.5)

Diferitele programe posibile vor fi apreciate prin valoarea pe care o dau acestei functii.
Si astfel, problema din exemplul 1.2 are urmatoarea ,,traducere”:

In multimea cuplurilor de valori numerice care satisfac conditiile (2.1) — (2.4) si se determine cuplul
(X/',X;) care da functiei obiectiv (2.5) cea mai mare valoare posibila.
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Sintetizam aceasta traducere prin notatia:

max f =50x, +40x,
3x, +5x, <150
X, < 20 (2.6)
8X, +5x, <300
X,=20,%x,=>20

si vom spune ca ansamblul (2.6) este modelul matematic al problemei ,,firmei de calculatoare”.
Gasirea efectiva a solutiei optime (X;, X; ) va fi data intr-o sectiune viitoare.

Revenim la cadrul general impus de titlul sectiunii.

Sfera termenului ,,model” este extrem de largd. Pentru necesitdtile noastre ,un model va fi o
modalitate de reprezentare a unui segment din realitatea inconjuratoare (o ,,fotografie”...) Modelele pot
fi de diferite tipuri: verbal descriptive, analogice (des folosite in tehnicd) sau matematice. in cadrul
acestei lucrari vom avea in vedere in exclusivitate modelele matematice ale unor procese
economice. Aceste modele surprind principalele trasaturi ale procesului reprezentat prin intermediul
unor relatii matematice.

Studiul problemelor de optimizare practice inseamnd, pe langd formularea unor modele
matematice adecvate, si elaborarea unor metode de rezolvare a acestora adicd elaborarea de proceduri
de gasire a solutiilor optime.

O datd obtinutd solutia optima este necesar ca aceasta sd fie interpretatd si comparatd cu
realitatea modelata. Intr-adevir, un model este in general o reprezentare aproximativa a realitatii si
analiza poate sd pund in videnta necesitatea introducerii unor noi elemente in modelul initial, pentru a-1
apropia si mai mult de procesul modelat.insa, modificarea modelului poate implica schimbiri in solutia
optima, schimbari care necesitd o reinterpretare a rezultatelor. Acest proces de ameliorare continua
pand cand se obtine o solutie satisfacdtoare ce poate fi implementata in cadrul procesului care a generat
problema de optimizare. In rezumat, metoda generali de studiu a CO poate fi schematizata astfel:

Problema Identificarea Analiza solutiei
Proces de metodei de obtinute Implementarea
economic ploptimizare rezolvare si »| Compararea cu »{ rezultatelor
real Model determinarea realitatea
matematic solutiei optime modelata

A

Eventuale modificari
(corectii) In model

Figura 1.1

In cadrul acestei lucrari vom aborda cu precidere urmatoarele chestiuni:
- modelarea unor procese economice reprezentative;
- descrierea unor metode de rezolvare a unor probleme de optimizare;
- interpretarea economica a solutiilor optime obtinute.
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Trebuie subliniat faptul ca formalizarea unor procese reale conduce de reguld la modele matematice de
dimensiuni suficient de mari pentru a face imposibila rezolvarea lor manuala, oricat de puternice ar fi
metodele de solutionare.Acesta este si motivul pentru care metodele CO au aparut , s-au perfectionat si
s-au diversificat 1n stransa legdtura cu dezvoltarea si perfectionarea mijloacelor automate de calcul.

1.2 Scurt istoric

Termenul Cercetare Operationala este traducerea originalului englez Operational Research.
Multe tari europene au preluat acelasi original: Recherche Operationelle in Franta, Ricerca Operativa in
Italia. America a optat pentru varianta Operations Research (= Cercetarea Operatiilor) preluatd in
Rusia (McnenoBanue Omnepanwmii) si — fara traducere! - in Germania.

Studiul unor probleme de optimizare si incercari de modelare matematica pot fi identificate din
cele mai vechi timpuri. Totusi, inceputul activitatii denumite astdzi CO, a fost atribuit serviciilor
militare engleze in preajma declansdrii celui de al doilea razboi mondial. Efortul de razboi a necesitat
alocarea urgenta a unor resurse limitate in diferite operatii militare Intr-un mod cat mai profitabil. De
aceea conducerea militard engleza si apoi cea americand au mobilizat un mare numar de oameni de
stiinta (matematicieni si fizicieni in special) care si se ocupe de rezolvarea acestor probleme. In esenta
acestora li s-a cerut sa faca cercetare asupra operatiilor militare(termenul Operational Research apare
pentru prima datd Tn 1938 si este datorat unui inalt oficial englez). Aceste grupuri mixte de militari si
civili au fost primele echipe de CO, eforturile lor fiind decisive in castigarea bataliei aerului in Anglia
(este vorba de amplasarea eficientd a statiilor radar pentru descoperirea din timp a atacurilor
avioanelor inamice), in batidlia Atlanticului de Nord (organizarea si apdrarea convoaielor de
aprovizionare care traversau oceanul, contra submarinelor germane) sau in campania americand din
Pacific contra Japoniei.

Dezvoltarea economica exploziva de dupa razboi a facut ca problemele de conducere cauzate de
cresterea complexitatii activitatii economice sd nu mai poatd fi rezolvate cu mijloacele traditionale
bazate pe experienta si fler. Pentru multi specialisti care lucrasera in echipele CO din timpul rdzboiului
a devenit foarte repede evident faptul cd noile probleme ,,din viata civila” semanau pana la identitate cu
cele cu care se confruntasera in razboi.

Acesta a fost momentul in care CO si-a facut intrarea in industrie,comert, administratie, afaceri
etc. Deja in anii *50, CO avea statut si dezvoltare de sine statatoare in Anglia si America.

Incheiem aceasti sectiune prin a aminti ci facultatea noastri CSIE a fost prima facultate din
tara care a introdus in programa de invataméant disciplina CO in 1969. Unele elemente erau
predate chiar mai Tnainte de aceasta data in cadrul unui curs intitulat calcul economic.

1.3 O schema generala de construire a unui model matematic pentru o
problema de optimizare din domeniul economic

In orice problemi de optimizare rezultati din modelarea unui proces economic intalnim doua categorii
de marimi (exemplificarile sunt luate din problemele de planificare a activitatii de productie; altele vor
fi date in sectiunile urmatoare):
e Mirimi constante: preturi, profituri, costuri, cantitti disponibile de resurse etc.
Bineinteles ca si aceste marimi se pot schimba de la o perioadd la alta; important este
faptul ca pe un interval de timp convenabil ales ele pot fi considerate invariabile!
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e Mirimi variabile ca de exemplu: cantititi de bunuri ce urmeaza a fi produse intr-o
anumita perioada.

In principiu, mirimile variabile urmeazi a fi astfel determinate incat si satisfaca un anumit criteriu de
performanta cum ar fi: maximizarea venitului (a profitului) sau minimizarea costurilor de productie.
Orice proces economic se desfasoara in anumite conditii limitative ca de exemplu: incadrarea
consumurilor de resurse in disponibilele date sau realizarea unui anumit nivel minimal al profitului.
Identificarea corectd a acestor conditii determind nemijlocit calitatea modelului si de aici si calitatea
solutiei optime.

In elaborarea modelului matematic pentru o problemi de optimizare practica se recomandi parcurgerea
urmatoarelor etape:

1. Identificarea marimilor variabile:acestea vor deveni variabilele de decizie ale modelului;

2. Identificarea conditiilor limitative ce caracterizeaza procesul modelat si formalizarea lor
in relatii matematice — inegalitdti 1 / sau egalitdti — denumite restrictii;

3. Precizarea criteriului de performanta si formalizarea lui intr-o functie de variabilele de
decizie, numita functia obiectiv;

4. Precizarea conditiilor explicite impuse marimilor variabile, ca de exemplu: sa ia numai
valori reale nenegative sau numai valori intregi etc.

Odata modelul construit, problema de optimizare originald capata urmatoarea ,,traducere”:

Sa se determine valorile variabilelor de decizie care satisfac restrictiile si conditiile explicite
impuse variabilelor si care ofera functiei obiectiv valoarea maxima sau minima, dupa caz.

In acest context, solutiile admisibile ale problemei originale se identificd cu acele seturi de valori
numerice acordate variabilelor de decizie care satisfac restrictiile si conditiile explicite. Solutia optima
va fi acea solutie admisibild care ofera functiei obiectiv cea mai mare sau cea mai micd valoare, dupa
caz.

1.4 Programare matematica. Programare liniara

Ansamblul de relatii matematice rezultate din aplicarea schemei prezentate si care constd in
maximizarea sau minimizarea unei functii ale carei variabile trebuie sa satisfacd un set de restrictii $i
conditii explicite poartd numele de problema de programare matematica.

Daca functia obiectiv si restrictiile sunt liniare in variabilele de decizie vom avea de a face cu o
problema de programare liniara sau mai scurt program liniar. Neliniaritatea functiei obiectiv sau a
unora dintre restrictii plaseaza problema de programare in clasa celor neliniare.

Modelele matematice construite in sectiunea 1.1 sunt exemple de probleme de programare
matematica. Functia obiectiv din (1.3) este neliniard si ca urmare (1.3) este un program neliniar. In
schimb, modelul (2.6) este un program liniar in doua variabile.

In principiu, oricarei probleme de optimizare i se poate asocia o problema de programare

matematicd dar nu Intotdeauna acest lucru este si profitabil pentru rezolvare. Exista si alte modalitati de
reprezentare matematica a unor situatii practice care vor fi descrise 1n alte capitole ale lucrarii.
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1.5 Exemple de modelare economico matematica

In aceasta sectiune se dau citeva exemple de elaborare a modelelor matematice pentru o serie
de situatii din practica economicad. Din motive evidente, situatiile analizate au fost mult simplificate
ramanand totusi plauzibile. S-a urmarit Indeaproape schema generald de construire a unui model
matematic descrisa In sectiunea 1.3, punind in evidenta:

- identificarea corecta a marimilor variabile, a criteriului de performanta si a conditiilor
limitative din situatia modelata;
- formalizarea corecta a acestor elemente in relatii matematice.

In completare, pentru modelele construite s-au indicat si solutiile optime, interpretate in contextul
situatiilor originale modelate.

Cititorul este invitat sa rezolve singur (fie manual fie cu ajutorul unui utilitar) modelele prezentate ca si
problemele propuse, bineinteles atunci cand va avea la dispozitie si metoda de solutionare. Succes!

1.Pentru asigurarea activitatii curente de productie, o firmd are nevoie de anumite cantitati din trei
repere. In principiu, firma are posibilitatea de a fabrica aceste repere cu mijloace proprii dar conducerea
este de parere ca resursele disponibile nu sunt suficiente pentru producerea cantitatilor necesare astfel
cd se pune problema achizitionirii unora de pe piatd, cel putin in parte. In procesul de fabricatie al
reperelor la firmd sunt implicate doud utilaje, fiecare cu un numar limitat de ore disponibile de
functionare. Datele concrete ale situatiei sunt indicate in tabelul 1.1:

Consumuri unitare de timp de Costinternde | Cost de achizitie | .00 o
Repere prelucrare (u.t./reper) productie de pe piata de repere (bucati)
M, M, (u.m./reper) (u.m./reper) P ;
R, 2 5 25 31 200
R, 3 4 44 47 100
R; 6 1 19 23 150
Timp disponibil 1200 1000
(u.t.)
Tabelul 1.1

Conducerea firmei este interesatd in a stabili cat sd produca si cit sd cumpere de pe piatd astfel incat
totalul cheltuielilor sd fie minim. Scrieti un program liniar care sd raspunda acestui obiectiv.

Modelul matematic
I) Identificarea marimilor variabile. Vom nota:
Xi = cantitarea (in bucati) din reperul R; produsa in cadrul firmei, i = 1,2,3

IT) Identificarea conditiilor limitative si formalizarea lor in restrictii.
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- incadrarea necesarului de timp de prelucrare in fondurile de timp disponibil ale utilajelor M; si M;:

2X, +3X, + 6, <1200 (1)
5, +4X, + X, <1000 )

- cantitatile produse nu trebuie sa depdseasca comenzile:

X, <200 3)
X, <100 4)
X, <150 (5)

Observatie: un calcul simplu arata ca fondurile de timp disponibil ale celor doua utilaje nu sunt
suficiente pentru producerea reperelor cerute:

2-200+3-100+6-150 =1600 > 1200
5-200+4-100+1-150 =1550 > 1000

astfel ca unele repere vor fi cumpdérate de pe piata la un pret mai mare.

I1I) Identificarea criteriului de performanta si formalizarea lui in functia obiectiv

_ Costul producerii unor repere in | Costul achizitionarii restului de
Costul total = . + T =
cadrul firmei repere de pe piata

= 25X, + 44X, +19%, +31(200 — X,) + 47(100 — X, ) + 23(150 = X, ) =
=14350— 6X, —3X, —4X, —> min

Insd, minimizarea expresiei 14350 —6X, —3X, —4X,este echivalentd cu maximizarea “scdzatorului”

6X, +3X, +4X, pentru ci “descizutul” este o constanti. In consecinti vom lua ca functie obiectiv:
f =6x, +3X, +4X, — max (6)
IV) Conditii explicite impuse variabilelor:
X, 20,%,>20,x%,20 @)

Observatie: normal ar fi sd impunem si conditia “X;, X,, X, intregi” (cum de altfel ar fi trebuit si in

cazul problemei firmei de calculatoare din exemplul 1.2!) dar nu o facem deoarece s-ar complica
rezolvarea. Este posibil ca in solutia optima X,,X,, X; sd aibe valori intregi si dacd nu se intampla acest

lucru putem recurge la rotunjiri. Solutia rezultata din rotunjire poate sd nu mai fie optima dar abaterea
de la optim este economic neglijabila...
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Reunind (1) — (7) obtinem programul liniar:

(max)f =6x, +3x, +4X,
2X, +3X, +6X, <1200
5X, +4X, + X; <1000

(P)4 X < 200
X, < 100
X; < 150

X, Xy, %X, 20

Rezolvarea acestuia a condus la solutia optima:

X, =171,x; =0, x; =143 (max)f =1598
Interpretarea solutiei:

-Din reperul Ry, 171 bucéti se produc in cadrul firmei, restul de 29 bucéti se cumpara.
Cost: 25-171 +31:29 = 4275 + 899 = 5174u.m.

- Reperul R, se cumpara in totalitate de pe piata.
Cost: 47-100 = 4700u.m.

- Din reperul Rs, 143 buciti se produc in firma si celelalte 7 bucati se cumpara:
Cost: 19-143 +23.7=2717 + 161 = 2878u.m.

Costul total 5174 + 4700 + 2878 = 12752 = 14350- 1598

2. O banca asigura clientilor sai patru tipuri de credit cu urmatoarele dobanzi anuale:

Tip credit Dobanda anuala
1 12%
2 20%
3 20%
4 10%
Tabel 1.2

Banca dispune de 250 milioane euro si in stabilirea cotelor pe care le va repartiza fiecarui tip de credit
ea va trebui sa tind seama de urmatoarele conditii:

a) Tipul 1 trebuie sa reprezinte cel putin 55% din totalul creditelor de tipurile 1 si 2 si cel putin
25% din totalul creditelor acordate (in milioane euro);

b) Tipul 2 nu trebuie sd depaseasca 25% din totalul creditelor acordate;

c¢) Dobéanda medie a tuturor creditelor acordate nu trebuie sa depaseasca 15%.
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Cum va trebui sa procedeze banca pentru a-si maximiza venitul din dobanzile la creditele acordate?
Modelul matematic
I) Identificarea marimilor variabile. Vom nota

X; = volumul creditelor de tipul i acordate, i =1,2,3,4 (in milioane euro)

II) Formalizarea criteriului de performanta in functia obiectiv. Venitul bancii, din dobanzile la
creditele acordate are expresia

f =0,14x, +0,20x%, +0,20x, +0,10x, — max (1)
IIT) Formalizarea conditiilor limitative in restrictii
- totalul creditelor este plafonat la 250 milioane euro:
X, + X, + X5 +X, <250 (2)
- formalizarea conditiei a):

X, 20,55(x, +%X,) < —0,45x, +0,55x, <0 3)
X, 20,25(X, + X, +X; +X,) < —0,75%, +0,25X%, +0,25%, +0,25x, <0 @)

- formalizarea conditiei b):
X, £0,25(X, + X, + X; +X,) < —0,25x, +0,75%, —0,25x, - 0,25%x, <0 (5)
- formalizarea conditiei c):

0,14x, +0,20x, + 0,20x; +0,10x

1<005 < —0,0Ix +0,05x, +0,05X, — 0,05, <0 (6)
X, + X, + X5 + X,

IV) Conditii explicite impuse variabilelor:
X; 20 i=1..,4 (eventual intregi daca nu se admit fractiuni de milion!) (7

Reunind (1) — (7) si operand simplificari evidente se obtine modelul liniar:
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(max)f =7x, +10x, +10x, + 5x,
X+ X, + X+ X, £250
-9x, +11x, < 0
=3X+ X+ X+ X< 0
=X, + 5X, +5%; =5%x, < 0
X;5 X5, %X, 20

Pentru rezolvare s-a folosit un utilitar care a produs urmatoarea solutie ,,intreaga”:

Tip credit |[Volum (milioane euro)
1 65
2 51
3 48
4 86
Total 250

Tabelul 1.3

Tipul I reprezintd 56% din totalul creditelor de tipurile 1 i 2 si 26% din totalul tuturor creditelor. Tipul
2 reprezintd numai 20,4% din total credite. In fine, dobanda medie la creditele acordate este de 15%.
Venitul din dobanzi al bancii se ridica la 37,5 milioane euro.

3. GODAC este o mica firma specializatd in comercializarea carnii si a produselor din carne. Printre
alte produse se oferd clientilor carne tocatd in amestec din carne slabad de vita si carne de porc. Un
kg de carne de vitd pentru tocat contine 80% carne si 20% grasime si se vinde cu 24lei/kg.
Kilogramul de carne de porc contine 68% carne si 32% grasime si se vinde cu 18 lei. In ce
proportie vor fi amestecate carnea de vitd si carnea de porc astfel Incat:

- procentul de grasime in amestec sa nu depaseascd 25%;
- pretul unui kg de carne tocatd in amestec sa fie cat mai mic.

Se va presupune ca toate costurile legate de tocare si amestecare (omogenizare) sunt neglijabile sau au

fost deja incluse 1n preturile constituentilor.

Modelul matematic

I) Identificarea marimilor variabile. Intrebarea din enunt ,,in ce proportie vor fi amestecate cele
doua sortimente de carne astfel incat..” conduce la notatiile:

X1 = fractia dintr-un kilogram de amestec reprezentatd de carnea de vita;
X2 = fractia dintr-un kilogram de amestec reprezentata de carnea de porc;

II) Formalizarea conditiilor limitative in restrictii. Din definitia variabilelor modelului rezulta

egalitatea:
X, +X, =1 (1)
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Limitarea procentului de grasime din amestec conduce la inegalitatea:
0,20x, +0,32x, < 0,25 (2)

IIT) Formalizarea criteriului de performanta in functia obiectiv. Pretul unui kg de amestec are
expresia:
f =24x, +18x, — min 3)

IV) Conditii explicite impuse variabilelor.

X, >20,X,>0 4)
(desigur, X3 s1 X2 trebuie sa fie subunitare dar aceasta limitare este asiguratd prin (1) si (4))

FEliminam variabila Xo : Xo = 1-Xy.
(2) = 0,20, +0,32(1-%,)<0,25 = 0,12x, >0,07 = X, > 0=0%1 5 =0.583

3)= f =24x, +18(1—x,) =18+ 06X,
4 =>x%x20,1-x20=>0<x, <1

Programul (1) — (4) se reduce la programul intr-o singura variabila:

(min)f =18+6X, < min 6X,
{0,583 <x <1

cu solutia X, = 0,583 (min)f =21,50. Prin urmare amestecul cel mai iefin ar costa 21,50 lei/kg si ar

contine 58,3% carne de vita si restul carne de porc.

4. O mica firma produce bunurile alimentare G, G, G3 folosind trei materii prime agricole de baza Ry,
Ry, R3. Necesarul de resurse, in kg, pentru realizarea unui kilogram din fiecare din bunurile G;, G, G3
sunt indicate 1n tabelul 1.4.

Bunuri | G; | G, | G, | Pentru ziua urmatoare exista in stoc 45 kg din Ry, 30 kg din R, si 20

Resurse kg din Rj.Profiturile sunt de 7, 9, 12 unitati monetare pe kilogramul
R, P 4 5 din Gy, Gy, respectiv G;. Firma livreaza bunul G; in cutii de 2 kg,
R, 1 3 5 bunul G; in cutii de 1 kg si bunul Gs 1n cutii de 2 kg iar desfacerea
R 5 1 1 este asiguratad pentru tot ceeace se produce.

Tabelul 1.4

1) Scrieti un program liniar pentru determinarea programului de activitate al firmei in ziua
urmatoare avand ca obiectiv maximizarea profitului.

2) Cum se modifica programul initial dacd din bunul G; nu trebuie sd se faca mai mult de zece
cutii?

3) Cum se modifica programul initial dacd din bunul G; se pot face cel mult zece cutii iar din
G, cel putin trei?

4) Deoarece resursele R;, Ry, R3 sunt foarte perisabile firma este interesata in a le valorifica cat
mai bine. Cum se poate modela acest deziderat?
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1) Modelul matematic

I) Identificarea marimilor variabile. Fara indoiala, marimile variabile ale acestei situatii sunt “ce se
va produce” in ziua urmatoare din G1,G,,G3 cu resursele existente in stoc. Consumurile de resurse sunt
calculate la kg de produs finit insa forma finald de prezentare a bunurilor este “in cutii”, astfel ca in
evaluarea productiei ce urmezi a fi realizate bunurile vor fi masurate in cutii. In consecint, variabilele
modelului vor fi:

X, =numadrul de cutii continand bunul Gj ce urmeaza a fi produse din resursele existente.

II) Identificarea conditiilor limitative si formalizarea lor in restrictii. Avand in vedere notatiile
. : . et 1 .
introduse, bunurile G;,G»,G;3 vor fi produse atunci in cantitdtile (in kg) EXI’Xz respectiv 2X, kg.

Incadrarea consumurilor de resurse in stocurile disponibile conduce la restrictiile:

2-%x1+4-x2+5-2x3s45 (1)
1-%x1+3-x2+2-2x3£30 2)
2-%x1+1-x2+1-2x3320 3)

IIT) Identificarea criteriului de performanta si formalizarea lui in functia obiectiv. Se urmareste

- L . 1
maximizarea profitului a cdrui expresie este 7 B3 X, +9-X, +12-2X; u.m.

IV) Conditii explicite impuse variabilelor modelului. Conditiile de nenegativitate sunt evidente:
X 20,%,20,%,20

la care se adauga conditia
X, X, , X5 Intregi

deoarece produsele finale sunt masurate in unitati indivizibile (nu se poate produce o “fractie” dintr-o
cutie...) In final se obtine programul liniar:

(max) f =3,5x, +9X, +24x,
X, +4X, +10x; <45

(P,) 10,5, +3x, +4x, <30

X, + X, +2X; <20

X;»X,,X; =0 (intregi)
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2) La modelul (P;) se adauga restrictia X, <10 obtinandu-se programul (P,)
3) La modelul (P)) se adauga restrictiile X, <10,X, >3 obtinandu-se programul (P3)
4) In notatiile modelului (P,) cantitatile de resurse neconsumate au expresiile:

resursa Ri: 45— (X, +4X, +10X,) >0
resursa Ry: 30— (0,5, +3X, +4x;) =0
resursa R3: 20— (X, + X, +2X;) =0

Valorificarea celor trei resurse este cu atdt mai buna cu cat diferentele de mai sus sunt mai mici. Vom
realiza acest lucru minimizand cea mai mare dintre diferente:

(min)y
unde
y =max {45 — (X, +4X, +10x,),30 — (0,5X, +3X, +4X;),20 — (X, + X, +2X;)}

sl X;,X,,X; satisfac toate relatiile modelului (P)

Pentru a transforma noul model intr-un program liniar uzual inlocuim relatia de definitie a variabilei y
cu inegalitatile:

45— (X, +4X, +10x;) <y
30—-(0,5%, +3X, +4x;) <y
20— (X, + X, +2X;) <y

Tot din relatia de definitie a lui y rezulta ca dacd X, X,, X, sunt intregi atunci y este sau un numdr intreg
sau un numar cu partea fractionard 0,5; In consecintd, numdrul z = 2y va fi cu sigurantd intreg.

Inlocuind mai sus y = é obtinem programul liniar:

(min)0,5z

X, +4x, +10x; <45

0,5%, +3x, +4x, <30

X, + X, +2X, <20

X, +4X, +10X; + 0,52 > 45
0,5%, +3X, +4x, +0,52 230
X, + X, +2X; +0,52 =2 20

X, X,,X;,2 20 (intregi)

(P,)
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Analiza comparativi a solutiilor optime. In tabelul 1.5 sunt prezentate solutiile optime intregi
ale modeleor P; — Ps.

Cel mai mare profit care s-ar obtine din resursele date este de 121 u.m.; aceastd valoare poate fi
luatd ca punct de referintd. Solutia corespunzatoare are unele inconveniente: nu produce bunul G, si
aproape o treime din resursa R, nu se consumi. Incercarea de diversificare a productiei — vezi solutiile
modelelor (P;) si (P3) - reduce profitul cu cateva procente si duce la cresterea cantitatilor de resurse
neutilizate. Ultima “propunere” de plan de activitate asigurd o utilizare aproape totald a resurselor
disponibile iar profitul aferent este foarte aproape de nivelul maxim posibil. Totusi ea nu prevede
producerea bunului Gs si acest lucru s-ar putea sa conteze in decizia finald, decizie care va trebui sa
tind seama si de cererea pentru acest bun.

Programul optim de activitate Resurse consumate
Cantitatea de produs — in cutii i kg — din:|  (in kg si % din stocurile disponibile) Profit
Model |, G, G, R, R, Ry
Cutii | kg |Cutii| kg |Cutii| kg kg % kg % kg % |um. | %
P, 14 7 - - 3 6 44 197,81 19 | 633 | 20 | 100 | 121 | 100
P, 10 5 1 1 3 6 44 1978 | 20 | 66,7 | 17 85 116 | 95,9
P, 9 4,5 4 4 2 4 45 | 100 | 24,5 | 81,7 | 17 | 80 |1155]| 85
Py 12 6 8 8 - - 44 1 97,8 | 30 100 | 20 100 | 114 | 94,2
Tabelul 1.5
5. Gheorghe este un tanar fermier (romano — european) specializat in cultura graului, a porumbului

si a sfeclei de zahar. El are 500 ha de pamant arabil si in aceasta iarna trebuie sa decida ce suprafata de
teren va aloca fiecarei culturi.

Pentru necesitdtile fermei (casa, animale, pasari) Gheorghe are nevoie de 200t de grau si 240t
de porumb pe care le asigura din recolta sau cumparand de pe piatd. Tot ce depdseste nevoile fermei se
vinde la pretul pietei. Tona de grau se vinde cu 170€ iar tona de porumb cu 150€ numai cd la
cumparare Gheorghe trebuie sa plateasca cu 40% mai mult pe tona pentru transport.

O cultura profitabili este sfecla de zahir care se vinde cu 36€ pe tond. Insi in UE existi o
reglementare pentru prevenirea producerii unei cantitdti prea mari de sfecla de zahar: in cazul lui
Gheorghe, orice cantitate ce depaseste limita de 6000t va putea fi vanduta cu numai 10€ pe tona.

Muncind vartos si cu ajutorul lui D-zeu, Gheorghe crede si ia in calcul o recolta medie de 2,5t
grau, 3t de porumb si 20t de sfecla de zahar la hectar.

Costurile legate de insamantare, intretinere si recoltare a celor trei culturi sunt de 150€ la grau,
250€ la porumb si 260€ la sfecla de zahar la hectar.

Cum ar trebui sa-si impartd Gheorghe pamantul pentru ca la finele toamnei urmatoare castigul
sau sa fie maxim?
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Datele problemei sunt sistematizate in urmatorul tabel:

Grau Porumb Sfecla de zahar
Recolta medie (t/ha) 2,5 3 20
Cost de productie (€/ha) 150 250 260
Pretul pictei (€/0) 170 150 13()6;‘8‘266%%(&
Pret de achizitie(€/t) _ _ i
(Se adauga 40% pt transport) 170+68=238 150+60=210
Necesar pt. nevoile fermei (t) 200 240 -

Modelul matematic.

I) Identificarea marimilor variabile.

Tabelul 1.6

X1 = suprafata de teren alocata cultivarii graului (ha);
X» = suprafata de teren alocata cultivarii porumbului (ha);
X3 = suprafata de teren alocata cultivarii sfeclei de zahar(ha);

y1 = cantitatea de grau vanduta (t);

Yy, = cantitatea de porumb vanduta (t);
y; = cantitatea de sfecld de zahdr vanduta la pretul maxim (t);
Y4 = cantitatea de sfecld de zahar vanduta la pretul minim (t);
Z; = cantitatea de grau cumparata (t);

Z, = cantitatea de porumb cumparata (t);

IT) Identificarea criteriului de performanta si formalizarea lui in functia obiectiv

Avem urmatoarea ecuatie de balanta:

Venitul rezultat din vanzarea unor
cantitati din productia realizata

Profit =

in care:

Venitul rezultat din vanzarea unor

cantitati din productia realizata

Costul total de productie = 150x; + 250%, + 260x;

Costul cantitatilor de cereale
cumpdrate de pe piatd

In consecinta, functia obiectiv va avea expresia:

f =170y, +150y, + 36y, +10y, —150x, — 250X, —260x, —238z, —210z,

Costul total de
productie

Costul cantitatilor de cereale
cumpdrate de pe piatd

= 238z,+210z,

—> max

(1
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IIT) Identificarea conditiilor limitative si formalizarea lor in restrictii.
- suprafata totala a terenului agricol este limitata la 500ha:

X, + X, +X; <500 2)

- asigurarea necesarului de grau pentru nevoile fermei:

cantitatea de grau recoltatd + cantitatea de grau cumparata - cantitatea de grau vanduta > 200
sau
25X, +2, -y, 2200 3)

- asigurarea necesarului de porumb pentru nevoile fermei. Rationdnd analog obtinem
restrictia:
3X, +2, -y, 2240 4)

- productia de sfecld de zahar se vinde in intregime:
20X, = Y, +V, (%)

- cantitatea de sfecla de zahar vanduta la pretul maxim nu trebuie sa depaseasca limita de
6000t:

y, <6000 (6)

IV) Conditii explicite impuse variabilelor:

X, X%, % 205 y,,Y,,Y,,Y,20;2,,2, 20 (7

Reunind relatiile (1) — (7) obtinem modelul matematic cerut care este un program liniar cu 9 variabile
si 6 restrictii.
Folosind un utilitar a rezultat solutia optima:

X, =120, x; =80, X, =300, y, =100,y, =0,y, =6000,y, =0,z =0,2,=0
max f =117000

cu urmatoarea interpretare:

- intregul teren agricol este folosit: 120ha pentru grau, 80ha pentru porumb si restul de 300ha
pentru sfecla de zahar.

- in caz ca productiile la hectar sunt cele scontate s-ar obtine 300t de grau din care 100t se
valorificd pe piata, 240t de porumb, cat este necesar pentru nevoile fermei si 6000t de sfecla
vandute la pretul maxim.

- din vanzarea graului si a sfeclei s-ar castiga 233000€; cheltuielile insumeaza 116000€, astfel
ca profitul fermierului ar fi de 117000€.
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6. Steven este proprietarul unei ferme mostenite de la parinti. In urmatorul an agricol, Steven si ai lui
si-au propus sa cultive soia, porumb si ovaz si sd creasca vaci de lapte si gdini oudtoare.Ferma are 100
acri de teren, cotetele pot adaposti pana la 3000 pasari iar in grajduri pot fi adapostite cel mult 32 de
animale. Pentru cheltuieli, Steven a prevazut un buget de $40000. Forta de munca, asiguratd de
membrii familiei, insumeaza 3600 om-ore in asa numita perioada de iarna (15 Sept. — 15 mai) si 4100
om-ore in perioada de vara. Fiecare om-ora neutilizatd in ferma este valorificata de catre tineretul
familiei intr-o ferma vecina cu $5 iarna si $6 vara.

Costul anual al intretinerii unei vaci este de $1200 iar al unei giini de $9. In plus fiecare vaca are
nevoie de 1,5 acri de pasune, 100 om-ore de munca iarna si 50 om-ore de muncd vara.Pentru o pasare
sunt necesare in medie 0,6 om-ore iarna si 0,3 om-ore vara. Fiecare vaca aduce un venit anual net de
$1000 iar o gaina de numai $5. Terenul fermei trebuie folosit in intregime atat pentru culturi cat si
pentru pasune.

Pentru cele trei culturi, necesarul de fortd de munca (in om-ore) si venitul net (in $) pe acru sunt date in
urmatorul tabel:

Soia Porumb Oviz
Necesar forta de munca iarna 20 35 10
Necesar fortd de munca vara 50 75 40
Venit net 600 900 450

Tabelul 1.7

Steven doreste sa stie ce suprafete din terenul fermei va aloca celor trei culturi si cate vaci si pasari va
creste pentru ca venitul net al familiei sale sa fie maxim.

Modelul matematic.
I) Identificarea marimilor variabile ale modelului. Acestea rezulta usor din finalul enuntului:

X; = suprafata de teren cultivata cu soia (acri);

X, = suprafata de teren cultivata cu porumb (acri);
X3 = suprafata de teren cultivata cu ovaz (acri);

y = numarul vacilor de lapte;

Z = numarul de gdini ouatoare.

II) Identificarea conditiilor limitative si formalizarea acestora in restrictii

- repartizarea suprafetei de teren disponibile. Pe langad suprafetele alocate celor trei culturi,
este necesar si un teren pentru pasunat in suprafatd de 1,5y acri. Rezulta restrictia:

X] + Xy + X3 +1,5y =100 (1)
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- repartizarea bugetului de cheltuieli.Acesta este folosit pentru intretinerea animalelor si a

pasdrilor:
1200y +9z < 40000 2)

- repartizarea fortei de munca. Aceasta este folositd la intretinerea culturilor dar si la

ingrijirea animalelor si pasarilor in cele doud perioade, de iarna si de vara.

[arna: 20X; + 35Xy +10x3 +100y + 0,6z < 3600 3)
Vara: 50%; + 75X, +40x3 +50y + 0,32 <4100 4)

- utilizarea spatiilor de adapostire a animalelor si a pasarilor.

y <32 (5)
7 <3000 (6)

I1I) Identificarea criteriului de performanta si formalizarea lui in functia obiectiv
Venitul net total are trei componente:

- venitul rezultat din cele trei culturi: 600X, + 900X, + 450X, ;

- venitul rezultat din cresterea animalelor si a pasarilor: 1000y + 5z
- venitul rezultat din valorificarea fortei de munca neutilizata in ferma (iarna si vara):
5(3500—-20x, —35%, —10x, =100y — 0,62) + 6(4000 — 50x, — 75x, —40x, —50y —0,32) =

=41500—-400x, —625x, —290x, —800y — 4,8z
Urmeaza ca venitul net total are expresia:
41500 + 200X, + 275X, +160x; +200y + 0,2z
Ignorand constanta 41500 rezultd urmatoarea functie obiectiv:
f =200x, +275%, +160x, +200y + 0,22 — max (7)
IV) Conditii explicite impuse marimilor variabile:

X,20,X,20,X,20;y=20;z2>0 (8)

Modelul matematic al problemei date se compune din relatiile (1) — (8).
Folosind un utilitar, s-a gasit solutia optima:

X| =26,316,x, =0,x3 =24,211,y" =26316,2" =0  (max)f =16400
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Din motive evidente, variabilele ar trebui sa aibe valori intregi — mai cu seama y si z ! Rotunjind atent,
s-a obtinut solutia:

0 _ 0 _ 0 _ 0 _ 0 _
x1_36,x2_0,x3_25,y =26,2" =0
cu aceeasi valoare pentru functia obiectiv. Ldsam in seama cititorului interpretarea solutiei.

7. Un avion de transport are trei compartimente pentru asezarea marfurilor: fata, centru si spate.
Compartimentele au urmatoarele limitari in ceeace priveste greutatea si volumul marfurilor incarcate:

Compartiment Greutate (t) Volum (m?)
1. Fata 10 6800
2. Centru 16 8700
3. Spate 8 5300

Tabelul 1.8

Pentru asigurarea stabilitatii avionului in zbor, greutatile marfurilor incércate in cele trei compartimente
trebuie sa fie proportionale cu greutatile maxim admise.

Pentru urmitorul zbor sunt disponibile patru categorii de marfuri. In tabelul 1.9 sunt date greutitile
marfurilor (in tone), volumul specific al acestora (in m’/t) si profitul transportatorului (in $/t). Se
accepta transportarea oricarei cantitati din aceste marfuri. Se admite cd volumul este proportional cu
greutatea acceptata.

Marfa |Greutate (t)| Volum specific (m*/t)| Profit ($/t)
1 18 480 310
2 15 650 380
3 23 580 350
4 12 390 285

Tabelul 1.9

Ce cantitati din cele patru marfuri vor fi transportate si cum vor fi distribuite acestea distribuite in cele
trei compartimente ale avionului astfel incat profitul transportatorului sa fie maxim?

Modelul matematic

I) Identificarea marimilor variabile. Iatd un caz in care utilizarea variabilelor dublu indexate se
impune. Vom nota:

X; =cantitatea (in tone) din marfa i = 1,2,3,4 incarcatd in compartimentul j , j = 1 (fatd) , j = 2

(centru) , j = 3 (spate).
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IT) Identificarea conditiilor limitative si formalizarea lor in restrictii.

- pentru fiecare marfa, cantitatea incércata in cele trei compartimente nu depdseste cantitatile
disponibile pentru transport:

X, + X, +X; <18 (D)
Xy, + X,y + X5 <15 2)
Xy + Xy, + X33 £23 3)
Xy + Xy + X5 S12 4)

- in fiecare compartiment, greutatea totald a marfurilor de diferite tipuri Incarcate nu trebuie sa
depaseasca greutatea maxim admisa:

X, + Xy + X5, + X, <10 (5)
Xp, + X5y + X3, + Xy <16 (6)
X3+ Xp3 + X35 + X5 <8 (7)

- in fiecare compartiment, volumul total al marfurilor incarcate, de diferite tipuri nu trebuie sa
depaseascd volumul maxim admis:

480X,, + 650X, +580X,, +390X,, < 6800 (8)
480X,, + 650X,, + 580X, +390X,, < 8700 (9)
480X, + 650X, + 580X,; +390X,; < 5300 (10)

- greutdtile marfurilor incarcate in cele trei compartimente trebuie sd fie proportionale cu
greutatile maxim admise:

Xll + X21 + X31 + X41 _ X12 + X22 + X32 + X42 _ X13 + X23 + X33 + X43

10 16 8

Punem aceste relatii in forma echivalenta:

16X, +16X,, +16X;, +16X,, —10x,, —10x,, —10X,, —10x,, =0 (11
8X; +8X,, +8X;, +8X,, —10X; —10X,;, —10X,; —10x,; =0 (12)

IIT) Formalizarea criteriului de performanta in functia obiectiv. Maximizarea profitului
transportatorului conduce la functia:

(max) f =310(X,, + X;, + X;3) +380(X,, + X,, + X,;) +

(13)

+350(X;; + X5, 4+ X33) +285(X,, + X, + Xy3)
IV) Conditii explicite impuse variabilelor.

Xj20 i=1234;j=123 (14)
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Modelul (1) — (14) are 12 variabile si 12 restrictii. Rezolvarea sa (cu un utilitar) a condus la solutia
optima din tabelul 1.10

Marfal Greutatea marfurilor Volumul marfurilor
. 1 2 3 4 |, . . . R .
Compartiment incdrcate in compartiment | incarcate in compartiment
Fata - 7 3 - 10 6300
Centru - - 13 3 16 8700
Spate - 8 - - 8 5200
Gre}lta:[ea t(ztala ) 15 16 3
incarcata

Tabelul 1.10
Avionul este incarcat la greutatea maxima de 34t. Profitul aferent este de $ 12155.

8. Din bare cu lungimea 100 dm trebuie taiate bare mai mici cu lungimile 47,31 si 19 dm 1n cantitétile
15, 21 respectiv 40 bucdti. Scrieti un program liniar pentru realizarea comenzilor specificate cu un
consum minim de bare cu lungimea 100 dm.

Modelul matematic

I) Identificarea marimilor variabile. Dacad in problemele precedente marimile variabile erau efectiv
prezente in enunt ,asteptind doar sd fie recunoscute si notate, in cazul de fatd lucrurile sunt mai
complicate: din enunt lipsesc informatiile privind modalitatile de taiere a barelor lungi in bare mai
scurte. Aceste modalitati de taiere se numesc retete de croire si multiplicitatile de folosire a lor vor fi
variabilele modelului!

O reteta de croire se va zice maximala daca din restul ei nu se mai poate croi nici una din barele (mai
mici) cerute. Lista retetelor maximale este data in tabelul 1.11

47 dm 2
31 dm -
19 dm -
Rest (dm)| 6

Reteta R] Rz R3 R4 R5 R5 R7
3
7

Q| = [ = | =
(V)
SN
w
W

Tabelul 1.11

Notam
X; = numdrul barelor lungi de 100 dm tdiate dupa reteta R, j=1,...,7

II) Formalizarea conditiilor limitative in restrictii Barele cu lungimea de 47 dm se obtin numai din
aplicarea retetelor R; , R, , R3. Din taierea a X; bare de 100 dm dupa reteta R; se obtin 2X; bare de 47
dm. Aplicand si retetele R, si R3 de Xo respectiv X3 ori se mai obtin- separat - cantitatile X, si X3 de bare
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de 47 dm. In consecinti, din procesul de tiiere rezulti un total de 2X, + X, + X,bare de 47 dm care
trebuie sa acopere cele 15 buciti cerute:

2%, + X, + X, 215 (1)
Realizarea cantitatilor de bare de 31 dm si de 19 dm conduce la inegalitatile:

X, +3X, +2X; + X, 221 2)

X, +2X; +2Xs +3X, +5X, 240 3)

IIT) Formalizarea criteriului de performantd in functia obiectiv. Se urmareste minimizarea
numarului de bare de 100 dm taiate:

(min) f =X, + X, +X; + X, + X5 + X, + X, 4)
IV) Conditii explicite impuse variabilelor:

X; 20 J=1,-,7 siintregi ®))
Reunind (1) — (5) se obtine un program liniar cu trei restrictii si sapte variabile.
Observatie: O solutie acceptabila pentru problema data se obtine astfel.
Calculam lungimea totald a barelor cerute: 15-47 +21-31 +40-19 = 2116 dm. Rezulta imediat ca pentru

1106—‘ = 22 bare de 100 dm. Am putea folosi reteta R,

satisfacerea comenzilor trebuie taiate cel putin [

de 15 ori apoi reteta R¢ de 6 ori si la urma reteta R; de doud ori obtinand cantitatile cerute si un surplus
de 3 bare de 19 dm.Se folosesc 15 + 6 + 2 = 23 bare lungi. Resturile procesului de taiere Tnsumeaza
23-100 — 2116 = 184 dm reprezentand 8% din lungimea barelor taiate. Desi poate fi apreciata ca foarte
buna, aceastd solutie nu este optimd; se poate arata ca sunt suficiente 22 de bare de 100 dm pentru a
croi toate barele mai mici, resturile reprezentand numai 3,82% din ce s-a taiat.. Invitam cititorul sa
gaseasca solutia optima.

Probleme propuse

Atentie: Pentru problemele de optimizare care urmeaza se cere deocamdata numai modelul matematic.
Determinarea solutiilor optime se va face dupa nsusirea metodei de rezolvare a programelor liniare.

1. O firmad de constructii a castigat un contract cu primaria pentru realizarea unui complex
de locuinte insumand cel putin 900 G (=garsoniere), 2000 A, (= apartamente cu 2 camere) si 1400 As
(= apartamente cu 3 camere). Se preconizeazd construirea a doud tipuri de blocuri. Primul tip cuprinde
40 As, 30 A, si 10 G avand un cost de 60 milioane euro. Al doilea tip costd 75 milioane euro si
cuprinde 20 Az, 50 A, si 30 G. Céte blocuri din fiecare tip ar trebui construite pentru ca prevederile
contractuale sa fie realizate cu costuri minime?

2. Firma X, producatoare de echipamente sportive si accesorii intentioneaza sa lanseze pe piatd un
nou model de sac de golf in doud variante: varianta standard (S) si varianta de lux (L).Distribuitorul
firmei a apreciat in mod deosebit noile produse si a declarat ca preia, in vederea desfacerii, Intreaga
productie a firmei pe urmatoarele trei luni.Serviciul productie a stabilit principalele operatii necesare
fabricarii sacilor de golf precum si timpul necesar efectudrii fiecarei operatii- vezi tabelul 1.12
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.. Timpi de executie (min/sac)
Operatli—=5 Control de calitate
Produs roire. T B ontrol de cali
Vopsire Cusaturi | Finisaje Ambalare
Varianta standard S 42 30 60 6
Varianta de lux L 60 50 40 15

Tabelul 1.12

Analizand situatia incarcarii utilajelor si a fortei de munca in urmatoarele trei luni acelasi serviciu a
stabilit ca sunt disponibile:

630 ore pentru croire §i vopsire;

600 ore pentru cusaturi;

708 ore pentru finisaje;

135 ore pentru controlul de calitate si ambalare.

Serviciul contabilitate a stabilit un profit de $10 pentru un sac in varianta S si de $9 pentru un sac in
varianta L.

Problema conducerii firmei este de a stabili cati saci de golf vor fi realizati In varianta standard si
cati n cea de lux pentru ca profitul sa fie maxim.

3. Compania de aviatie “Strutul zburator” doreste sa achizitioneze noi avioane de transport calatori
pe distante mici, medii si lungi (cele trei tipuri de avioane sunt codificate MIC, MED si LUN). Preturile
actuale sunt de 33,5; 25 si 17.5 milioane euro pentru un avion de tipul LUN, MED si respectiv MIC.
Conducerea a autorizat folosirea a cel mult 500 milioane euro pentru cumpdrarea noilor aparate.
Expertii firmei sunt de parere ca indiferent de tipul si numarul avioanelor achizitionate acestea vor fi
folosite la capacitatea maxima si In consecintd profiturile anuale ale companiei ar putea fi de 2,1; 1,5 si
1,15 milioane euro pe fiecare avion nou de tipul LUN, MED respectiv MIC. S-a estimat cad numarul
pilotilor angajati si instruiti de catre companie va fi suficient pentru cumpararea a cel mult 16 avioane.

Intretinerea unui avion de tipul LUN respectiv MED costa de % respectiv % ori mai mult decat

intretinerea unui avion MIC iar serviciile de specialitate ale companiei pot iIntretine un numar de
avioane noi echivalent cu intretinerea a 40 avioane de tipul MIC. Conducerea companiei doreste sa stie
cate avioane din fiecare tip ar trebui sa cumpere 1n vederea maximizarii profitului.

4. Vlad P. este un binecunoscut atlet din spatiul exsovietic care viziteazd des Occidentul unde
participa la diferite concursuri. De fiecare data la intoarcere, Vlad cumpara o serie de obiecte ce nu se
gasesc in tard pentru a le revinde cu un oarece profit.Cumparaturile, de reguld blugi, camasi de matase,
CD playere si CD-uri cu muzicd heavy metal, sunt transportate cu un rucsac si nu trebuie sa depaseasca
25 kg. Pentru a merge treaba bine, Vlad trebuie s tina seama de urmatoarele conditii:

- la fiecare CD player achizitionat el trebuie sd cumpere cel putin doud CD-uri cu muzica;

- (cam) jumatate din amatorii de cimasi de matase vor, pe langa camasa si o pereche de blugi;

- din motive de control vamal, Vlad nu poate aduce mai mult de trei CD playere si mai mult de
zece CD-uri cu muzica.

31



Greutatile obiectelor si profitul asteptat sunt date in urmatorul tabel:

Obiect Greutate (kg) Profit (u.m.)
Blugi 1,500 200
Camasa de matase 0,500 125
CD player 0,900 250
CD cu muzica 0,250 75
Tabel 13

Dati-1 o mana de ajutor lui Vlad si determinati combinatia de obiecte care i-ar aduce profitul maxim.
Se cere modelul matematic cu justificarile de rigoare.
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2.1 Forma generala a unui program liniar

Reamintim cd o problema de programare matematicd constd in maximizarea sau minimizarea unei

functii ale carei variabile trebuie sa satisfaca un set de egalitati si/sau inegalitati. Inegalitatile trebuie

sa

fie nestricte dintr-un motiv care va fi explicat mai tarziu. Mai cu seamad in aplicatiile

practice,variabilele nu pot lua decat anumite valori reale ca de exemplu numai valori nenegative.

Functia de optimizat se numeste functie obiectiv iar relatiile necesar a fi indeplinite de catre variabile

se numesc restrictii.

O problema de programare liniara sau pe scurt program liniar este o problema de programare

matematica in care functia obiectiv si restrictiile sunt liniare in variabilele problemei.

Exemplul 2.1 Exemple de programe liniare:

(max) f =50x, +40Xx, (min) f =30x, +50x, +100x,
3X, + 5%, <150 X, +3X, +2X, 22
(P) X, < 20 (dat in introducere) (P,) 3X, — X, <3
8X, + 5%, <300 5X, +X, 24
X, 20,%x,20 X frs; X, <0;%x, 20

frs =fara restrictie de semn(= orice valoare reald)
Putem presupune ca toate variabilele unui program liniar satisfac conditia de nenegativitate:

szo

inlocuind la nevoie:

- 0 variabild nepozitiva x; <0Ocuopusaei x| =-X; 20

- 0 variabila fara restrictie de semn cu diferenta a doua variabile nenegative:

X;=X;—X{ cu X;=20,x{>0

Exemplul 2.2 Transformam programul (P;) din exemplul 2.1 Intr-un program echivalent in care toate

variabilele satisfac conditia de nenegativitate. Pentru aceasta facem substitutiile:

!

X, =X —X/ cu X 20,Xx/>20si X, =—X, cu X, >0
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Obtinem programul:
(min) f =30x; —30x; —50x}, +100X,
X;— X/ —=3X; +2X%, 22
3%, =3%x/+ X, <3
5% —5x/ +X, 24
X; 20,X/>0,x; 20,X;, >0

in forma sa generali, un program liniar (P) consti din:

e n variabile reunite in vectorul X = (X, X,,**,X,);

e m restrictii liniare In variabilele X,,X,, -+, X, care pot fi egalitdti sau inegalitati nestricte:

IA

a; X, +a;,X, +---+a;,X,

Il
O

Il
\:—‘
3

(1)

>
(in (1) i este indicele restrictiei; pentru fiecare i =1,---,m este precizat unul din semnele <, = sau >)

o functie obiectiv, liniard in variabilele X,,X,, -+, X,:

f(X)=c¢,X, +C,X, +---+C,X, (2)

e conditii de nenegativitate impuse tuturor variabilelor:
X, 20,%X,20,---,X, =0 3)

Un ansamblu de valori numerice X =(X,,X,,---,X,) care satisfac restrictiile (1) se numeste solutie a

programului (P). Dacd in plus sunt verificate si conditiile de nenegativitate (3) adicd X, >20,X, >0,
., X, = 0,vom spune ca X este o solutie admisibila a lui (P)

Vom nota cu # (sau cu 4 p daca este necesar) multimea solutiilor admisibile ale programului (P). A4 este

o submultime a spatiului numeric R".
O solutie admisibila x* = (X, X;,-+,X; ) cu proprietatea:

f(x") =max{f(x), xe A4} sau, dupa caz f(x")=min{f(x), x € #}
se numeste solutie optima a programului (P).
In baza relatiei:

min{f(X), X € #}= - max{- f(X), x € #}

in consideratiile teoretice dezvoltate In continuare vom presupune cd functia obiectiv din (P) se
maximizeaza.

35



Exemplul 2.3 Pentru programul liniar

(max) f =8x, —6X, +7X,
3X, — X, + 2%, = 30

(P)q 2%, + X, > 35

X, +3X, <20

X, 20,X, 20,%X; 20

e ansamblul de valori numerice (vectorul) X =(15,5,-5) < X, =15,X, =5,X; =—5este o

solutie neadmisibila;
e vectorul X =(14,16,2) este o solutie admisibila care da functiei obiectiv valoarea f(X)=30;

e vectorul X" =(13,9,0) < X =13,X; =9, X, =0 este unica solutie optimd a programului

(P), oferind functiei obiectiv valoarea maxima f(x")=150.

2.2 Studiul unui program liniar in doua variabile

Ca si in alte domenii ale matematicii, reprezentarile si interpretarile geometrice au jucat un rol decisiv
in stabilirea tuturor rezultatelor fundamentale ale programérii matematice in general si ale programarii
liniare 1n special.

Considerdm un program liniar in doua variabile X;,X,: ludm ca exemplu modelul matematic al
problemei firmei de calculatoare din unitatea de invatare 1 (exemplul 1.2):

(max) f =50x, +40x,
3X, +5%, <150

(R) X, < 20

8%, +5X, <300

X, =20,X%,20

Pentru un asemenea program avem posibilitatea vizualizarii multimii solutiilor sale admisibile
identificand X; si X, cu abscisa respectiv ordonata unui punct dintr-un plan raportat la un sistem de
axe.Sunt necesare cateva rudimente de geometrie analitica.

36



Punctele din primul cadran
corespund programelor
potentiale de activitate

- X;:=0

INTREBARI
X1<0
%>0 (10,20) (25,20) 1. Care dintre punctele primului
o (’) o cadran corespund programelor admisibile,
realizabil  nercalizabil realizabile din resursele date?
(15,10) 2. Unde este puctul corespunzator
reali%abil X2=>0 programului optim de activitate?
Xlzg i x>0
X : X2<0

Figura 2.1

Avand 1n vedere semnificatia variabilelor X, X, punctele (X,X,)In care X;<0 sau X,<0 nu au nici o
interpretare economici logica. In schimb, punctele (x,,X,) cu X, >0,x, >0 se pot identifica, firesc,
cu programele potentiale de activitate pentru urmatoarea sdptamana. Astfel:

e Punctul (15,10) corespunde ,.intentiei” firmei de a produce 15 unitati PC; si 10 unitati PC,.
Intentia este chiar realizabila, cele trei resurse avute in vedere — timp pentru asamblare, monitoare PC,
si spatiul de depozitare — fiind mai mult decat suficiente:

- necesar de timp pt. asamblare =3-15+5-10 =85 <150 =timp disponibil pt. asamblare;

- necesar monitoare PC,=10 < 20 =disponibil monitoare PCy;

- necesar spatiu de depozitare=8-15+5-10 =170 < 300 =spatiu disponibil pentru depozitare.
In caz de adoptare, acest plan ar aduce firmei un profit de 50-15+40-10 = $1150.

e Punctul (10,20) corespunde unei alte propuneri realizabile de program de activitate chiar mai
buna decat precedenta deoarece ar aduce un profit superior: 50-10+40-20 =$1300. Acest plan ar
utiliza integral resursa “monitoare PC,”.

e In schimb, punctul (25,20) reprezinti o propunere de plan potentiald dar nerealizabila deoarece

timpul necesar pentru asamblare ar depasi timpul disponibil: 3-25+5-20=175>150 (celelalte doua
resurse ar fi utilizate integral)
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Se ridica firesc Intrebarile:

I) Care sunt punctele corespunzitoare ,intentiilor” de plan realizabile? Cum arata
multimea lor?

IT) Unde se gaseste punctul corespunzitor programului realizabil cu cel mai mare profit
(programul optim) si cum se gaseste el?

IIT) Ce invataminte s-ar putea trage pentru cazul general (mai mult de doua variabile)?

I) Raspundem la prima intrebare.

Determindm punctele (X;,X,) cu X, > 0,X, > 0 care satisfac prima restrictie din (P;): 3%, + 5%, <150.
Pentru aceasta reprezentam in plan dreapta de ecuatie 3X, +5X, =150 - vezi figura 2.2. Punctele
acestei drepte in care X, >0,X, 20 corespund ,,intentiilor de plan” care utilizeazd integral timpul
disponibil pentru asamblare. Din acest motiv, dreapta de ecuatie 3X, +5X, =150se va numi in
continuare dreapta ,,asamblare”.

Punctele (X,,X,)care satisfac inegalitatea 3X, +5X, <150 constituie unul din cele doud semiplane

determinate de dreapta ,,asamblare”! Pentru identificarea lui va fi suficient sa ludm un punct nesituat pe
dreapta — de exemplu origina (0,0) — si sa testam satisfacerea restrictiei de catre coordonatele punctului
ales.In caz afirmativ, retinem semiplanul care contine punctul, altminteri retinem celilalt semiplan.
Programele potentiale care satisfac prima restrictie sunt vizualizate in figura 2.3.

Xy X2
L Punctele corespunzitoare ,,intentiilor potentiale” de|

plan (X;=0, X,>0) al caror necesar de timp pt,
asamblare  se  incadreazd in  disponibil;

3%, +5X, <150

Taieturi
o Mo Dreapta ASAMBLARE
X270_>XJ.750 / 3%, + 5%, =150
. 50
Origina (0,0) ¥ >, 1(0.0) I\ 20
Trasarea dreptei ,,asamblare” de ecuatie
3, +5%, =150
Figura 2.2 Flgura 2.3

Proceddm analog si cu celelalte doua restrictii — vezi figurile 2.4 si 2.5
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Xz

X1=0 Punctele corespunzatoare ,,intentiilor|
potentiale” de plan (X;>0, X,>0) al caror]
)\ necesar de spatiu pt. depozitare sef
X2 Punctele corespunzitoare ,,intentiilor] 60 incadreaza in spatiul disponibil:
potentiale” de plan (X;=0, X,>0) al caror 8X+5%2 <300
necesar de monitoare PC, se incadreaza
in disponibil: X, < 20
X;1=>0 P

dreapta MONITOARE PC,

S

& X7ZOL>X1 P

Dreapta DEPOZITARE
8x+5%, =300

7.5 XQZOl X,

Figura 2.4 Figura 2.5

Recapituland, in figurile 2.1, 2.3, 2.4 si 2.5 apar multimile de puncte (X,,X,) ale caror coordonate

satisfac — separat! — conditiile de nenegativitate si restrictiile programului (P;). Partea lor comuna,
adica intersectia, este formata din punctele care satisfac simultan toate aceste conditii.

in figura 2.6 este vizualizatii aceastii intersectie; ea este multimea hasurati OABCD. Punctele ei
sunt exact solutiile admisibile ale programului (P;) si corespund propunerilor de plan, realizabile
din resursele date.

II) in continuare rispundem la a doua intrebare.

Dand functiei obiectiv f o valoare oarecare, de exemplu 1300, ne putem intreba ce semnificatic au
punctele (X,,X,) - fireste cu X, 20,X, >0 - situate pe dreapta:

f =1300 < 50x, +40X, =1300

Natural, aceste puncte corespund ,,intentiilor de plan” care ar aduce firmei un profit de $1300 — fireste
in cazul 1n care aceasta intentie ar fi si realizabila.

Pentru a vedea daca firma poate realiza un profit de $1300 din resursele date, cercetam daca dreapta
“f = 1300” intersecteaza multimea # a programelor de productie realizabile. Din figura 2.7 rezulta ca
exista chiar o infinitate de programe realizabile care ar conduce la acest profit. Se poate obtine un profit
dublu? Din aceeasi figura rezulta ca dreapta f =2600 =50, +40X, nu mai intersecteaza ~# si in
consecintd $2600 nu pot fi castigati din resursele date!

Pentru a vedea cat de mare este profitul ce poate fi realizat, translatam dreapta f = 1300 catre dreapta
f=2600 oprindu-ne in momentul in care “se pierde” intersectia cu multimea solutiilor admisibile 4.
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X2

X;=0

¢ = multimea solutiilor admisibile ale
programului liniar:

(max) f =50x, +40x,
3X, +5%, <150

(P) X, < 20

™ 8X, + 5%, <300

(25,20)

X, 20,%,20
¥ (10,20)

©(15,10)
A X=0
0 )\t_> "
Figura 2.6
X2
A
™ Profit =$2600

N N

N

Solutia optima

X =30, =12

\e———Profit maxim
N

N

AN A
Profit=$1300 —+_

Figura 2.7



Din figura 2.7 rezultd ca dreapta “profit maxim” trece prin punctual B, punct ce reprezintd solutia
optima a problemei.

Programul realizabil reprezentat de punctual B, program care ar aduce firmei cel mai mare profit
posibil, se afla la intersectia dreptelor “asamblare” si “spatiu de depozitare”; prin urmare acest plan
necesitd consumarea integrald a resurselor sus amintite.

Componentele programului optim = coordonatele punctului B se obtin rezolvand sistemul de ecuatii
liniare:

=
8X, +5x, =300 X, =12 unitati PC,

2.3 Concluzii generale rezultate din rezolvarea grafica a programelor
liniare In doua variabile

In rezolvarea modelului firmei de calculatoare am insistat mai mult asupra semnificatiilor economice
ale reprezentdrilor geometrice utilizate. Vom incerca acum sd punem in evidentd o serie de proprietti,
valabile pentru orice program liniar; aceste proprietati vor juca un rol decisiv in elaborarea unor metode
de rezolvare a programelor liniare. Astfel, vom raspunde si la intrebarea I11) formulata in sectiunea 2.2.
Pentru variatie, s consideram un alt program liniar in doua variabile:

(max)f =3x, — X,
3X, —2X,< 3
(P,) 7§ 5x, +4x, =10
2%+ X, <5
X, 20,x, 20

In figura 2.8 este vizualizatd multimea solutiilor admisibile 4 : este multimea hasurati ABCD. Ecuatia
de definitie a functiei obiectiv:
3%, —x, =f

poate fi interpretatd ca ecuatia unei multimi de drepte paralele, ( denumirea consacrata: fascicul de
drepte paralele) numite drepte de nivel ale functiei f. Daca o dreapta particulara

3%, =X, = f (in figurd f =1)

intersecteaza 4 aceasta va Insemna ca programul (P,) are solutii admisibile care oferd functiei obiectiv
valoarea prestabilita f . Pentru valori numerice superioare lui f dreptele de nivel corespunzatoare sunt

translatii ale dreptei originale in sensul indicat de sdgeatd. Rezulta usor ca maximul functiei f se atinge
in ,,varful” (coltul) A al frontierei multimii 4 A este intersectia dreptelor de ecuatii 3X, —2X, =3
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: . : . 9 . . 13 9
si 2% +X, =5. Rezolvand sistemul acestor ecuatii se giseste solutia optima X 2(7,7j cu

« 30 . . . . . T . e
max f = f(x") = 7, care satisface cu egalitate prima si a treia restrictie §i cu inegalitate stricta pe cea

de a doua.

X2

5X;+4X%, 10

A}
3%-2%,< 3 ‘/ 2%, < 5‘

Figura 2.8

Daca in (P,) schimbam functia obiectiv f =3x, —X, cu functia g = X, — X, obtinem un nou program
liniar, (P3) a carui solutie optima se gaseste in alt varf al multimii # si anume in B de coordonatele

_16 _5 vezi figura 2.9.

SIETREE Y
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max g =4

Solutia optima:

=16 =1
Xi=1-%=75

> X,

Figura 2.9

In fiecare din cele trei ,,rezolvari grafice” de programe liniare in doua variabile de pana acum, optimul
functiilor obiectiv a fost realizat de cétre o singurd solutie admisibild. Nu intotdeauna este asa; sa
consideram programul liniar (P4) derivat din (P,) prin inlocuirea functiei obiectiv f cu functia

h = 10x, +5x,.Din figura 2.10 rezultd ca nu numai varfurile A(g,%) si D(0,5) sunt solutii

optime dar si toate celelalte puncte ale segmentului AD au aceasta calitate! Prin urmare programul (Py)
are o infinitate de solutii optime!
Vom analiza acum programul liniar:

(max)f =3x, — X,
3X, —2x, < 3
5%, +4x, 210
X;20,X, 20

(Ps)

derivat din (P,) prin eliminarea celei de a treia restrictii. Multimea solutiilor admisibile ale noului
program este nemarginitd — vezi figura 2.11 — si orice dreaptd de nivel a functiei obiectiv

3, =X, = f
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Orice punct al segmentului
IAD reprezintd o solutie optima|

\ LX]

/ Multimea solutiilor admisibile
0 ale  programului  (Ps) este]

P nemirginitd. Nu existd o ,,cea|
C\( mai buna” solutie! Zicem cj
rogramul (Ps)are optim infinit

Figura 2.11
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o0 va intersecta, oricat de mare ar fi constanta f .Conchidem ca desi (Ps) are solutii admisibile, nu exista

una care sa ofere functiei obiectiv cea mai mare valoare. Vom spune cd functia obiectiv a programului
(Ps) este nemarginita superior pe multimea solutiilor sale admisibile sau ca (Ps) are optim infinit.

Sa luam 1n considerare si programul liniar:

(max)f =3x%, — X,
3, —2X, =2 3
(Pg)q 5%, +4x, <10
2%+ X, 2 5

X =20,%X, 20

dedus din (P,) schimband sensurile tuturor restrictiilor. In figura 2.12 sunt puse in evidenti cele cinci

X2
LX1 >0

2X1tX2> 5

3X1-2%2>3

Programul (Ps) are solutii dar nu are|
solutii admisibile!

Un program liniar fara solutii admisibile
se zice incompatibil

5X1+4%, < 10

Figura 2.12

semiplane In care sunt verificate restrictiile si conditiile de nenegativitate. Multimea hasurata este
formatd din punctele ale cdror coordonate verificd toate restrictiile programului; aceste puncte
reprezinta solutiile programului. Nici una dintre aceste solutii nu verificd simultan ambele conditii de
nenegativitate, altfel spus nu este admisibild. Programul (Ps) nu are solutii admisibile; zicem ca (P¢)
este un program incompatibil.
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Exemplele studiate mai sus ilustreaza urmatoarea clasificare a programelor liniare dupd existenta
solutiilor admisibile.

Cu solutie
optima unica

Cu optim finit
(functia obiectiv este marginita pe
multimea solutiilor admisibile)

Cu o infinitate
Compatibile de solutii optime
(cu solutii admisibile)

Cu optim infinit
(functia obiectiv este nemarginits|
ipe multimea solutiilor admisibile)

Programe
liniare

Incompatibile
(fara solutii admisibile)

Figura 2.13

Observatie importanta: Existenta unei solutii optime in cazul in care functia obiectiv este marginita
pe multimea solutiilor admisibile # este consecinta faptului ca # este o multime inchisa in topologia
uzuald a spatiului numeric R" (=isi contine frontiera). Faptul cd # este inchisa rezulta din cerinta ca
toate restrictiile inegalitati sa fie nestricte!!

De exemplu, functia f(X)=3xeste marginitd superior pe multimea 4 ={X| 0<x<1}- care nu este

inchisa - insa max {f (X), X € # }nu exista: singurul candidat ar fi X" =1 dar 1 ¢ 4!

Urmatoarele concluzii sunt valabile pentru orice program liniar compatibil in doud sau trei variabile —
295 A

multimea solutiilor admisibile # putand fi ,,vizualizata” in ,,planul” R? sau »spatiul fizic” R*:

e Multimea # este convexa, adica cu doua puncte contine si segmentul care uneste punctele.
O consecinta intuitivd a acestei proprietiti este ca solutia optima, daca exista, se gaseste
»sundeva” pe frontiera lui A4.

e Frontiera multimii »# are un numar finit de varfuri si daca programul are solutii optime
cel putin una dintre ele se gaseste intr-un varf.

Aceste afirmatii constituie sursa Intregii teorii a programarii liniare deoarece sunt valabile pentru orice

program liniar, bineinteles cu conditia generalizarii corespunzatoare a termenilor geometrici utilizati in
formulare.
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2.4 Forme speciale de prezentare a unui program liniar

Intr-un program liniar se pot intdlni restrictii de toate tipurile, egalititi si inegalititi, acestea din urma
putand fi de sensuri contrare. Studiul teoretic a impus forme speciale de prezentare, mai simple, in care
toate restrictiile au ,,aceeasi forma™:

- forma canonica, in care toate restrictiile sunt inegalitati cu acelasi sens;

- forma standard, in care toate restrictiile sunt egalitati.
Orice program liniar poate fi adus la una din aceste forme fara ,,alterarea” multimii solutiilor admisibile
si nici a solutiilor sale optime!

1) Forma canonica a unei probleme de programare liniara

O restrictie a unui program liniar (P) se zice concordanta daca este o inegalitate de tipul "<"
cand functia obiectiv se maximizeaza si de tipul ">" cand functia obiectiv se minimizeaza. O restrictie
inegalitate care nu este concordanta se va numi neconcordanta. Restrictiile egalititi nu fac obiectul

acestel clasificari.

Spunem ca o problema de programare liniard este in forma canonica daca toate restrictiile ei
sunt inegalitati concordante.

In consecinta, o problema in forma canonica de maximizare arata astfel:

n
a:x. <b i=1,..m
22X, <0 Ax <b
X;20 j=1,.,n sau matricial X>0 unde:
n max) f =cx
(max) f = ¥ ¢;X; (max)
j=1
ay  ap - Ay bl X
ay Ay 8y, bz Xy
A=| . : : b=| . X=| . c= [c1 C, cn]
aml amZ amn bm Xn
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O problema in forma canonica de minimizare se va scrie:

Ca.x. >b
J_ZzlauXJ >b, Ax>Db
X; >0 = x>0
. n min) f =cx
(min) f :J_Zzlcjxj (min)

Orice problema de programare liniard se poate pune sub o forma canonicd de maximizare sau
minimizare, faira modificarea multimii solutiilor admisibile, observand ca:

e 0 egalitate se poate inlocui cu doua inegalititi de sens contrar;
e o restrictie neconcordanta devine concordanta prin inmultire cu -1;
e putem schimba sensul optimizarii functiei obiectiv, gratie formulei generale:

min 00 =~ s [ (0] ()

In consecintd, putem face anumite rationamente teoretice pe o forma canonica, ca de exemplu in teoria
dualitatii liniare, fara ca prin aceasta sa restrangem generalitatea.

Exemplul 2.1 de aducere a unui program liniar la o forma canonica:
(min)(—f)=-2x, + 3x, — 4X,
X, —=3X, +5x;=2 3
— X, +3%X, =5x, > -3

(max) f =2x, —3X, +4X,
X; — 3X, +5X, =3

3X, + X, =25 =
>
2, + X, <10 kx2S
- 2X - X;=2-10
X, >0,X, 20,%;, 20 : ’
X, >0,X, >0,X, >0

Programul (P) Forma canonica de minimizare a programului (P)

2) Forma standard a unei probleme de programare liniara

Spunem ca o problema de programare liniara este in forma standard daca toate restrictiile ei
sunt egalitati. Importanta acestei forme particulare rezultd din faptul cd metoda de rezolvare a
problemelor de programare liniara care va fi expusa mai departe cere ca problema sa fie in aceasta

prezentare.
In consecintd, o problema (P) care are si restrictii inegalitdti va fi inlocuitd - in vederea

rezolvdrii ei - cu o alta in care toate restrictiile sunt egalitati.
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Noua problema, numita forma standard a problemei (P) si notata (FSP), se construieste astfel:

e O restrictie inegalitate din problema originala (P) de tipul ""<" (respectiv de tipul ">")
se transforma in egalitate prin adiugarea (respectiv prin sciderea) unei variabile
nenegative din membrul sidu stang.

e Restrictiile inegalitati nu se modifica.

¢ Noile variabile introduse nu apar in functia obiectiv a problemei originale (alternativ,
spunem ca ele apar cu coeficienti nuli)

Variabilele introduse in restrictile inegalitati in scopul transformarii acestora in egalitdti poarta numele
de variabile de abatere.

Exemplul 2.2 de aducere a unui program liniar la forma standard.

(max) f =7x%, +9x, +8X, (max) f =7x, +9x, + 8X,
5X, +2X, — X; =24 5X, +2X, — X; =X, =4
(P} 3%+ X, + X,=5 —> (FSP)y 3%, + X, + X, =5
X, +2X, +3X;, <9 X, +2X, +3X, +Xs=9

X, 20,%X, 20,X;, 20 X;20,j=1,...,5

Problema care apare in acest context este aceea de a explica modul 1n care se obtine solutia optima a
problemei (P) daca se cunoaste solutia optima a formei sale standard (FSP).
Se poate arata usor cd intre multimile de solutii admisibile 4 ,ale problemei (P) si A4sp, ale problemei
(FSP), exista o corespondenta bijectiva care conserva solutiile optime. Vom arata cum functioneaza
aceasta corespondenta pe exemplul precedent.

Notand-o cu @, aceasta va asocia unei solutii admisibile X = (X|,X,,X;) a problemei (P)
vectorul:

d(X) = (X, ,X,,X;,5%, +2X, = X; —4,9 - X, —2X, —3X;)

care prin constructie se dovedeste a fi o solutie admisibila a problemei (FSP). Reciproc, unei solutii
admisibile X = (X,,X,,X;,X,,X;)a problemei (FSP) corespondenta inversa @' fi asociazd vectorul
(X,,X,,X;) care satisface restrictiile problemei originale (P) deoarece X, >0,X; >0.Daca X este
solutia optimd a problemei (P) atunci ®(X ) este solutia optimd a problemei (FSP) si reciproc, daca
cunoastem solutia optimd X a problemei (FSP), ®~'(X) reprezinti solutia optimi a problemei (P).

in problemele concrete, variabilele de abatere au interpretiiri economice precise ca de
exemplu cantitati de resurse neutilizate sau depasiri ale unor indicatori economici asa ca in
analiza solutiei optime valorile lor vor fi luate in considerare laolalti cu valorile variabilelor
originale.
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Exemplul 2.3 Reludm modelul problemei firmei de calculatoare (rezolvat grafic in sectiunea 2.2)
impreund cu forma sa standard:

3%, +5%, <150 3X; + 5%, + X5 =150
X, < 20 X, + Xy = 20
P) 8%, +5%, <300 = (FSP) 8X, +5X, + X5 =300
X, 20,%X, 20 X;20 j=1-5
(max) f =50x; + 40X, (max) f = 50X, +40%X, +0-X; +0-X, +0- X,

Continutul economic al variabilelor de abatere X;,X,,Xs; derivd nemijlocit din semnificatiile

restrictiilor in care sunt introduse. Astfel:

Fondul de timp pentru

X3 = 150 - (3X1+ 5%2) =

) \ ) asamblare neutilizat
Fondul de timp Necesarul de timp pentru
disponibil asamblarea cantitatilor X; , X,
pentru asamblare  de produse finite
Analog:
X4 = 20— X, = monitoare PC, ramase in stoc
Xs =300 — (8%, +5X,) = spatiul de depozitare nefolosit
Stiind ca:

X; =30 x;=12 x3=0 X, =8 x;=0 (max)f =1980

este solutia optima a formei standard, cuplul x; =30 Xx; =12 reprezinta solutia optima a programului

original (P) iar 1980 este valoarea maxima a functiei obiectiv. In termeni economici , programul optim
de activitate al firmei pentru urmatoarea saptdmana ar consta in asamblarea a 30 unitati PC; si a 12

unititi PC, cu un profit maxim de $1980. In plus x; =0 si X; =0 aratd ci acest program ar utiliza

integral fondul de timp pentru asamblare si spatiul de depozitare in timp ce X, =8 aratd cd in stoc ar
mai ramane 8 monitoare PC, ce ar putea fi folosite in altd perioada de planificare.

Probleme propuse
1. Sa se reprezinte grafic multimea solutiilor admisibile ale programului liniar:
(max) f =2x, + X,
X+ X, < 5
(P)y—x,+x,< 0
6X, +2X, <21
X, 20,x, 20
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a) sa se determine grafic solutia optima a programului (P;);
b) care va fi solutia optima daca functia obiectiv se schimbd in (max)g = X, + 2X,

2. Sa se reprezinte grafic multimea solutiilor admisibile ale programului liniar:

(min) f =5x, +2X,
X, + 2X, =26

(Py)y—2%,+ X, <2

X, —2X, <2

X, 20,x, 20

a) s se determine grafic solutia optima a programului (P,);
b) care va fi solutia optimd daca functia obiectiv se schimba in (min)g = 3X, + 6X,

3. Sa se reprezinte grafic multimea solutiilor admisibile ale programului liniar:

(max)f =X, +X,
=3X, +4x, <12
(P)1—2x,+ x,< 2
X, —2X%, <6
X, 20,X, =20

a) sa se determine grafic solutia optima a programului (Ps3);
b) care va fi solutia optima daca functia obiectiv se schimba In (max)g = —X, + X,

4. Determinati pe cale graficd solutiile optime ale programelor liniare rezultate din modelarea

problemelor 1 si 2 din sectiunea ,,Probleme propuse” a unitdtii de invatare 1. Interpretati economic
solutiile gasite.

5. Rezolvati pe cale grafica programul liniar:

(max) f =X, +3X, +2X, + X,

X, + X, =23

X, — X, 21

X, +2X, <4
—X; +2Xx, <2
2X, — X, <2

X, =20,X, 20,%X; 20,%x, 20
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Unitatea de invatare 3

ELEMENTE DE PROGRAMARE LINIARA
Teoria metodei simplex

Cuprins

3.1 Baze si solutii de baza ale unui program liniar in forma standard
3.2 Importanta conceptului de solutie admisibila de baza
3.3 Metoda simplex. Descriere de principiu
3.4 Fundamentele metodei simplex
Anexa: Pivotarea gaussiana
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3.1 Baze si solutii de baza ale unui program liniar in forma standard

Consideram un program liniar (P) in forma standard cu m restrictii §i n variabile si in care functia
obiectiv se maximizeaza:

n
(max)f =c¢,X, +C,X, ++--+C,X, (max)f =Y¢,X
a, X, +a,X, +--+a,X, =b, = (max) f = cx
n
(P)qay X +a,X, +--+a, X, =b, <Xax;=b i=L-msq Ax=b (1)
j=1
X=0
X; 20 J=1--,n
By X+ 8y X+ + 8 X, = by
cu notatiile matriciale:
a; 8y 8, b1 X,
a, a, - a b X
A: .21 .22 .2n b: .2 X = 2
aml am2 amn bm Xn
c=le, ¢

A se va numi matricea tehnologici a programului (P); coloanele ei vor fi notate cu A' , A* ..., A". b
este vectorul termenilor liberi iar C este vectorul coeficientilor functiei obiectiv sau vectorul
costurilor.
Fie:

A = {XE R“|Ax=b,x20}

multimea solutiilor admisibile ale programului (P). A rezolva programul (P) inseamna a determina
X € A4 cu proprietatea:

f(x")=max{f(x),xe##}

Va fi util sd reformulam programul (P) In urmatorii termeni. Fiind dat sistemul de ecuatii liniare:

Ax =b 2
—-cx+f=0

in n+ 1 variabile x =(X,,X,, -+,X,)si f sd se determine solutia (x*, f") in care

% . * .
X" >0 si f este maxim.

53



In continuare vom presupune in mod constant ci:
Rang A=m<n 3)

Definitie Se numeste baza a programului (P) orice submatrice patratd inversabila de ordinul m,
extrasa din matricea tehnologica A.
n!

mi(n—m)!’

Fixdm o bazd B. Notam cu I multimea indicilor coloanelor din B astfel ca B = [Ai ]iel . Fie J multimea

Gratie ipotezei (3), (P) are cel putin o baza si numarul acestora este finit, nedepasind C' =

indicilor coloanelor matricii A care nu sunt in B; aceste coloane formeaza submatricea S = [A‘ ] jes -
Evident,

Baza fixata induce si partitionarile:

I| =m si |J| =n—m. Pentru matricea tehnologica A a rezultat partitionarea: A= [B , S] .

iel : jed
_|.B s B _ _
C_[C C ]Cu C _[ Ci ”.]iel Cc _[ Cj '”]je\]
Coloanele A',i e | care formeazi baza B si variabilele X,,i e | care formeaza vectorul x®se vor numi

coloane bazice respectiv variabile bazice. Coloanele A’, je Jsi variabilele X;, je Jse vor zice

nebazice. Deoarece matricea B este inversabila sistemul:
Ax=b < Bx®+Sx*=Db
poate fi rezolvat in raport cu Xx°:
B cyS . c -1 N -1
X°+Sx>=b cuS=B Ssib=B"b
ceeace va permite eliminarea variabilelor bazice din expresia functiei obiectiv:
f=cx=c®x® +c5x% =cB(b —Sx®)+cx® = f —tx®

unde:
f=cPh=c®B'bsic=c®S—c’=c®B'S—c".
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Astfel, sistemul (2) este adus la forma echivalenta:

W 4+ S = b n X; + j;aijxj = b iel “
f ext = f fo+ 2cx = f
jed
in care:
S:[aij]iel,jej , b=|b, R c, "'],-53
: iel
Din definitiile matriciale f =c®b si € =c®S —c® rezulti relatiile:
f=Xcb, (5)
iel
C,=2.6a;—-¢c; jel (6)

Valorile C; , j € J se numesc costuri reduse.

Sistemul (4) se numeste forma explicita a programului (P) — rescris In formatul (2) — in raport cu baza
(fixatd) B.
Luandin (4) x* =0 < X ; =0 jeJ obtinem urmdtoarea solutie a sistemului original de restrictii

Ax=Dh:

XB :6 — . .
X(B)=| | < X =b,iel;x;=0,jed (7)
X" =
X(B)se numeste solutia asociatd bazei B. Valoarea functiei obiectiv in solutia X(B) este

f(x(B))=f.
Solutia X(B) se zice nedegenerata daca toate valorile BI ,1 €| ale variabilelor bazice sunt nenule.

Daca unele componente 5, sunt nule vom spune cd X(B) este o solutiec degenerata.

In continuare, o solutie X a programului (P) se va numi solutie de baza dacd X este asociata unei baze
a programului.Criteriul de recunoastere a solutiilor de baza este simplu:

Solutia X =(X,,---,X,) a programului in forma standard (P) este o solutie de bazd dacd si numai daca

coloanele A, corespunzitoare componentelor X; nenule, sunt liniar independente.

Intr-adevar, daca este asa, atunci X nu poate avea mai mult de m componente nenule, m fiind numarul
restrictiilor din (P).Dacd numarul acestor componente este exact m, coloanele corespunzatoare
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formeaza o bazda B a programului (P) si X = X(B).Daca numarul componentelor nenule este < m,

coloanele corespunzatoare pot fi completate pana la o bazd in mai multe moduri astfel ca X va fi
asociata la mai multe baze!!

Prin urmare, este posibil ca doud baze diferite B si B’ sd aiba o aceeasi solutie asociata
X = X(B) = x(B') si daca este asa, atunci solutia comuna asociatd X este degenerata.

Din cele discutate rezultd cd numarul solutiilor de baza ale programului (P) este finit nedepasind
numarul bazelor.

Baza B si solutia asociatd X(B) se vor numi admisibile daca valorile variabilelor bazice din solutie

sunt nenegative: b, >0,ie|. Deoarece numarul bazelor programului (P) este finit, urmeaza ca

programul (P) are un numar finit de baze si solutii de baza admisibile.
Pentru comoditatea calculelor ulterioare este util sa nscriem constantele formei explicite (4) Intr-un
tabel cu formatul:

Ci Cj
CB [VB [VVBl..... Xisi €1 s XjoJ €

0

o
>

Ci Xi [0 | eeeee 1 ceeeelocneee Aji  eeeee

A R -

0

—
—h
% .
[l

Tabelul 3.1
numit tabelul simplex asociat bazei B.

De retinut:

- un tabel simplex contine constantele formei explicite a unui program liniar in formd standard
in raport cu o anumita baza;

- baza se recunoaste prin variabilele bazice asociate , listate in coloana VB;

- tabelul pune 1n evidenta solutia de baza asociatd bazei considerate: valorile variabilelor bazice
sunt listate in coloana VVB; prin definitie, variabilele nebazice — cele care nu apar in coloana
VB — au valoarea zero;

- conform relatiei (5), valoarea functiei obiectiv in solutia de baza afisata in tabel este produsul
scalar al coloanelor CB si VVB;

- costurile reduse sunt valori numerice asociate variabilelor nebazice; conform relatiei (6) un
cost redus Cjse obtine efectudnd produsul scalar al coloanelor CB si ,.X;” din care se scade

costul ¢;j scris deasupra tabelului simplex. Am putea extinde definitia (6) a costurilor reduse si
la variabilele bazice, dar rezultatul este intotdeauna acelasi: C; =C; —C; =0. In tabelul

simplex, ,,costurile reduse” corespunzatoare variabilelor bazice sunt reprezentate prin*.
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3.2 Importanta conceptului de solutie admisibila de baza
Se demonstreaza urméatoarele rezultate:

Teorema 1 Daca programul in forma standard (P) este compatibil (adica are solutii admisibile)
atunci are si solutii admisibile de baza.

Teorema 2 (teorema centrala a programarii liniare) Daca programul in forma standard (P)
are solutii optime, cel putin una dintre ele este o solutie admisibila de baza.

Importanta acestei teoreme este covarsitoare: in baza ei, problema determindrii unei solutii optime a
programului — in forma standard — (P) din multimea infinita a tuturor solutiilor admisibile s-a redus la
cautarea acesteia in multimea finita a solutiilor admisibile de baza!

Ar rezulta urmatorul procedeu naiv de rezolvare a programului (P):

- se genereaza toate bazele programului (P);

- pentru fiecare baza generata se calculeaza solutia de baza asociata;

- se elimina solutiile de bazd neadmisibile;

- dintre cele rdmase se retine aceea care maximizeaza valoarea functiei obiectiv.

Este clar cd procedura descrisa este finitd dar are serioase neajunsuri:

- din start trebuie luate in considerare toate cele C submatrici patrate de ordinul m care pot fi

extrase din matricea tehnologica A. Testarea inversabilitatii unei asemenea submatrici B
precum si calculul solutiei X(B)asociate — in caz ca B este inversabild — pot fi facute simultan.

Numai ca, numarul C poate fi excesiv de mare, chiar si pentru valori moderate ale lui m si n.
De exemplu, pentru un program liniar in forma standard cu 10 restrictii si 20 variabile,
C.o = 184756 si prin urmare vom avea de cercetat 184756 matrici patrate de ordinul 10!!

- se poate Intdmpla ca dupa terminarea acestor calcule sd nu gasim nici o baza admisibila, lucru
posibil daca (P) este un program incompatibil;

- presupunand cd am gasit si baze admisibile si cd am identificat solutia de bazd care

maximizeaza functia obiectiv, nu suntem siguri cd aceasta ar fi si solutia optimd cautata
deoarece s-ar putea ca programul (P) sa aibe optim infinit.

Indiferent de situatie,un mare volum de calcule si implicit un timp apreciabil este irosit cu
generarea solutiilor neadmisibile de baza care pot fi extrem de numeroase. Aceastd abordare naiva are o
alternativa care, din fericire, s-a dovedit a fi deosebit de eficientd in rezolvarea programelor liniare.
Este vorba de metoda simplex elaboratd de matematicianul american GEORGE B. DANTZIG in 1947.
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3.3 Metoda simplex. Descriere de principiu

In esentd, metoda simplex este un procedeu de cercetare sistematici a bazelor admisibile ale unui
program liniar in forma standard si a solutiilor asociate acestor baze. Ea presupune cunoasterea
unei solutii admisibile de baza zisd de start si in continuare construieste un sir de solutii admisibile de
baza, dealungul carora valoarea functiei obiectiv creste progresiv.

Metoda oferd un test simplu de recunoastere a optimalitatii unei solutii admisibile de bazd si
deasemeni un test simplu de recunoastere a optimului infinit.

Cu unele precautii, usor de indeplinit, metoda simplex garanteazd convergenta procesului iterativ in
sensul ca o baza admisibild cercetatd la un moment dat nu mai revine in etapele ulterioare. Cum
numarul bazelor admisibile este finit urmeaza ca intr-un numar finit de pasi se ajunge fie la o solutie
optima fie la concluzia ca programul are optim infinit.

In aceastd succinti descriere, am plecat de la ipoteza cunoasterii unei solutii admisibile de baza, adica
de la premiza ca programul de rezolvat este compatibil. Metoda simplex este capabild sa recunoasca
incompatibilitatea unui program liniar.

Practica numerica a aratat cad numarul solutiilor de baza efectiv generate de metoda este de reguld mult
mai mic decat numarul total al acestora!

3.4 Fundamentele metodei simplex

In aceastd sectiune vom presupune ca baza B, fixata in sectiunea precedentd, este admisibila ceeace, in
notatiile introduse, inseamna b, >0,iel.

Pentru usurarea intelegerii rezultatelor ce vor urma vom considera si tabelul simplex Tg (tabelul 3.2)
asociat bazei B, tabel in care au fost pusi in evidenta:

- doi indici “bazici”: unul generic i si un altul particular r (i,r € 1)
- doi indici ,,nebazici”: unul generic j si un altul particular k (j,k € J)

Teoremal Dacd C; >0, jeJsolutia de baza X(B) asociata bazei B si presupusd
admisibila este optimd. Dacd in plus C; >0, jeJ atunci X(B) este unica solutie optimd a

programului (P).

Demonstratie. Fie X o solutie admisibild oarecare a programului (P). Folosind expresia functiei
obiectiv din forma explicita (4) obtinem:

f(x)=f-Xc;x; < f=7fx®B)

58



Prin urmare solutia admisibild x(B) da functiei obiectiv cea mai mare valoare. Daca toate costurile

reduse sunt pozitive i X # X(B)atunci Y C;X; >0 de unde rezultd ca f(X) < f(x(B))si in consecintd
jed

X(B) este unica solutie optima a programului (P).

Ci e Cr oo oo Cj Ck

CB| VB |VVB|l ... Xi «.v X eeeleee X oo X
Ci Xi 6, | S | R aij e g‘ik
) Ty

Cr Xr br 0 1 _I’J grk
T R O o A
_ AN J

h'd h'd
Zona variabilelor bazice Zona variabilelor nebazice
Tabelul 3.2

Interpretare in tabelul simplex Tg:

- admisibilitatea solutiei X(B) = toate valorile numerice din coloana VVB sunt > 0;
- optimalitatea solutiei X(B) = toate costurile reduse C;asociate variabilelor nebazice

X; , J € J silistate in ultima linie a tabelului Tp sunt > 0.

Teorema II  Daca existd un indice nebazic k € J astfel incat:
C, <0 si a, <0 pentrutoti i €l (8)
atunci programul (P) are optim infinit.
Demonstratie. Dacd in forma explicitd (4) ludm x, =620 si X; =0 pentru jeJ, j=k

obtinem solutia variabild X(&) cu componentele:

x =b -60-a, ,iel
x(@)={x, =6 f(x@)=f-06-t, 9)
X;=0,jed, j=k
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Ipoteza teroremei asigura admisibilitatea solutiei X(&) pentru orice 8 > 0. Deoarece:

lim f(x(8)) =+

00—

functia obiectiv este nemarginitd superior pe multimea solutiilor admisibile ale programului (P) de
unde concluzia teoremei.

Interpretare in tabelul simplex Tg: daca existd un cost redus negativ (C, <0)si toate componentele
coloanei ,.xj” de ,,deasupra” sunt nepozitive (a, <0, 1 e |)programul (P) are optim infinit.
Urmatoarea teorema explica ce se intdmpla daca ipotezele teoremelor I si II nu sunt indeplinite.

Teorema III Presupunem ca existd indicele nebazic k € J astfel incat:
C, <0 si pentru unii indici i € | avem @, >0

Fie r € | un indice bazic cu proprietatea:

b, :min{P—i“ el cu g, >o} (10)

rk a‘ik

o

si fie B’ matricea rezultatd din B inlocuind coloana A" cu coloana A¥. Atunci B’ este o bazi admisibila
a programului (P) si solutia asociatd x(B')este cel putin la fel de buna ca si solutia X(B)1in sensul ca:

f(x(B")) > f(X(B)).

Demonstratie. Deoarece:
detB=a, -detB'#0

urmeazad cd B'este o matrice inversabila, deci o bazd a programului (P). Apoi, solutia variabild (9),

L este

construitd In demonstratia teoremei II, este admisibild numai pentru 0 <8 <6, unde 6, = —
ark

minimul din relatia (10). Se aratd usor ca solutia asociata bazei ,,noi” B’ este chiar x(6,) . Deoarece:
b,
— G (1D

rk

f(x@)=f-6,-c, < f(xB)=f(x(B)-

rezulta f(x(B") > f(x(B)).

Interpretare in tabelul simplex Tp. Teorema III afirmd cd daca existd un cost redus negativ
(C, <0)siunele componente ale coloanei “x¢” de “deasupra” sunt pozitive (&, >0 pentru unii indici I)
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exista o baza admisibila B'a carei solutie asociata este la fel de buna ca si solutia ,,curenta” x(B) daca

nu chiar mai buna. Noua baza B'se obtine introducand coloana A¥ in baza ,,veche” B 1n locul unei
coloane A" al cirei indice se obtine raportind componentele coloanei VVB la componentele

corespunzatoare si pozitive ale coloanei ,,Xx” ( / dacd @, > 0) siludnd minimul acestor rapoarte.

Comentarii pe marginea teoremelor fundamentale

1) Bazele B si B’ din enuntul teoremei III difera printr-o singura coloana. Doua baze cu aceasta
proprietate se vor numi vecine si la fel se vor numi si solutiile de baza asociate. Teoremele demonstrate
aratd cd dacd o solutie de bazd X nu satisface criteriul de optimalitate atunci sau programul (P) are
optim infinit sau printre solutiile de bazad vecine cu X se gaseste una la fel de buna daca nu chiar mai
buna decat X.

2) In principiu, toate consideratiile teoretice facute asupra bazei admisibile B vor fi reluate pe
noua baza admisibila B’. Pentru aceasta avem nevoie de forma explicitd a programului (P) in raport cu
noua baza B':

(12)

unde

=1\ryulky I =d\kiudr

Echivalent, avem nevoie de tabelul simplex T, asociat bazei noi B’. Se poate arata ca setul de

constante numerice {a b’ C f’} rezultd din pivotarea gaussianid cu pivotul a, a setului de

ij >™i»

constante {a b, ,C; , f } din forma explicita in raport cu baza ,,veche” B — vezi anexa.

ij ?

Anexa Pivotarea gaussiana Coloana
T pivotului

Se considera un tabel dreptunghiular T de numere In care a fost :
selectat (pus 1n evidentd) un element nenul p numit pivot. :
Pivotarea gaussiand a tabeluluiT cu pivotul p inseamna :
transformarea tabelului T intr-un nou tabel T’ de aceleasi __@ _____________
dimensiuni dupa urmatoarele reguli: ,

Figura 3.1

1) Coloana pivotului din T devine coloana unitara in T°.
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T’

=

Figura 3.2

2) Elementele din T de pe linia pivotului se impart la pivot si rezultatele se trec in pozitiile

corespunzatoare din T°.

T

ceechecccccce=d

Figura 3.3

3) Celelalte elemente din T, nesituate pe linia sau coloana pivotului, se transforma dupa
regula ilustrata in diagrama din figura 3.4 si numita regula
pozitiile corespunzatoare din T°.

dreptunghiului. Rezultatele se trec in

Figura 3.4
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Exemplu de calcul
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2 0 5 -1 3 2 0 5 -1 3
Figura 3.5

Pivotarea gaussiana este folosita in algoritmul simplex la trecerea de la tabelul asociat unei baze
neoptimale la tabelul asociat unei baze vecine mai bune.

Ck

CB | VB |VVB| .... Xk

O
o
$

Cr Xr

Tabelul 3.6

In notatiile introduse pivotul p =a, se afla la intersectia coloanei variabilei nebazice Xk care
va deveni variabild bazica cu linia variabilei bazice X, care va deveni nebazica. In calculul manual,
pivotarea se aplica valorilor numerice din zona cu marginile ingrosate. Desi calculul valorii functiei
obiectiv in noua solutie de bazd precum si calculul noilor costuri reduse se pot face deasemeni prin
pivotare, recomanddm evaluarea acestor marimi dupa formulele de definitie (5) si (6) din sectiunea 3.1.
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Unitatea de inviatare 4

ELEMENTE DE PROGRAMARE LINIARA
Algoritmul simplex

Cuprins

4.1 Algoritmul simplex

4.2 Determinarea unei baze admisibile de start. Recunoasterea
incompatibilitatii unui program liniar

4.3 Citirea inversei bazei curente din tabelul simplex asociat

4.4 Ilustrari numerice

Probleme propuse
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4.1 Algoritmul simplex

(Este bine ca cititorul sd aibe in fata notatiile, relatiile si consideratiile teoretice dezvoltate in unitatea
de invatare 3!)

Algoritmul simplex este procedeul efectiv de rezolvare a programelor liniare in forma standard
bazat pe consideratiile teoretice dezvoltate in sectiunea precedenta. Instructiunile algoritmului
presupun cunoscutd o baza admisibila B si forma explicitd (4) a programului de rezolvat in raport cu

aceasta baza (echivalent, tabelul simplex Tg)

Pasul 1 (test de optimalitate) Daca toate costurile reduse sunt nenegative, adica
C; 20, j e J solutia de bazd x(B)asociata bazei B este optima; STOP. In caz contrar se execut:

Pasul 2 (criteriul de intrare in baza) Se alege indicele nebazic k € J cu relatia:
¢, =min{C,, jeJ}<0 (*)
Coloana A* va intra in baza curenta.

Pasul 3 (criteriul de recunoastere a optimului infinit) Dacd toate componentele
a, ,ie | sunt <0 programul de rezolvat are optim infinit; STOP. In caz contrar se trece la:

Pasul 4 (criteriul de iesire din bazd) Se determind indicele bazic r € | cu relatia

b, = min{?—i“ el cua, > 0} (**)

rk a‘ik

o

Coloana A" pariseste baza curent.

Pasul 5 (pivotare) Se determind forma explicita a programului de rezolvat in raport cu noua
baza
B'=B\{A"} U{A"}
prin pivotarea gaussiana cu pivotul @, > 0 a formei explicite in raport cu baza curenta B.
Se revine la pasul 1 in cadrul unei noi iteratii.

Observatii si explicatii referitoare la continutul unei iteratii a algoritmului simplex

- Pasul 1 este justificat prin teorema I.
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- Daca s-a trecut la pasul 2, costul C, din relatia (*) este cel mai mic cost redus negativ.

Formula (11) arata cd orice cost redus negativ poate conduce la o bazd admisibild cel putin la fel de
bund ca si B daca nu chiar mai bunda. Alegerea coloanei A care va intra in baza curenta dupa relatia (*)
asigurd cea mai mare viteza de crestere a valorii functiei obiectiv si are drept consecinta — de reguld —
terminarea algoritmului in mai putine iteratii.

- Pasul 3 este justificat de teorema II.

- Atentie: Alegerea coloanei A' care piriseste baza curenti dupi relatia (**) asiguri
admisibilitatea solutiei x(B’)asociati bazei noi B'=B\{A"} U{A*}.

- Daca minimul din formulele (*) si (¥**) nu este unic se va alege primul indice k respectiv r
care realizeaza acest minim (regula lui Bland). Aplicarea acestei reguli are drept consecinta evitarea
ciclarii algoritmului simplex si terminarea lui intr-un numar finit de iteratii (ciclarea Inseamna
reaparitia unei baze care a mai fost cercetatd intr-o etapa anterioard).

- In descrierea algoritmului simplex am presupus ca functia obiectiv se maximizeaza.
Algoritmul este aplicabil si problemelor de minimizare cu urmatoarele mici modificari:

- la pasul 1, solutia de baza curentd este optima daca C; <0, jeld;

- la pasul 2, coloana A care intrd in bazi se determind cu relatia C, = max{Cj ,jeld }

4.2 Determinarea unei baze admisibile de start.
Recunoasterea incompatibilitatii unui program liniar

In sectiunea precedentd am presupus ca programul liniar in forma standard (P) este compatibil
si mai mult am presupus cunoscutd o baza admisibila a acestuia impreuna cu tabelul simplex asociat.
A ramas de raspuns la intrebarea: Cum se recunoaste compatibilitatea unui program liniar?

Vom spune ca programul liniar in forma standard

(max)f =cx
(P): Ax=b
X=0

este in forma buna daca:

- termenii liberi ai restrictiilor sunt nenegativi (<> b > 0)

- matricea tehnologica A contine o submatrice unitate E de ordinul m = numarul restrictiilor din
(P), ceeace revine la a spune ca in sistemul AX = Db fiecare ecuatie contine o variabild cu
coeficientul plus unu care nu mai apare in celelalte ecuatii. Dacd este asa, atunci E este o
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baza a programului (P) — numita baza unitara — si este chiar o baza admisibild pentru ca
solutia de baza asociatd are toate componentele nenegative:

X(E) = xXE=E'b=b>0 |« valorile variabilelor bazice
B x5 =0 <« valorile variabilelor nebazice

In mod evident, forma explicitd a sistemului de restrictii Ax = b1in raport cu baza unitara E coincide cu
sistemul Ax = b astfel ca tabelul simplex asociat se completeaza imediat.

CB|VB|VVB

Nota: valoarea functiei obiectiv in solutia
b A asociatd bazei unitare precum si costurile
reduse se calculeazd cu formulele (5) si (6)

\ R\ din sectiunea 3.1

Figura 4.1

in concluzie, un program liniar in forma bunii este intotdeauna compatibil si putem aplica
algoritmul simplex ludnd baza unitara drept baza admisibila de start!

Daca programul in forma standard (P) nu este in forma buna, el va fi inlocuit — In vederea rezolvarii —
cu un altul in aceasta forma:

- eventualele restrictii cu termen liber negativ se inmultesc cu -1;
- dacad matricea tehnologica nu contine toate coloanele matricii unitare, in anumite restrictii se
vor introduce noi variabile nenegative pentru a creea coloanele unitare care lipsesc. Noile

variabile, numite variabile artificiale se introduc si in functia obiectiv cu un coeficient comun
si foarte mare in valoare absoluta. Coeficientul va fi:

- negativ, daca functia obiectiv se maximizeaza;
- pozitiv, daca functia obiectiv se minimizeaza.

Exemplul 4.1 Programul liniar in forma standard:

3X, +5X, + X, =150

0 35100

X + X =
. 52 ! 300 A=0 1 010

X, +5X X, =
X s 8§ 500 1

X; 20 J=1,-5
AATAATA
(max)f =50x, +40x, +0-X, +0-X, +0- X,
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este In forma buna avand baza unitard admisibild E = [A3 At A ] Tabelul simplex asociat acestei
baze aratd astfel:

50 40 0 0 O
CB|VB|VVB| X3 X, X3 X4 Xs

0 |xs (15013 5 1 0 O
0 |X 2000 1 0 1 O
0 |xs (30008 5 0 0 1

flo|50-40 % * x

Tabelul 4.1

In schimb, forma standard a programului (P) din exemplul 2.3, sectiunea 2.1 a unitatii de invitare 2:

3X; — X,y +2X, =30
2%, + X, — Xy =35
(FSP) X, +3X;  +X; =20
X; 20 j=1--5

(max)f =8%X, —6X, +7X; +0-%, + 0 X;

3 -1 2 00
A=2 1 0 -1 0
1 03 01
Al AT A ATA

0
nu este in forma buni, matricea tehnologicd A continand doar coloana A’ =| 0 |din matricea unitate E.
1

Pentru aducerea la forma buna:
- introducem variabilele artificiale Xg $1 X7 In primele doud ecuatii;
- introducem Xg §1 X7 si in functia obiectiv cu coeficientul comun —M unde M este o constanta

pozitiva foarte mare.

Rezulta programul:

3X, — X, +2X, + X, =30
3 -12 0 010
2X, + X, — Xy +X, =35
FBP ; 20 A=l2 1 0 -1 0 0 1
X +3X;  +X -
( ) : > 1 0 3 0 1 00
X; 20 J=1---7
A'AT AT AT A ACA
(max)f =8%, —6X, +7x; +0-X, +0- X, — Mx, — Mx,
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a carui rezolvare cu algoritmul simplex poate incepe imediat de la baza unitard admisibild
E= [A6 AlA ] Tabelul simplex asociat:

8 -6 7 0 0 -M -M

CB|VB|VVB| x Xz X3 X4 Xs Xs X7
-M | X | 30 3 -1 2 0 0 1 0
M| x; | 35 2 1 0 -1 0 0 1
0 | xs | 20 1 0 3 0 1 0 0
f [-65M|-5M-8 6 -2M-7 M * * *

Tabelul 4.2

Revenind la cazul general, este evident cd daca programul (P) este compatibil atunci solutiile sale
admisibile se identifica cu acele solutii ale formei sale bune (FBP) in care toate variabilele artificiale au
valoarea zero! Deoarece variabilele artificiale sunt insotite in expresia functiei obiectiv de niste
“penalitati” foarte mari, algoritmul simplex este instruit sa caute tocmai aceste solutii!!

Ca urmare, aplicand algoritmul simplex formei bune (FBP), sunt posibile numai doua rezultate:

e La o anumita iteratie se giseste o baza cu proprietetea ca toate variabilele artificiale au valoarea
zero in solutia de baza asociata. Ignorand valorile nule ale acestor variabile obtinem o solutie de baza
admisibild a programului in forma standard (P) si concluzia cd (P) este compatibil. Este posibil ca
solutia gasita sd nu satisfaca criteriul de optimalitate. Continuand aplicarea algoritmului simplex se
ajunge, dupa cum se stie déja, fie la o solutie optima a programului (P) fie la recunoasterea faptului ca
(P) are optim infinit.

e S-a ajuns la solutia optimd a programului (FBP) si n aceastd solutie cel putin o variabila
artificiala are valoare nenuli. In acest caz, programul (P) este incompatibil.

Procedura de initializare a algoritmului simplex descrisd mai sus si caracterizatd prin aceea ca
variabilele artificiale “amendeaza” functia obiectiv cu coeficienti de penalizare foarte mari este
cunoscutd sub numele de metoda penalizarii.

Pentru determinarea unei solutii admisibile de baza de start, in situatia in care programul initial
(P) nu este in forma buna, se poate aplica si asa numita metoda a celor doua faze:

- se introduc variabile artificiale in retrictii, bineinteles acolo unde este cazul, in scopul formarii
unei baze unitare de start (termenii liberi ai restrictiilor se presupun nenegativi)

- in faza I se minimizeazia suma w a variabilelor artificiale introduse. Deoarece si aceste
variabile sunt supuse conditiei de nenegativitate urmeaza ca (min) w > 0. in caz ci (min) w > 0
programul initial (P) este incompatibil. Dacd (min) W = 0 aceasta Inseamna ca s-a gasit o solutie in
care toate variabilele artificiale introduse au valoarea zero Ignorand aceste valori nule rezulta o solutie
admisibild de baza pentru problema in forma standard (P).
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Se poate trece la:

- faza a Il-a, In care se optimizeaza functia obiectiv a programului (P) plecind de la
solutia de baza rezultata la finele fazei 1. Atentie: la inceputul acestei faze vom avea grija sa
recalculam costurile reduse in raport cu coeficientii functiei obiectiv din (P)!!

4.3 Citirea inversei bazei curente din tabelul simplex asociat

Dupa cum am vazut, rezolvarea cu algoritmul simplex a unui program liniar in forma standard (P)
inseamnd generarea si cercetarea unor baze admisibile ale acestui program. Existd situatii in care, din

considerente teoretice sau practice , este necesar si cunoastem inversa B~'a unei baze cercetate de
algoritm. Daca programul (P) este in forma buna si baza de start este matricea unitate E, inversa unei
baze cercetate de algoritm se citeste din tabelul simplex asociat! Intr-adevar, matricea tehnologica a

programului (P) are forma:
A=[A" E]

si apare 1n tabelul simplex initial (Tg) — vezi figura 4.2
Fie acum B o baza cercetatd de algoritmul simplex. Matricea tehnologica a formei explicite a
programului (P) in raport cu baza B are forma:
B'A=[B'A" , B'E=B"|
si va apare in tabelul simplex (Tg) asociat bazei B

zona variabilelor bazice de start—\

CBVB[VVB P CBIVBVVB |
(Tk) A’ E |:> BA’ B! Tg)
f f g
Figura 4.2

Comparand tabelele (T) si (Tg) rezulta concluzia:

La fiecare iteratie, algoritmul simplex pune in evidenti inversa B'a bazei curente B. Ea
este formati din coloanele A’ =B™'A’din tabelul simplex asociat,corespunzitoare coloanelor
A’care au format baza unitara de start!
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4.4 Exemple de aplicare a algoritmului simplex

Exemplul 4.2 Reluam problema firmei de calculatoare (P) introdusa in unitatea de invatare 1 sectiunea
1.1, exemplul 1.2. Problema a fost rezolvata grafic in unitatea de invitare 2, sectiunea 2.2 In aceeasi
unitate, dar in sectiunea 2.4, exemplul 2.3, s-a construit forma standard si s-a discutat semnificatia
economici a variabilelor de abatere. In actuala unitate de invitare, sectiunea 4.2, s-a constatat ci forma
standard (FSP) permite aplicarea nemijlocitd a algoritmului simplex si s-a construit tabelul simplex
asociat bazei de start (tabelul 4.1). Mai jos se dau si celelalte tabele simplex care conduc la solutia
optima — vezi tabelele 4.3 — 4.5. Trecerea de la un tabel la altul s-a facut pe baza explicatiilor date in
anexa unitatii de Invatare3 (pivotarea gaussiand).

In trei iteratii s-a obtinut solutia optima a programului original (P):

X'=30 X, =12 (max)f =1980
Valorile variabilelor de abatere: x; =0 x; =8 X =0

Interpretarea solutiei a fost déja data in unitatea de invatare 2, sectiunea 2.2.

50 40 0 O O ITERATIA 1
CB|VB|VVB| x; X X3 X4 Xs Baza: B' = [A3 JAYA’ ]
0|x| 150 |3 5 1 0 0| 1503=50  Solutiaasociati: X(B') =(0,0,150,20,300),f=0
0|X| 200 1 0 1 0 — C, <0,C, <0 —> criteriul de optim nu este verificat.
0|xs|300]) 8 5 0 0 1 300:8 =37.5 In baza intrd A' si iese A’.

f 0 [-50 -40 * * * ITERATIA 1

0lx|752| 0 |258l 1 0 -3/8|7502:25/8=12 Baza: BZ:[A3:A4:Al]-Soluﬁaasociatﬁi
U o | aeiioa0  X(BY)=(75/2,0,75/2,20,0). f=1875

0
50| x| 752 1 58 0 0 1/8|752:58=60 C, < 0 —> criteriul de optim nu este verificat.

In baza intra A si iese A°.
f 11875 * -35/4 * * 25/4

40 | X | 12 0 1 825 0 -3/25 ITERATIA 3
0|X| 8 | 0 0 -825 1 3/25 Baza: B® = [Az, AH A ] Solutia asociata:
s(x| 30 |1 0 -15 0 15 x(B*) = (30,12,0,8,0), f=1980
£ 11980 | * * 14/5 * 26/5 Criteriul de optim este verificat — solutia curenta este
optima.

Tabelele 4.3 — 4.5

Exemplul 4.3 (interpretarea geometrica a algoritmului simplex). Recapituldm rezolvarea programului
(FSP) din exemplul 4.2, listdnd bazele generate de algoritm, solutiile de baza asociate si “proiectiile”
acestor solutii in spatiul (de fapt planul) variabilelor de decizie originale X; si X2 — vezi tabelul 4.6
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Proiectiile au fost apoi evidentiate in multimea solutiilor admisibile 4 ale programului original (P) —
vezi figura 4.3 Se observa cd solutiile cercetate corespund unora dintre “varfurile” multimii 4.

procedura a plecat din varful O apoi s-a deplasat catre varful “mai bun” A si s-a oprit in varful
“optim”B.

Proiectia in Valoarea
Baza B Solutia x(B) asociata lanul (’X %) functiei
P P20 | obiectiv
B' =[A%, A*, A% x(B') = (0,0,150,20300)| 0= (0,0) 0

BZE[AS,A“,AI] x(B*)=(%£,0,£,20,0) | A=(37.5,0) 1875

B’ =|A*,A*,A"| x(B)=(30,12,080) | B=(30,12) 1980

Tabelul 4.6

X2

B=(30,12)=solutia optima

> X,

0=(0,0) A=(37.5 ,0)

Figura 4.3

Exemplul 4.4 Vom determina solutia optimd a programului liniar (P) dat in unitatea de Invatare 2,
sectiunea 2.1, exemplul 2.3. In sectiunea 4.2 a acestei unititi de invitare am constatat ci forma
standard (FSP) nu contine baza unitard de start, drept care s-a trecut la forma bund (FBP) si s-a
construit tabelul simplex de start (tabelul 4.2). Rezolvarea (FBP) este data in tabelele 4.7 — 4.9

In solutia optima, variabilele Xg 1 X7 au valoarea zero; urmeaza ca programul initial (P) are solutia
optima:

=13 ;=9 X =0 (max)f =50
Valorile variabilelor de abatere: X, =0 X; =7
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Cititorul atent a constatat cd acesta este un exemplu de aplicare a metodei penalizarii!

8 6 7 0 0 M -M
CB|VB| VVB | x; X2 X3 X4 Xsi X X7
Mx| 30 [3] - 20 00 1 0
M| x| 35 | 2 1 0 -1 0, 0 1
olxs| 20 | 1 o 30 10 0 0
f|-65M |-5M-8 6 QM7 Mk *
8[x,/ 10 | 1 13 23 0 0 13 0
Mx| 15 o] 53 |43 1 ol 23 1
olxs| 100 13 73 0 1:-13 o0
f 151\/}+80 *  5M/3+10/3 4M/3-5/3 M * ESM/3+8/3 *
8|x. | 13 | 1 0 25 <15 00 U5 1/5
6lx| 9 |0 1 45 35 04 -2/5 3/5
0|xs| 7 |0 0 135 15 1: -1/5 -1/5
fl 50 | * * 1 2 %! M+4 M2

Tabelele 4.7-4.9

30:3=10
35:2=17.5
20:1=20

15:5/3=9
10:1/3=30

3

-1

0

Exemplul 4.5 Din tabelul simplex ,,optim” 4.9 rezultd ca inversa bazei B = [A1 AN ]= 2 1 0

este matricea B_lz[ﬂé,ﬁ7,ﬁs]= % % 0

%

-4

¥ 0

%1

corespund coloanelor unitare A°, A’ A’ care au format baza unitari de start.

Exemplul 4.6 Cu ajutorul algoritmului simplex vom arata ca programul:

are optim infinit.

(P)

(max) f =3x, +4X,
—3X +4x, <12
=-2X+ X, < 2

X —2X,< 2
X=20,%,20

1

0

1

Coloanele A° A7, A’din tabelul simplex 4.9
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Forma standard si matricea tehnologica a acesteia:

—=3X, +4X, + X,
—2X+ X, + X,
(FSP) X, —2X,
X;20 j=1-5

+ X

(max)f =3% +4%x,+0-X,+0-X, +0-X;

A=

-3 4 10
-2 1 01
1 -2 0 0

AlAAAA

0
0
1

Plecam cu baza unitard E = [A3 A AS]. Dupa trei iteratii — vezi tabelele 4.10 — 4.12 - se obtine solutia

asociatd bazei B = [Al A AS] care nu verifica criteriul de optim  intrucét C, = —2% < 0 dar satisface

conditia criteriului de recunoastere a optimului infinit: A*=B"'A*<0.

3 4 0 0 0

CB|VB|VVB| x; Xo X3 X4 Xs5
0 x| 12 ] 3 4 1 0 0
0 x| 2 | 2 o 1 0
0 |x| 2 12 0 0 1
fl o[ 3 -4 + % %
0lx| 4 5] o 1 4 o
4 x| 2| 2 1 0 10
0lx| 6 | 3 0 0 2 1
fl 8 [ .11 x4 ¥

3 x| 45 ] 1 0 151451 0
4 [x|185] 0 1 251351 0
0 |x|42/5] 0 0  3/51-12/51 1
fl845] * % 11/51-24/5) *

Tabelele 4.10-4.12

12:4=3
2:1=2
4:5=0.8

Este instructiv sa refacem demonstratia teoremei Il (unitatea de Invatare 3, sectiunea 3.4) pe acest

exemplu. Scriem forma explicita a programului de rezolvat (FSP) in raport cu baza B = [Al A A ] :

X +%X3_%X4 :%
X2+%X3_%X4 :l%
%X3_%X4+X5 :4%
1%X3_2%X4 +f:8%
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Luand X, =0 si X, =6 > 0 rezulta solutia variabila X(€) cu componentele:
X, =%+%-0,% =%+%-0,X,=0,X,=0,X, =%+%-60

evident admisibila pentru orice 0 nenegativ. Valoarea functiei obiectiv in solutia generatd este
f(X(0)) =% +2-0. Cum [im T (x(8)) = +oo, functia obiectiv este nemarginita superior pe multimea

f—x
solutiilor admisibile ale programului (FSP)
Interpretarea geometrica a rationamentelor facute este data in figura 4.4 Proiectiile solutiilor de baza
cercetate de algoritm in planul variabilelor X; , X2 sunt varfurile O(0,0), A(0,2) si B (4/5,18/5) ale
multimii de solutii admisibile ale programului original (P)

Solutia variabila

X\ =05+ Y50, % =" +%-0

Solutia de baza
X1 = 4/5 X, =18/5

Solutia de baza
X]_:O X2 =2

Dreapta de nivel a

Solutia de baza de functiei obiectiv

start X;=0 X, =0

Figura 4.4

Exemplul 4.7 Vom aplica algoritmul simplex si metoda celor doua faze la rezolvarea programului
liniar:

(max) f =2x, +3Xx,
2%, + X, 240

(P) X, +3x, =30
X, + X, <30

X, X, 20
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Forma standard si matricea tehnologica a acesteia:

2X, + X, — X, =40
X, +3X, - X, =30 21 -1 00
(FSP) X, + X, +X; =30 A=1 3 0 -1 0
X; 20 j=1,--5 11 0 01
(max)f =2X, +3X, +0-X, +0-X, +0-X,

Pentru formarea bazei unitare de start introducem variabilele artificiale Xg $1 X7 in primele doua restrictii
din (FSP).
In faza I se rezolva programul in forma buna:

2%, + X, =X, + X =40
; 30 21 -1 0010
X, +3X - X + X, =
! g N 7 30 A= 1 3 0 -1 0 0 1
EXoo T = 11 0 0100
X;20)=1,---7
, A'AT A ATATACA
(min)w = X, + X,

plecand de la baza unitard E = [A6 JATLA ] Vezi tabelele 4.13 — 4.15

0 0 0 0 0 1 1
CB | VB |VVB| x; Xo X3 X4 Xs Xg X7
1 X6 40 2 1 -1 0 0 1 0 40:1=40
1| ox | 30| 1 0 -1 0 o0 1 30:3=10
0 X5 30 1 1 0 0 1 0 0 30:1=30
w | 70 | 3 4 1 -1 * *
1 X6 30 |L5/3 0 -1 1/3 0 1 -1/3 30:5/3=18
0 | x [ 10|13 1 0 -13 0 0 13 10:1/3=30
0 X5 20 | 273 0 0 1/3 1 0 -1/3 20:2/3=30
W 30 | 5/3 * -1 1/3 * * -4/3
0 X1 18 1 0 -3/5 1/5 0 3/5  -1/5
0 X2 4 0 1 /5 -2/5 0 -1/5  2/5
0 X5 8 0 0 2/5  1/5 1 -2/5  -1/5
w | 0 x * 0 0 Ll -]

Tabelele 4.13 — 4.15

Atentie: se aplicd instructiunile algoritmului simplex pentru problemele de minimizare! Astfel, la
prima iteratie testul de optimalitate nu este verificat deoarece exista costuri reduse pozitive. In baza
intrd coloana A” care are cel mai mare cost redus: T, =4 >01in dreapta tabelului au fost afisate

rapoartele care definesc —prin minimul lor — coloana care iese din baza.
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in faza II se maximizeaza functia obiectiv originala f plecind de la solutia admisibila de bazi gasita la
finele primei faze — vezi tabelele 4.16 si 4.17. De fapt, tabelul 4.16 este tabelul 4.15 din care au fost

eliminate coloanele variabilelor artificiale,costurile reduse fiind recalculate in raport cu functia f.

2 3 0 0 0
CB VB | VVB X1 Xo X3 Xq Xsg
2 X1 18 1 0 -3/5  1/5 0 18:1/5=90
3 X2 4 0 1 1/5  -2/5 0 -
0 X5 8 0 0 2/5 I 1/5 I 1 8:1/5=40
f 48 * * -3/5  -4/5 *
2 X1 10 1 0 -1 0 -1
3 Xz 20 0 1 1 0 2
0 X4 40 0 0 2 1 5
f 80 * * 1 * 4
Tabelele 4.16-4.17

Recapituland, algoritmul simplex a examinat patru solutii de bazd ale caror proiectii in planul

variabilelor originale X; , Xz sunt punctele O , X, M si N — vezi tabelul 4.18 si figura 4.5

Baza  [Solutia (X, X,, X5, X,, X5, X¢, X; ) [Proiectia solutiei in planul (X,,X,)
A’ AT A (0,0,0,0,30,40,30) 0 (0,0)
A A’ A’ (0,10,0,0,20,30.0) X (0,10)
ALA’A° (18.,4,0,0,8,0,0) M (18.,4)
ALAZA? (10,20,0,40.5,0,0) N (10,20)
Tabelul 4.18
X2
Solutia optima
X, =10, X, =20

. X(0,10

0(0,0)5 7” .

dreaptd de nivel

functiei obiectiv

Figura 4.5

77



In primele doua solutii, cel putin una din variabilele artificiale X¢ sau X; are valoare nenuli; punctele
corespunzatoare O si X sunt in afara multimii solutiilor admisibile # ! Celelalte doua solutii, in care
Xs = X, =0 se identifica cu varfurile M si N ale lui 4.

Exemplul 4.8 Cu ajutorul algoritmului simplex vom arata ca programul:

5X, — X, + X; 26
2%, + X, +3%X, <7
(P){=3x, + X, +2X, =2
X5 Xy, X3 20

(min) f = 6X, + X, —2X,

este incompatibil (nu are solutii admisibile)

Scriem forma standard si matricea tehnologica a acesteia:

SXp— X+ X3 =X, =6
5 3 . 5 -1 1 -1 0 0
X, + X, +3X + X =
cop 31223 : ) A=l 2 1.3 01 0
( )y =3X%, + x2+-x3 - X4 = 3 12 00 -1
X; 20 J=1,--,6
, Al ATA ATA A
(min) f =6X, +X, =2X; +0-X, +0-X, +0- X,

Pentru formarea bazei unitare de start introducem variabilele artificiale X7 si Xg in prima respectiv a treia
ecuatie din (FSP). Forma bund a programului este:

5X, — X, + Xy — X, + X, =6
2%, + X, +3X, + X =7
(FBP)y  —=3X, + X, +2X, — X +Xg =2

X, 20 j=16

(min) f =6X, +X, =2X, +0-X, +0-X, +0-X, + M - X, + M - X
Initiem procedura simplex cu baza unitard E = [A7 A A8] - vezi tabelele 4.19 — 4.21. Din ultimul tabel

rezultd ca in solutia optima a (FBP), variabila artificiala X; are valoare nenuli: X, =1. Se conchide
ca programul original (P) nu are solutii admisibile (este incompatibil).
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6 1 -2 0 0 0 M M
CB|VB| VVB X1 Xz X3 Xq Xs Xe X7 Xg
M | X7 6 5 -1 1 -1 0 0 1 0 6:1=06
0 | Xxs 7 2 1 3 0 1 0 0 0 7:3=233
M | Xg 2 -3 1 | 2 | 0 -1 0 1 2:2=1
f &M 2M -6 -1 3IM+2 -M * -M * *
M | X; 5 13/2 -3/2 0 -1 0 12 1 -172 5:13/2=10/13
0 | Xs 4 | 1372 | -1/2 0 0 1 32 0 -3/2 4:13/2=8/13
2 | X3 1 | -3/2 12 1 0 0 -1/2 0 12 -
f | 5SM-2 |-13M/2-3 -3M/2-2  * -M * M/2 +1 ¥ 3M/2-1
M | X; 1 0 -1 0 -1 -1 -1 1 1
6 | Xg 8/13 1 -1/13 0 0 2/13 3/13 0 -3/13
2 | Xg | 25/13 0 5/13 1 0 3/13 -2/13 0 2/13
f [M-2/13 * -M-16/13 * -M -M+6/13-M +22/13 * -22/13

Tabelele 4.19 — 4.21

Exemplul 4.9 Vom arata — cu ajutorul algoritmului simplex —ca programul:

X, + X, +X; =10
X, — X, > 1
(P)T  2x, +3%, +X; <21
X5 Xy, X3 20

(max)f =2X, +3X, + X,

are mai multe solutii optime de baza si de aici o infinitate de solutii optime!

Introducem variabilele de abatere X4 si Xs 1n restrictiile inegalitati (rezultand forma standard (FSP))
dupa care, pentru formarea bazei unitare de start, introducem si variabilele artificiale X §1 X7 in primele
doua relatii. Obtinem forma buna:

(FBP)

X, + X, + X, + X4 =10
X, — X, - X, + X, =
2X, +3X, + X, + X =21

X; 20 =17
(max)f =2X, +3X, + X; +0-x, +0- X, — Mx, — MX,
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Aplicarea algoritmului simplex este afisata in tabelele 4.22 — 4.26. La iteratia 4 (tabelul 4.25) s-a gasit
solutia optimd a programului (FBP) in care variabilele artificiale Xs si X; au valoarea zero; in

consecintd forma standard (FSP) are solutia optimd X, asociati bazei [A3 Al Az] , in care:

X, =% X, =% x;=7% (max)f =21

valorile variabilelor de abatere: X, =0 X;=0
2 3 1 0 0 -M -M
CB | VB VVB X1 Xo X3 Xa X5 X6 X7
-M | X 10 1 1 1 0 0 1 0 10:1=10
-M | X7 1 1 -1 0 -1 0 0 1 1:1=1
0 X5 21 2 3 1 0 1 0 0 21:2=10.5
f -1IM |-2M-2 -3 -M-1 M * * *
-M | X 9 0 2 1 1 0 1 -1 9:2=45
2 X1 1 1 -1 0 -1 0 0 1 -
0 Xs 19 0 5 1 2 1 0 -2 19:5=3.8
f -OM+2 *  2M-5 -M-1 -M-2 * *  2M+2
-M | X 7/5 0 0 3/5 1/5 -2/5 1 -1/5 7/5:3/5="17/3
2 | X 24/5 1 0 /5 -3/5 1/5 0 3/5 24/5:1/5=24
3 Xo 19/5 0 1 /5 2/5 1/5 0 -2/5 19/5:1/5=19
f |-IM/5+21] * *  3M/5 -M/S 2M/5+1  * 6M/5
1 X3 7/3 0 0 1 1/3 -2/3 53  -1/3 7/3:1/3=17
2 | X 13/3 1 0 0 -2/3 1/3 -1/3  2/3 -
X2 10/3 0 1 0 1/3 1/3 -1/3 -1/3 10/3:1/3=10
f 21 * * * 0 1 M M
0 | X4 7 0 0 3 1 -2 5 -1 7:3=2.33
2 X1 9 1 0 2 0 -1 3 0 9:2=45
3 Xo 1 0 1 -1 0 1 -2 0
f 21 * * 0 * 1 M M

Tabelele 4.22 — 4.26

Din tabelul 4.25 rezulta ca variabila nebazica X4 are costul redus nul: C, = 0. Introducerea coloanei
A* in baza curenti conduce la o alti solutie admisibili de bazi, tot atit de buni ca si solutia X
deci optima!! (vezi tabelul 4.26). Noua solutie X este asociatd bazei [A4 Al Az] si are componentele:

X"=9 X;'=1 %77 =0 (max)f =21
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valorile variabilelor de abatere: X; =7 x:=0

Programul original (P) va avea o infinitate de solutii optime care sunt combinatii convexe ale
solutiilor de bazi X" si X adicd au forma: x=ax’ +(1-a)x” cu 0<a <1 sau, pe componente:

X\, =% -a+9(1-a)=9-% -«
X, =% a+l-a=1+)-«a

X, =7-a

valorile variabilelor de abatere :

>
1l

x,=7-T-«a
Xs =0

De exemplu, pentru = % propgramul (P) are solutia optima:

X, =7 X,=2 X =1 (max)f =21

valorile variabilelor de abatere: X, =4 X, =0

care nu este o solutie de baza!!

Probleme propuse

1. Printre solutiile admisibile ale unui program liniar (P) in forma standard cu trei restrictii i cinci
variabile se gasesc si vectorii:

x' =(10,5,510,2) x*>=(03,7,0,0) x’=(5062,4) x*=(0,0,7.3,4)

Stiind ca doud si numai doud dintre cele patru solutii sunt solutii de baza, care sunt acestea?
2. Se considerd urmatoarele afirmatii:

1) dacd un program liniar are optim infinit atunci multimea solutiilor sale admisibile este
nemarginita;

i1) daca multimea solutiilor admisibile ale unui program liniar este nemarginitd, programul are
cu sigurantd optim infinit.
Sunt amandoud adevarate?

3. Instructiunile logice si de calcul ale algoritmului simplex sunt:

P = pivoteaza tabelul simplex curent;
O = aplica criteriul de optimalitate;
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I = aplica criteriul de intrare n baza;
E = aplica criteriul de iesire din baza;
X = aplica criteriul de recunoastere a optimului infinit.

In ce ordine se succed aceste instructiuni intr-o iteratie a algoritmului simplex?

4. 1) Ce asigurd aplicarea corecta a criteriului de iesire din baza din algoritmul simplex?
i1) Sa presupunem cd, in aplicarea algoritmului simplex la rezolvarea manuald a unui program
liniar (P), ati ajuns la un tabel simplex in care, in coloana VVB (= Valorile Variabilelor

Bazice) a aparut o valoare negativa. In ipoteza cd toate operatiile aritmetice au fost bine
facute care este concluzia corectd?

a) ati gresit la alegerea coloanei care paraseste baza curenta,
b) programul (P) este incompatibil;

¢) nici o problema, continuati aplicarea algoritmului;

d) ati gresit la alegerea coloanei care intra n baza curenta;
e) programul (P) are optim infinit.

5. 1) Care este formula de calcul a solutiei asociate unei baze B a unui program liniar in forma
standard.

i1) Se da programul liniar:

(max) f = 5%, +3x, +4x,
X, +2X, +4x; <100

(P)T 2x,+ X, + X, <100

X, +3X, +3X%; =120
X5 X5, X5 20

Aplicand algoritmul simplex formei standard rezultd ca solutia optima este asociatd bazei

i _1 _3
2 10 10
3 Al A2 . B'=| 0 3 1 < . .
B=|A",A ,A"| care are inversa 5 5 |. Sa se determine componentele solutiei
-1 _1 7
2 "1 10

optime a programului (P).

6. In procesul rezolvarii unui program liniar de maximizare s-a ajuns la urmatorul tabel simplex:

CB| VB |VVB X1 Xo X3 Xq Xsg
X1 10 1 -2 3 0 2
Xq | 20 0 -1 2 1 1
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Completati tabelul cu ce lipseste si continuati aplicarea algoritmului simplex.

7. Prin aplicarea algoritmului simplex unui program liniar de maximizare, In forma standard, cu

trei restrictii si cinci variabile s-a ajuns la urméatorul tabel simplex:

3 4 0 0 0
CB | VB |VVB| x; X2 X3 Xa Xs
X1 1 0 /5 -4/5 0
X2 0 1 2/5  -3/5 0
X5 0 0 -3/5 715 1
f

tiind cé termenii liberi ai restrictiilor sunt 12,2, 6 si ci baza unitara de start a fost E = [A’, A*, A’
! §

completati tabelul cu ce lipseste si determinati solutia optima a programului.

8. Rezolvati cu ajutorul algoritmului simplex urmatoarele programe liniare:

a) (P)

b) (P)

¢) (P)

(max)f =2x, +3X, +5x,

X+ X, + X, <7

X, +2X, +2X%;, <13

3, —

X, + X, <5

X5 Xy, X5 20

(max) f =7x, +4x,
X, +4X, <16

2X, + X, < 8
X+ X, <5
X, %, =20

Interpretare geometrica.

(min) f =5x, +8X,
2X, +5x%, <12

4, + X, < 6
X+ X, =3
X, X, 20

Interpretare geometrica.
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d) (P)

e) (P

(min) f =6X, + X, —2X,
SXi— X+ X, 26
2%, + X, +3X, <7

=3X, + X, +2X, 22

X5 X5, X, 20

(min) f =X, +2X, + X, + X5 —5X;
OX, —2X, + X3 =X, + X +2X, =4
2% = 3%, = X3+ X, +5Xq =3
3%, = X, + 2%, +4X, + 31X+ X =2

X;20 j=1--,6
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Unitatea de invatare 5

ELEMENTE DE PROGRAMARE LINIARA
Dualitatea in programarea liniara

Cuprins

5.1 Dualul unui program liniar

5.2 Invarianta la dualitate a formei canonice
5.3 Principalele rezultate ale dualitatii liniare
5.4 Interpretarea economica a problemei duale
5.5 Algoritmul simplex dual

Probleme propuse
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In principiu, oricarui program liniar 1 se asociaza un altul numit dualul sdu si, in esenta, teoria
dualitatii studiaza relatiile dintre cele doud programe dar si interpretarile acestora in analiza
economica.

Reamintim ca o restrictie a unui program liniar s-a numit:

- concordanta, daca este o inegalitate de tipul < intr-o problema de maximizare sau > intr-o
problema de minimizare;

- neconcordanta, daca este o inegalitate de tipul > intr-o problema de maximizare sau < intr-o
problemd de minimizare.
Restrictiile inegalitati nu fac obiectul acestei clasificari.
Un program liniar in forma canonicd este un program in care toate restrictiile sunt inegalitati
concordante si toate variabilele sale respecta conditia de nenegativitate.
Orice program liniar poate fi adus la o forma canonica fie de maximizare fie de minimizare prin
operatii care nu altereaza nici solutiile admisibile si nici pe cele optime.

5.1 Dualul unui program liniar

Fixdm un program liniar (P) cu m restrictii si n variabile X,,X,,---,X, . Pentru a conferi constructiei

maxima generalitate vom presupune cd, pe langa variabile ce pot lua numai valori nenegative (= 0)
existd si variabile ce pot lua numai valori nepozitive (< 0) precum si variabile fara restrictie de semn,
care pot lua orice valoare reala.

Asociem programului (P) un nou program liniar (Q) numit programul dual, dupa regulile I-IV de mai
jos. In raport cu programul dual (Q), programul (P) se va numi programul primal.

I. Dacd in (P) functia obiectiv se maximizeaza (se minimizeaza), in programul (Q) functia
obiectiv se minimizeaza (se maximizeaza).

II. Restrictiei de rang i din programul primal (P) 1i corespunde in (Q) o variabila
u, i=1---,m. Daca restrictia de rang i este o inegalitate concordanta (o inegalitate

I
neconcordanta, respectiv o egalitate) variabila duald U; este nenegativa (nepozitiva,
respectiv fara restrictie de semn).

III. Variabilei X; din programul primal (P) ii corespunde in dualul (Q) restrictia de rang j,
j=1,.n
- membrul sting al restrictiei duale este combinatia U,a,; +U,a,; +---+U,a, In care

a azj oo, a
- membrul drept este coeficientul Cj pe care variabila X; il are in functia obiectiv din (P);
- dacd variabila Xj este nenegativa ( nepozitiva, respectiv fara restrictie de semn) restrictia

duala asociata este o inegalitate concordanta (inegalitate neconcordanta, respectiv egalitate)

s m sunt coeficientii variabilei xj din toate restrictiile programului (P);
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IV. Functia obiectiv a programului dual (Q) este g=ub +u,b, +---+u_b, unde

b,,b,,---,b, sunt termenii liberi ai restrictiilor din programul primal (P).

Prin urmare programul dual are atitea variabile (restrictii) cate restrictii (variabile) are programul
primal.

Exemplul 5.1 Constructia dualului unui program liniar poate fi schematizata astfel:

Programul primal Programul dual
3X] — Xp +2X3 +6X4 212 <> up =0
X| +4Xy + X4=6 © u, frs
2X] +3Xy +5X3— X4 < 8 < us <0
X =0 e 3up+ Uy +2u3 <10
) Xy <0 < —Up+4uy +3uz3 > 7 ©
X320 < 20 +5u3 < 2
X4 frs © 6u;+ Uy - uz3=4
(min) f =10X; +7, +2X3 +4X4 (max)g =12u; +6U, +8u;

Din constructia prezentata rezultd urmatoarea concluzie importanta:

Dualul programului dual este programul primal.

Referitor la acest fapt, vom spune ca dualitatea liniara are proprietatea de simetrie. Din aceastd cauza,
fiind dat un program liniar (P) si dualul sau (Q), vom spune ca (P;Q) este un cuplu de programe
liniare in dualitate fara a mai specifica in mod expres care problema este primala si care duala.

5.2 Invarianta la dualitate a formei canonice

Duala unei forme canonice de maximizare (minimizare) este o forma canonica de
minimizare (maximizare).

Afirmatia rezulta din schema:

n

X <b i=L--,m > u, >0 i=1---,m

j=1
- m -

(P) X; 20 j=1---,n > _Z;uiaijZCj j=L---,n +(Q)
i=
n . m
(max)f =3 c;x; (min )g = > u;b,
j=1 i=l1
Forma canonica de maximizare Forma canonica de minimizare
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Matricial, un cuplu de probleme in dualitate, in forma canonica se scrie:

Ax<b UA>c
(P) x>0 Q) u=0
(max)f =cx (min)g = ub
cu conventiile notationale:
a11 aln bl
A=| ¢ ¢ i1, b=|:|coloand! ; c=[c, - c,] linie!
aml amn bm
Xl
x=|: |coloand! ; u=[u, - u,]linie!
X

Exemplul 5.2 Programele liniare:

3X, +5X%, <150
3u, 8u, =50
X, < 20
Su, +u, +5u; =40
(P)< 8%, +5x, <300 (P,)
u,=20,u, 20,u, 20
X, 20,X, =20

(min)g =150u, +20u, +300u,

(max) f =50x, +40Xx,

in care (P;) este modelul firmei de calculatoare din introducere (sectiunea 1.1 a unitétii de invatare 1)
iar (P;) este dualul sdu constituie un cuplu de programe in dualitate , in forma canonica.

Atentie: forma standard nu se conserva prin trecere la programul dual!!. Afirmatia rezultd din

schema:
2%, =b i=1--m © u, frs i=1---,m
j=1
(P) X; 20 j=1---,n © g‘u‘a” >¢; j=L-,np(Q)
(max)f = > ¢;x; (min )g = > u;b,
j=1 i=1
forma standard de maximizare programul dual nu este in forma standard!
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Matricial

Ax=Db UA>cC
Programul in forma standard de maximizare (P) X>0 are dualul (Q) u frs

(max)f =cx (min)g = ub

Ax=b UA<cC
Analog, programul in forma standard de minimizare (P) X>0  are dualul (Q) u frs

(min) f =cx (max)g = ub

Este important de retinut faptul cd operatiile prin care un program liniar este adus la o forma
canonicd (de maximizare sau de minimizare) nu altereaza constructia programului dual! Acesta
este motivul pentru care forma canonica constituie cadrul natural de prezentare a teoriei
dualitatii liniare.

Exemplul 5.3 Pentru ilustrare, sa consideram programul liniar:

(max) f =X; +2Xy — X3
4X; —3Xy +2X%3 = 30

(P)y 2X+ Xp+5x3= 50
—X] +6Xy +9x3 <200

X1 20,Xy <0, X3 frs

al carui dual este programul:
(min)g = 30u; +50u, +200us
4up+2up — uz = 1
Q)< —-3uj+ uy+6uz< 2
2uy +5Uy +9u3 = -1
U frs,up; <0,u3 20

Vom transforma acum (P) intr-un program echivalent (P’), in forma canonica de minimizare, al carui
dual (Q’) vom arata ca este echivalent cu (Q). Pentru aceasta:

- Inlocuim functia obiectiv f =X; +2X, —X3 cu functia opusa f'=—-f =—-X; —2X, + X3 pe

care 0 vom minimiza;
- inlocuim egalitatea 4X; —3X;, +2X3 =30 cu inegalitatile de sens contrar:

4X1 —3X2 +2X3 <30 —4X1 +3X2 —2X3 >-30
4X1 —3X2 +2X3 >30

89



inlocuim inegalitatea — X; + 6X, +9X3 <200 cu inegalitatea de sens contrar:
X] — 6X2 —9X3 >-200
-inlocuim X, =—X5 cu x5 >0 si X3=X3 —X3 cu X3 >0,x3 >0

Mai jos este dat programul (P’) impreuna cu dualul sau (Q")

(min) f' = —x; +2x5 + X3 — X3 (max)g’ =-30u;" +30u; +50u5 —200us
— 4% —3x5 —2X3 +2%3 > —30 © ui>0
4x; +3x5 +2x3 —2x3 > 30 Ya uy >0
2% — Xh +5x3 —5x3 > 50 © ub, >0
(P){ X +6X5 —9%3 +9x3 <-200 Ya u; >0 Q")
x| >0 Ya —4uf” +4up +2uh + uz <-1
X5 >0 o ~3uf +3u;] — ub+6U3< 2
X3 >0 Ya —2u]" +2u; +5u5 —9u3 <1
X3 >0 RN 2u;" —2u; —5ub +9u3 < -1

Efectuand substitutiile:

uf —uy =u; = u; frs
up =—-Up, =>Uy <0
programul (Q") se rescrie:

(max)g’ = -30u; —50u, —200u; i
(min)g = 30u; +50u, +200u5
—4U1 —2U2 +Uj3 <-1
4U1+2U2— Us > 1
(Q') —3U1 +Uy +6U3 <2 (Q) 3 6 < 9
= —J3U;+ Ur +0Uz <
—2U1—5U2—9U3S 1 1 2 3
2U1 +5U2 +9U3 =-1
2U1 +5U2 +9U3 <-1
Uy fI'S,Uz SO,U:}, >0
Up frs ,Up SO,U3 >0
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5.3 Principalele rezultate ale dualitatii liniare

Teorema 1 Fie (P) un program liniar in care functia obiectiv f se maximizeaza si fie (Q) dualul
sau, in care functia obiectiv g se minimizeaza. Presupunem cd programele (P) si (Q) sunt compatibile
si fie X respectiv U o solutie admisibila oarecare a programului (P), respectiv a programului (Q).
Atunci:

i) f(x)<g(U)
i1) Daca f(X)=g(U)atunci X si U sunt solutii optime ale programelor (P) respectiv (Q).

Demonstratie.i) Putem presupune ca (P) si (Q) sunt forme canonice:

Ax<b UA>cC
(P) X=>0 (Q) u=0
(max)f =cx (min)g = ub
o 5 AX <D _ UA>c
Prin ipoteza: _ s1 _
X>0 ux>0
) AX<b o UA>c o
Atunci: o = UAX<ub ; B = UAX >cX
u=0 X=>0

Rezulta: cX <UAX <Ub sideci: f(X)<g(U).

ii) Daca cX =Ubsi X nu ar fi solutia optima a programului (P) ar exista o solutic admisibila X'
a lui (P) mai buna decat X in sensul ca ¢X' > cX. Ar rezulta ca ¢cX' > Ub < f(X') > g(U) contrar celor
demonstrate mai inainte.

Observatie: Din teorema 1 rezultd in particular ca daca (P) si (Q) sunt programe compatibile atunci
ambele au optim finit i (max)f < (min)g . In fapt, avem chiar egalitate, aga cum arata urmatoarea:

Teorema 2 (teorema fundamentala a dualitatii) Orice cuplu de programe liniare in dualitate
se gaseste Tn una si numai in una din urmatoarele trei situatii:

I) Ambele programe sunt compatibile. Atunci ambele programe au solutii optime si valorile
optime ale functiilor obiectiv coincid.
II) Numai unul dintre programe este compatibil celalalt fiind incompatibil. Atunci programul
compatibil are optim infinit.
III) Ambele programe sunt incompatibile.
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Nota: ,Substanta” teoremei fundamentale este datd de afimatiile subliniate; limitele impuse acestei
lucrari nu permit justificarea acestor afirmatii. O precizare la prima asertiune este data in urmatoarea:

Teorema 3 Fie (P) un program liniar in forma standard cu optim finit, dat impreuna cu dualul

sau (Q)

Ax=Db UA=cC
(P)! x>0 Q)] u frs
(max)f =cx (min)g = ub

si fie B 0 baza admisibila a Iui (P) a carei solutie asociata X" = X(B) este optima. Atunci vectorul:
* Bp-1
u' =c°B

este o solutie optima a programului dual (Q).

Demonstratie: Teorema 3 va fi o consecintd a teoremei 1 dacd demonstram ca:

i) U” este o solutie a problemei (Q) adicda U"A>c;

i) f(x")=g(u")
In notatiile introduse in sectiunile precedente avem:

Hu'A-c=u"[B,s]-[c®,c’]=[u"B-c®,u's—c®]=[c® —c®,c®B 'S —c*|=[0,c]>0
deoarece B este o baza optima;
ii) f(x")=cx" =c®B'b=u'b=g(u")

Foarte important: Solutia optima u” =c®B™" a programului dual (Q) se poate citi din tabelul simplex
optim al programului primal (P) fiind formatd din marimile:

_ BRI =
z,=c"A’ =33

iel

corespunzitoare coloanelor A! care au format baza unitari de start (dupd cum se stie deja, coloanele

A corespunzitoare coloanelor A’ din baza unitard de start formeazi inversa B a bazei optime!! Vezi
sectiunea 4.3 a unitatii de Invatare 4).

In continuare fixdam un cuplu (P;Q) de programe liniare in dualitate. Se stie ca fiecarei variabile din (P)
sau din (Q) 11 corespunde o restrictie in cealaltd problema. Prin definitie, ecartul unei restrictii este
diferenta dintre cei doi membri ai sai. Evident, daca restrictia este o egalitate ecartul sau este zero in
orice solutie a programului din care face parte restrictia. Vom nota cu S(P,Q) ansamblul relatiilor de
forma:

VARIABILA ., ECARTUL restrictiei

din (P) sau din (Q) asociate in dualad -0
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cu conventia de a nu include 1n sistem relatiile In care ecartul este identic zero. Relatiile din sistemul
S(P,Q) se numesc relatii de complementaritate.

Exemplul 5.4 Pentru cuplul de probleme in dualitate:

X +3X3 <20 > u, =0
2X; + X, >35 < u, <0
3X, =X, +2X%; =30 e us frs
(P) X, 20 “ u, +2u, +3u; > 8 Q)
Xy, 20 > u, —u; =2-6
X320 < 3u, + 2Uuy =7
(max) f =8x%, —6x, +7X; (min)g = 20u, +35u, +30u,

sistemul relatiilor de complementaritate este format din egalitatile:

u (X, + 3%; —20)=0 )
u, (2%, + X, -35)=0 (2)
S(P,Q) 1%, ( u; +2u, +3u; —8)=0 )
X, ( U, — U;+6)=0 “4)
X5 (3u, +2u;,=7)=0 (5)

Relatia U5 (3X, — X, +2X; —30) = 0 a fost exclusd deoarece ecartul din paranteza este identic zero!

Exemplul 5.5 Pentru cuplul de probleme in dualitate in forma canonica:

Ax<b UA>cC
(P)¢ x=0 Q4+ u=0
(max)f =cx (min)g = ub

sistemul S(P,Q) are forma matriciala:
U(Ax-b)=0
(UA-c)x=0

(cu notatiile matriciale introduse 1n sectiunea 5.2)
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Exemplul 5.6 Pentru cuplul:

Ax=D UA>cC
(P) X>0 Q) u frs
(max)f =cx (min)g = ub

in care (P) este o forma standard, sistemul S(P,Q) se reduce la:

(UA-c)x=0
Cu aceste pregatiri putem enunta:

Teorema 4 (Teorema ecarturilor complementare) Fie (P,Q) un cuplu de programe liniare in
dualitate si fie S(P,Q) sistemul relatiilor de complementaritate. Atunci, un cuplu de solutii admisibile
(X,u)ale programelor (P) respectiv (Q) este un cuplu de solutii optime ale celor doud programe, daca

si numai daca X si U verifica sistemul S(P,Q).

Demonstratie: Fara a restrange generalitatea putem presupune cd (P) si (Q) sunt forme
canonice:

Ax<b UA>cC
(P) X>0 Q) ux0
(max)f =cx (min)g = ub

(aceasta deoarece, orice program liniar poate fi transformat intr-o formad canonicd echivalentd).
Sistemul S(P,Q) se compune din relatiile matriciale:

u(Ax—-b)=0
(UA—c)x=0

= Presupunem cd@ Xsi U sunt solutii optime ale programelor (P) respectiv (Q). Probam ca Xsi U
satisfac sistemul S(P,Q).

Fie a=U(b— AX)si f=(UA—-C)X.Evident «>0,5>0 deoarece Xsi U sunt solutii admisibile ale
celor doud programe. Atunci:

a+ f=Ub—UAX+UAX—-CX=Ub—-cx=0
deoarece, in baza teoremei fundamentale a dualitatii, optimele cXsi Ubale celor doud programe

coincid!
Din a+ f=0si a20,20 rezultd a =P = 0ceeace inseamnd cd X si U satisfac S(P,Q).

& Presupunem ca Xsi Usunt solutii admisibile ale programelor (P) respectiv (Q) care satisfac
sistemul S(P,Q). Din U(b— AX)=0 si (UA—C)X=0rezultd cX=UAX=Ubsi in baza teoremei 1
solutiile X si U sunt intr-adevar optime.
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Foarte important: teorema ecarturilor complementare ne permite sa determindm solutia optima a unui
program liniar dacd stim solutia optimd a dualului sau. Altfel spus, rezolvarea unui program liniar
este echivalenta cu rezolvarea dualului sau.

Exemplul 5.7 Consideram cuplul de programe in dualitate din exemplul 5.3. Vom determina solutia
optima a programului (P) stiind cd dualul (Q) are solutia optima u; =0, u; = -2, u; = 4 .Introducem

u*1n relatiile (1) — (5) din sistemul S(P,Q):

(1) — nu da nimic (in sensul ca paranteza poate avea orice valoare!)
(2) — la optim 2X, + X, —35 =0 deoarece U, =-2 =0

(3) — nu da nimic;

(4) — nu da nimic;

(5) — la optim X; =0 deoarece 3u, +2u; —7=1%0

Prin urmare, solutia optima a programului (P) trebuie sa verifice relatiile:

2X; + X, =35
X; =0

rezultate din analiza intreprinsa, precum si restrictia egalitate din (P):
3X, — X, +2X; =30

Rezolvand sistemul format se gaseste X; =13,x, =9, x; =0.

5.4 Interpretarea economica a problemei duale

Sa consideram un cuplu de programe liniare in dualitate in forma canonica:

iaijxjsbi i=L---.m < u, 20
j=1
P x,20 j=l-n o dSua ¢, Q)
i=1
(max)f = Zn:Cij (min)g :iuibi
j=1 i=1

Presupunem ca (P) modeleaza activitatea unui sistem de productie in care m resurse R,,R,,---,R_
(forta de munca, capacitati de productie, materii prime, servicii, bani etc) disponibile in cantitatile
limitate b,,b,,---,b, sunt transformate in n bunuri G,,G,,---,G,. Sistemul realizeazad un venit din
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vénzarea bunurilor G,,G,,---,G, la preturile c,,c,,---,c, . Transformarea resurselor R;in bunurile G;
este descrisa de matricea consumurilor unitare [aijJ i=1L---,m j=1,---,n.

Programul (P) formalizeaza cerinta de a determina in ce cantititi vor fi produse bunurile
din resursele existente astfel incét sistemul sa obtina cel mai mare venit.

In acest context se pune problema determinrii unui continut economic coerent pentru
problema duala (Q).
Fie:
f ¥ =venitul maxim posibil de obtinut din resursele date;

X/, X5, -+, X = cantitatile de bunuri care realizeaza venitul maxim f~.

X" =(X,X%;,+, X, ) este deci solutia optima a programului (P) iar f* este optimul acestui program.
Avem relatia:
f*=cX +CyX; +---+C,X, (1)

Deoarece venitul maxim f* rezultd in exclusivitate din transformarea resurselor in bunuri (se
presupune ca tot ceeace se produce se si vinde!) rezultd in mod logic ca fiecare resursa are un anumit
aport (contributie) la formarea lui f*. In evaluarea acestor contributii vom folosi aceleasi ipoteze de
liniaritate care ne-au condus la programul liniar (P) si anume:

- aportul unei resurse la formarea venitului maxim poate fi exprimat prin orice numar real
nenegativ;

- acest aport este direct proportional cu cantitatea de resursa disponibild;

- aporturile diferitelor resurse sunt independente intre ele astfel cd venitul maxim este suma
aporturilor individuale.

In acest context, notam cu u;,u;,---,u’ aportul a cate o unitate din resursele R,,R,,---,R_ la

m

formarea venitului maxim f*. Ipotezele de liniaritate sus amintite implica:

u 20,u; 20,---,u, >0 (2)
f*=u'b, +usb, +---+u_b, (3)

La producerea unei unitdti din bunul G;se folosesc cantitatile a,;,a,;," -, din resursele

1j>
R\,R,,--,R, . Aportul acestor cantitati la venitul f" este dat de expresia: uja,; +usa,; +---+U,a,.
Pe de alta parte, o datd produsa si vandutd, o unitate din bunul G; contribuie la f"cu pretul sau c;.

Deoarece f* rezultd numai din transformarea resurselor in bunuri si vAnzarea acestora este logic ca

uja,; +uja,; +--+Uya . >C; 4)

m~'mj
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Relatiile (1) — (4) coroborate cu teorema fundamentald a dualitatii aratd ca aporturile unitare

us,u,,---,u, ale resurselor R,R,,---,R  la formarea venitului maxim f" constituie solutia

m m

optima a programului dual (Q).

Deoarece aportul unitar al unei resurse este exprimat in unitati monetare/unitatea de resursa urmeaza ca
acest aport este practic un pret atasat resursei respective. Totusi, acest aport unitar nu reflecta valoarea
intrinsecd a resursei respective i ca urmare nu trebuie identificat cu pretul real al resursei. El cuantifica
importanta resursei in contextul dat, context caracterizat prin:

- resurse disponibile Tn cantitati limitate;
- tehnologie liniard” de transformare a resurselor in bunuri;
- preturi determinate pentru bunurile produse si vandute.

Prin urmare, dacd in aceste elemente intervin schimbari este posibil ca si aporturile resurselor sa se
modifice, macar ca ,.fizic”, resursele au rdmas aceleasi! latd motivul pentru care in literatura de
specialitate, aceste aporturi unitare se numesc preturi umbra sau evaluari obiectiv determinate.

Relatia (3) aratd ca venitul maxim f° depinde liniar — in anumite limite totusi! — de cantitatile

disponibile b;,b,,---,b, de resurse prin intermediul aporturilor unitare u;,u;,---,u. . Atunci relatia:

af *

—=u i=L---,m
ob,

aratd cd o crestere cu o unitate a disponibilului actual al resursei R, implicd o crestere a venitului

maxim cu valoarea U; .

Consideratiile precedente se pot dezvolta si in contexte mai generale. Sa presupunem ca intr-o
problema de planificare a productiei resursa R; reprezintd o anumita categorie de fortd de munca care

trebuie utilizatd in intregime. Restrictia care formalizeaza aceastd cerinta va fi o egalitate si ca urmare,
variabila duald asociatd u;, va putea lua orice valoare reali. Daca valoarea optimd U; este negativa
aceasta va Insemna ca cerinta utilizarii integrale a resursei R, este ,,excesivad”, o eventuala crestere a

disponibilului ei avand efect negativ asupra obiectivului maximizarii venitului. Din contrd, o relaxare
a cerintei, adicd admiterea posibilitatii folosirii partiale a resursei in cauzd, poate duce la rezultate mai
bune!

Functionarea optimala a sistemului de productie modelat de programul liniar (P) poate fi
descrisa alternativ prin urmatoarea situatie de ,,echilibru”.
Presupunem date urmatoarele ,,propuneri”:

- 0 combinatie X/ ,X,,---,X, de cantititi de bunuri ce ar putea fi produse din disponibilele

b,,b,,---,b, de resurse, aceasta insemnand:
n . .
28X <b i=1-,m
j=1

s

X120 j=1--,n
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- un sistem de evaluari unitare u;’,u,,---,u; ale resurselor cu proprietatea ca pretul fiecarui

bun este acoperit de evaluarea resurselor incorporate intr-o unitate din bunul respectiv:

Presupunem ca au loc implicatiile:

I) daca evaluarea unitard a unei resurse R, este pozitiva atunci resursa este integral utilizata in
producerea bunurilor, in cantitatile specificate:

n
u'>0 — Zaijx]f:bi
j=1

II) dacad resursa R, este excedentard, in sensul ca disponibilul depaseste necesarul pentru

producerea cantitatilor specificate de bunuri atunci evaluarea resursei este zero, altfel spus, resursa este
Hgratuita’:

n
;X <b = u =0
j=1

III) daca bunul G;se produce efectiv atunci evaluarea resurselor incorporate intr-o unitate este
egala cu pretul bunului:

m
X;>0 = ;uiaij =C;
i=

IV) dacé evaluarea resurselor incorporate intr-o unitate din bunul G; depaseste pretul bunului
atunci G; este propus a nu se produce:

m
2uia; >c¢; = X;=0
i=1

Este evidenta indeplinirea relatiilor de complementaritate din teorema ecarturilor complementare:

ui*(bi _Zn:aijx?)zo i :1,--.,m
j=1

m

(zui*aij _Cj)x? =0 j=1L--,n

i=1

care atestd ca X" =(X,,X,,--, X, ) constituiec combinatia in care bunurile ar trebui produse pentru ca
venitul sa fie maxim.
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5.5 Algoritmul simplex dual

Reluam programul liniar general, in forma standard:

Ax=Db
(P) x>0
(max)f =cx

in ipotezele si notatiile introduse in sectiunile unitatii de invatare 3.
In raport cu o baza oarecare B a programului (P) am definit urmatoarele concepte:

B

X
- solutia asociata x(B) = |:

s j| data de formulele:
X

xB=B7b, x° = 0 sau, pe componente: X; =5i,ie| X;=0,jeld

- costurile reduse asociate, reunite in vectorul:

c=c®B™'S-c® sau pe componente Ej=CBB_1Aj—C-=Z-—C- jeld
AR iV

Zj

Vom spune ca baza B este:
- primal admisibila daca solutia x(B)asociatd bazei B este admisibila, adica BI >20,iel;

- dual admisibila daca se verifica criteriul de optimalitate al algoritmului simplex adica:
C;j 20, j € J in problemele de maximizare sau C; <0, j € J in cele de minimizare.

Solutia asociatd X(B)se va numi primal sau dual admisibild daca baza B este primal sau dual
admisibila.

Evident, dacd baza B este simultan primal si dual admisibild atunci ea este chiar optima in
sensul ca solutia asociata este o solutie optimd a programului (P).

Algoritmul simplex prezentat in capitolul anterior si caruia ii vom zice in continuare algoritmul
simplex primal determind o bazd optima prin generarea unei secvente (finite) de baze primal
admisibile. Pentru pornire este necesara cunoasterea unei asemenea baze.

Algoritmul simplex dual datorat lui LEMKE (1953) determind o baza optima pentru
programul (P) prin generarea unei secvente (finite) de baze dual admisibile si are nevoie la start de o
asemenea baza.

Instructiunile algoritmului simplex dual sunt urmatoarele:

Start: se presupune cunoscuta o baza dual admisibild B precum si tabelul simplex Tg asociat acesteia.
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Continutul unei iteratii:

Pasul 1 (Testul de optimalitate) Daca 5, >0,ie l(adica toate componentele coloanei VVB sunt

nenegative) Stop: solutia asociati bazei B este optimi (fiind simultan primal si dual admisibila). in
caz contrar se trece la:

Pasul 2 (Criteriul de iesire din bazd) Se determind indicele bazic r € | cu proprietatea:

b, = min{p; ,ie 1} (1)

Coloana A" pariseste baza curent.

Pasul 3 (testul de recunoastere a incompatibilitatii) daca a; 20, j € J (adica toate componentele
liniei variabilei bazice X, situate in corpul mare al tabelului simplex sunt nenegative) Stop: programul
(P) este incompatibil. in caz contrar se trece la:

Pasul 4 (criteriul de intrare in baza) Se determina indicele nebazic k € J cu formula:

C.
=min{|-H, jeJcua,; <0 )
rj

6k
ark

k b - A -
Coloana A" intra in baza curenta.

Pasul 5 (Pivotare) Se construieste tabelul simplex Tp- asociat bazei B’ dedusa din B prin inlocuirea
coloanei A" cu coloana A* prin pivotarea tabelului simplex Tg cu pivotul a,, <O0.

Se actualizeaza baza curentd B «— B’ si se revine la pasul 1 in cadrul unei noi iteratii.
Observatii (similare celor facute pe marginea algoritmului simplex primal):

- alegerea coloanei care pardseste baza curentd dupa relatia (1) are menirea de a accelera
procesul iterativ;

- alegerea coloanei care intrd in baza curentd dupa relatia (2) ne asigurd ca si noua bazd va fi
dual admisibila;

- In caz cd minimul din (1) sau minimul din (2) nu este unic se aplica regula lui Bland: se alege
indicele cel mai mic care verifica relatia respectiva.

Important: Algoritmul simplex dual nu trebuie privit ca o alternativa a algoritmului primal! Acesta
este si motivul pentru care nu discutam modalitatile de determinare a unei baze dual admisibile de start.
In principiu, orice problemd de programare liniari se va rezolva cu ajutorul algoritmului simplex
primal §i numai 1n acele cazuri 1n care vor rezulta baze dual admisibile se va aplica algoritmul simplex
dual.

Exemplul 5.8 Pentru un program liniar in forma canonicd de maximizare si in care toti termenii liberi
ai restrictiilor sunt nenegativi, rezolvarea (manuald) cu algoritmul simplex primal, nu pune probleme
deosebite: o bazad (primal) admisibila de start este formata din coloanele variabilelor de abatere!
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Prin simetrie, aplicarea algoritmului simplex dual unei forme canonice de minimizare, in care toti
coeficientii functiei obiectiv sunt nenegativi, este tot atit de simpla: coloanele variabilelor de abatere
asigurd o baza dual admisibila de start!

Pentru ilustrare vom considera programul liniar:

(l’IllIl)f = 12X1 + 2X2 + 6X3
_3X1 —2X2 +X3 >3
(P)

4X1 + Xy +X3 >4
X1, Xp, X3 >0

Introducem variabilele de abatere X4 i X5 dupd care inmultim cu -1 egalitatile rezultate:
3Xl+2X2—X3+X4 =-3
—4X = Xg — X3 + X5 =—4
Solutia asociata bazei E = lA4, ASJ nu este admisibila:
X1:0 Xy =0 X3 =0 X4 =-3 X5 =—4

dar daca evaludm costurile reduse C;,C,,C3 constatim cd ele verificd criteriul de optimalitate al

algoritmului simplex — bineinteles pentru problemele de minimizare! — vezi tabelul simplex 5.1 Prin

urmare, baza E = [A4, A5J este dual admisibila.

Sa urmarim aplicarea instructiunilor algoritmului simplex dual (instructiunile evident verificate nu au
mai fost specificate!)

CB| VB | VVB X1 Xo X3 X4 X5
X4 -3 3 2 -1 1 0

xs | -4 -4|-1|-1 0

« | -1 [ 5] 0o 3 1 2
x| 4 | 4 1 1 0o 4
f 8 -4 * -4 * -2
20 x | 115 0 35 -1/5 255

1
2| X | -24/5 0 1 | -7/5 | 4/5  3/5

f 84/5 * *  -8/5 -4/5 -18/5
12 xg 1/7 1 3/7 0 7 -1/7
6 | Xs 24/7 0 -57 1 -4/7  -3/7
f 156/7 | =  -8/7 *  -12/7 -30/7

Tabelele 5.1 — 5.4
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Iteratia 1 (tabelul 5.1)
Pasul 2 Conform relatiei (1), coloana A° iese din baza curenti.

=12) |=2] |9
—4]"]=1]"|-1]
Pasul 5 Pivotarea tabelului 5.1 cu pivotul incadrat -1 conduce la tabelul 5.2

Pasul 4 Se aplica relatia (2): min{ , } =2 = coloana A” intr in baza curenta.

Iteratia 2 (tabelul 5.2)

Pasul 2 Coloana A* iese din baza curenti (unic candidat!).
-4| |-4

-3
Pasul 5 Pivotarea tabelului 5.2 cu pivotul incadrat -5 conduce la tabelul 5.3

3

Pasul 4 Se aplica relatia (2): min{

4 A .
} = g —> coloana A' intri in baza curenta.

Iteratia 3 (tabelul 5.3)
Pasul 2 Coloana A’ iese din baza curenti (unic candidat!).
Pasul 4 Coloana A’ intrd in baza curentd (unic candidat!).
Pasul 5 Pivotarea tabelului 5.3 cu pivotul incadrat -7/5 conduce la tabelul 5.4

Iteratia 4 (tabelul 5.4)
Pasul 1 Solutia curentd este simultan primal si dual admisibila .

Solutia optima a programului (P) are componentele:

X| = , X»=0 , X3=— ; (min)f =—
| 2 375 (min) 7

1
7

Probleme propuse

1. Scrieti dualele urmatoarelor programe liniare

(max)f =4X1+5X2

(max) f =4x; +5Xy + X3 +10X4 +8X5 .

X] + Xy <15 (min) f = X; + Xy + X3
- X] + 2X3 +3X4— X5 >10

X] + 7%y <21 X] +2Xy +3X3 =6

a) 3 4X] +7Xy —=3X3 + X4 +5X5 <30 b) c

3X| =X <6 4X] +3Xy +2X3 =7
2X1 +3Xy + X3 — Xq4 +4X5 =20

2X] + Xy 22 X1,Xp,X3 20
X1, X 20;X3,X4 ZO;XS frs

X1, X >0

2. Se considerd un program liniar (P) Tmpreuna cu dualul sau (Q). Fie u, variabila din (Q) asociata
primei restrictii din (P). Daca in solutia optima a dualului(Q), U, are o valoare negativa care din
urmatoarele afirmatii — referitoare la prima restrictie din (P) — este intotdeauna adevarata?
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a) este o inegalitate neconcordanta;

b) este o inegalitate concordants;

c) este o egalitate;

d) este o egalitate sau o inegalitate concordanta;
e) este o egalitate sau o inegalitate neconcordanta.

3. Sa se scrie dualele urmatoarelor programe liniare:

. (mll’l)f =X +Xy
(min) f =5x%; —6X%, (max) f =3x +5x;
2X1+ X223
- Xy >3 -X+ X223
a) b) C) —2X1+ X2 >2
X1+X222 X1+2X232
X1+4X2 >4
XIZO,XZ >0 XIZO,X220
XIZO,XZ >0

Utilizand metoda graficd sau algoritmul simplex sa se rezolve cuplurile de probleme obtinute. Sa se
compare valorile functiilor obiectiv in solutiile optime atunci cand acestea exista.

4. Se da programul liniar:
(min)g = 3X, +5X, +3X,
(P) 2X, — X, +3X%; 21

2X, +2X, =X, 24
X, <0,X, 20,X; 20

Se noteazi cu V numirul varfurilor multimii solutiilor admisibile ale programului dual (Q) si cu u”
solutia optima a lui (Q). Atunci:

av=a.u =L B pvoa =23 gvasu =B agv=su=[22]
575 8’8 5°5 8’8

5. a) Ce particularitate prezinta un program liniar in al cadrui dual variabilele nu au restrictie de semn?
b) Ce particularitate are un program liniar daca programul dual asociat este in forma standard?
c¢) Ce se poate spune despre un program liniar al carui dual are optim infinit?
d) Ce se poate spune despre un program liniar al carui dual este un program incompatibil?
e) Ce se poate spune despre un program liniar al carui dual are optim finit?
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6. a) Scrieti dualul (Q) asociat programului liniar:

(max) f = x, + X,
3X, +2X, <12
(P)<=-2%+ X, < 2
X +2X, < 6
X 20,X, 20

b) Se dau urmatoarele cupluri de solutii admisibile pentru cuplul de programe in dualitate (P,Q):

(=09
u=(;,0,7 u=(,1,1)

Care dintre ele este un cuplu de solutii optime?
7. Scrieti dualul (Q) asociat programului liniar:

(min) f = 2x, + X,
3+ X, 23
(P)y 4x,+3X,26
X, +2%, <3
X, 20,%X,20

Care dintre urmatoarele doud cupluri de vectori este un cuplu de solutii optime ale celor doud
programe?
—(3 6
X=(5,5
—(2 1
u= (E 55 O)

(max) f =3x%, —2X, +7X,
X; — X, +3X; <30
4%, + X, —2X; <22
Xi,Xy,X3 20

8. Se considerd programul liniar:

(P)

impreund cu dualul sau (Q) in care variabilele u,,u, sunt asociate primei respectiv celei de a doua

restrictii din (P). Fie X* =(X;,X3,X3) si u® =(u;,us) solutiile optime ale celor doud programe.
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Daca x5 >0 si u; =3 atunci valoarea maxima a functiei obiectiv f este:
a) 216; b) 76; c) 164; d) 52; e)112

9. Se considera programul liniar:
(max) f =50x, +40x,

3%, +5%, <150

(P) X, < 20
8X, +5x, <300
X, 20,%x, =20

Fie u,,u,,u, variabilele programului dual.Stiind ca in solutia optima a programului dual avem u,>0 si

u,>0, valoarea maxima a functiei obiectiv din (P) este:
a) 1980 ; b)1890; ¢)2120; d)2080; e)2020

10. Se considerd urmatoarea problemd de maximizare a venitului unei firme cu trei activitati care
utilizeaza trei resurse:

(max) f =5x, +3x, +4Xx,
X; +2X, +4X%; <100
2%+ X, + X3 <100
X; +3X, +3X; =120
X;20 j=123

Se stie cd baza optima B este formata din coloanele A*, A", A” ale matricii tehnologice si ca:

11 3]

2 10 10

B'=| o 3 _1
5 5
17

2 10 10 |

Daca disponibilul actual al resursei R3 — care trebuie consumata in Intregime - scade cu o unitate atunci
venitul maxim al firmei:

a) creste cu % ; b) creste cu é ; ¢) scade cu é ; d) nu se modifica ; e) scade cu % .
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11. Instructiunile algoritmului simplex dual sunt:

P = Se pivoteaza tabelul simplex curent;

O = Se cerceteaza daca solutia dual admisibila curentd are toate componentele nenegative;

I = Se aplica criteriul de intrare in baza;

E = Se aplica criteriul de iesire din baza;

S = Se cerceteazd dacd este verificata conditia de incompatibilitate de catre programul care se
rezolva.

In ce ordine se aplica aceste instructiuni?
a) O,E,LLS,P ; b) O,E,S,L,P ; c¢) O,S,E,LLP ; d) O,,S,E,P ; ¢) O,LLE,S,P
12. Folosind algoritmul simplex dual sa se rezolve.

1) programul liniar c) din exercitiul 1;

i1) programul liniar din exercitiul 4;
i11) programul liniar din exercitiul 7.

(se va proceda ca in exemplul 5.8 din sectiunea 5.5).
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Unitatea de invatare 6

ELEMENTE DE PROGRAMARE LINIARA

oooooo

Cuprins

6.1 Introducere

6.2 Modificarea unor componente ale vectorului C al coeficientilor functiei
obiectiv

6.3 Modificarea unor componente ale vectorului b al termenilor liberi

6.4 Adaugarea unei restrictii suplimentare

oooooo

6.6 Programare parametrica

Probleme propuse
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6.1 Introducere

Consideram un program liniar in forma standard:
(max)f =cx
P=P(ADb,c)y Ax=b
X220

El si solutia sa optima sunt perfect determinate de cunoasterea masivelor A,b,c si ca urmare va fi
identificat in continuare prin sigla P(A,b,c).

In numeroase aplicatii practice, P(A,b,c) modeleazi activitatea unui sistem de productie in cadrul
cdruia un numar de resurse sunt transformate in bunuri. In acest context elementele a;; ale matricii

tehnologice A au in general semnificatii de consumuri unitare, componentele b, ale vectorului b
desemneaza cantitati disponibile de resurse iar componentele c;ale vectorului € pot reprezenta preturi

sau profituri unitare.
Toate aceste marimi numerice au fost presupuse pand acum a fi constante. Nu putine sunt situatiile n
care constantele programului P(A,b,C) sunt fixate doar pe o anumita perioada, ele suferind modificari

de mai micd sau mai mare amploare prin trecerea la o noua perioada. In aceste situatii suntem interesati
in a cunoaste efectul acestor modificari asupra solutiei optime a programului original. Evident, acest
efect poate fi masurat rezolvand problema modificata de sine statator.

in acest context, scopul reoptimizirii este de a arita cum se obtine solutia problemei
modificate pleciand de la solutia optima a problemei originale. Ne bazam pe observatia ca la mici
modificari ale datelor initiale corespund schimbiri de micd amploare in solutia optima,
schimbiri ce se pot determina cu un efort de calcul relativ mic, oricum mai mic decit in cazul in
care problema modificata ar fi rezolvata ,, de la capat”.

In cele ce urmeaza vom presupune ci programului P(A,b,c) i s-a aplicat algoritmul simplex rezutand
concluzia ca are optim finit. Fie B o baza optima si fie

B — B—lb

X(B) = XXS

solutia de baza asociatd. Optimalitatea inseamna:

- valorile variabilelor bazice sunt nenegative: B™'b > 0;
- costurile reduse satisfac criteriul de optimalitate al algoritmului simplex:

c,=c’B'Al—¢;20 , jel

cu notatiile introduse in sectiunile anterioare.
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Exemplul 6.1 Pentru ilustrari vom folosi programul:

(max) f = 20x, + 16X, +17x;
X; +2X, < 680
(P)4 2%+ X, +4x; <800

2% +2X, + X3 <900

X, 20,X, 20,X; 20

Presupunem ca (P) modeleaza activitatea unui sistem de productie care produce trei bunuri G,,G,,G;
in cantitdtile X;,X,,X; folosind trei resurse R,,R,,R; cu disponibilele limitate 680, 800 respectiv 900

unitati. Bunurile sunt vandute la preturile 20, 16 respectiv 17 unititi monetare si obiectivul urmarit este
elaborarea unui program de productie care sd maximizeze venitul total.
Dupd introducerea variabilelor de abatere X,,Xs,X, - cu semnificatia de cantitati neutilizate din

resursele R;,R, respectiv R; - si aplicarea algoritmului simplex a rezultat tabelul:

20 16 17 0 0 0
CB|VB|VVB| X3y X2 X3 X4 Xs Xg
0| X | 1300 0 52 1 1 -32
20 xg [ 350 | 1 O 72 O 1 -1/2
16| x[100] 0 1 -3 0 -1 1

f 1800 * * 5 * 4 6

Tabelul 6.1

Din tabel extragem programul de activitate care maximizeaza venitul:
X; =350 unitati din G; ; X5 =100 unitati din G, ; X; =0 ; venit maxim = 8600 u.m.

Valorile variabilelor de abatere:

*

;=130 ; x;=0 ; Xx,=0

aratd ca resursele R, si Rj ar fi folosite integral in timp ce din R; ar rdmane 130 unitati neutilizate.

6.2 Modificarea unor componente ale vectorului Cc al coeficientilor functiei

obiectiv
Problema originala Problema modificata
(max)f =cx (max)f’'=c'x
(P)=P(Ab,c)s Ax=b (PY=P(Ab,c)s Ax=b
X=0 Xx=0
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unde ¢’ =(cj,C5,--,C;,) este vectorul noilor coeficienti ai functiei obiectiv.

Evident, ambele programe au aceeasi multime de solutii admisibile; in particular solutia optima
X(B) a programului original (P) este o solutie admisibila de baza a programului modificat (P"). Pentru

a testa optimalitatea solutiei X(B)in raport cu noua functie obiectiv, recalculam costurile reduse:

ci=c®B'AI-c[20 , jel
Doua situatii sunt posibile:
-noile costuri reduse satisfac criteriul de optimalitate al algoritmului simplex: (_:]7 >20,jel.
Atunci solutia X(B) este solutie optima si pentru programul modificat (P’);
R -noile costuri reduse nu satisfac criteriul de optimalitate: unul sau mai multe dintre ele sunt < 0.
In acest caz, rezolvarea programului (P') se va face cu algoritmul simplex primal ludnd X(B)ca solutie
de start.

Exemplul 6.2 In problema de optimizare din exemplul 6.1 profiturile unitare rezultate din vanzarea
bunurilor sunt 4, 3 respectiv 6 u.m. Suntem interesati in a determina programul de productie care
maximizeaza profitul total.Vom realiza acest Iucru schimband 1in (P) functia obiectiv
,venit’= f =20x, + 16X, + 17X, cu functia ,,profit’= f'=4x, +3X, + 6X; si rezolvand noul program

de sine statitor. Deoarece maximizarea profitului si maximizarea venitului sunt obiective
,heantagoniste”, este firesc sd credem ca solutia unuia s-ar obtine mai usor daca se pleaca de la solutia
celuilalt. In cazul de fatd recalculim costurile reduse — evaluate in tabelul 6.1 in raport cu functia
,venit” - folosind coeficientii functiei ,,profit”. Vezi tabelul 6.2, din care rezultd cd solutia care
maximizeaza venitul nu maximizeazd si profitul. Totusi o singura iteratie este suficientd pentru
obtinerea rezultatului dorit — vezi tabelul 6.3

4 3 6 0 0 O

CB|VB|VVB| X1 X2 X3 X4 X5 Xg
0| X | 130 | 0 O |52]1 1 -372
4 | % |35(1 0 72 0 1 -12
3 (%X |100 0 1 -3 0 -1 1
fol1700| * * -1 * 1 1

6 [ X3 | 52 |0 0 1 2/52/5-3/5
4 | x| 168 1 0 0 -7/5-2/58/5
3 (X |25 |0 1 0 6/5 1/5-4/5
fol1752| * * % 2/5 7/5 2/5

Tabelele 6.2-6.3

Programul de activitate care maximizeaza profitul propune realizarea urmatoarelor cantitati:
X;~ =168 unitati din Gy; X5 = 256 unitati din G; X3~ = 52 unitdti din Gs; profit maxim = 1752 u.m.

folosind integral toate resursele deoarece X;* = X;* = X;~ = 0.S-ar obtine un venit de

20-168+16-256+17-52 = 8340 u.m.
reprezentand 97.9% din maximul posibil de 8600 u.m.
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Fata de solutia care maximizeaza venitul, solutia care maximizeaza profitul are cateva calitati:

- produce toate bunurile;

- utilizeaza toate resursele;

- venitul scade foarte putin (cu numai 2.1%) In schimb rata profitului este superioara: 21% fata
de 19.8%.

6.3 Modificarea unor componente ale vectorului b al termenilor liberi

Problema originala Problema modificata
(max)f =cx (max)f =cx
(P)=P(ADb,c){ Ax=b (P)=P(Ab,c){ Ax=b'
Xx=0 X0
by
incare b’ =| : [ este vectorul noilor termeni liberi ai restrictiilor.
by,

De aceasta data, programele (P) si (P') au multimi de solutii admisibile diferite. in schimb, avand

aceeasi matrice tehnologica si aceeasi functie obiectiv, au aceleasi baze dual admisibile!
Incepem prin a determina solutia X'(B) a programului modificat (P") asociata bazei B:

X:B — B—lbr
XIS — O

X'(B) {

Avem nevoie de inversa B™'a bazei B, inversa care se extrage din tabelul simplex optim asociat bazei
B — vezi sectiunea 4.3 din unitatea de Invatare 4!

Deoarece B este o baza optima pentru programul original (P) si costurile reduse C; = cBB'AI —¢ j nu

s-au modificat, urmeaza ca x'(B) este o solutie dual admisibila pentru programul modificat (P"). Doua
situatii sunt posibile:

- x'® =B7'b’ 2 0. Atunci x'(B) este solutia optimi a programului modificat (P');
- x'® =B7'b’ are si componente negative. In acest caz, rezolvarea programului (P’) se va

face cu algoritmul simplex dual luand x'(B) ca solutie de start.

Exemplul 6.3 Presupunem cd in programul (P) din exemplul 6.1 au survenit urmatoarele modificari:
- disponibilul din R, s-a dublat;
- disponibilul din R, a crescut cu 40%;
- disponibilul din Rj a crescut cu o treime.

Se cere determinarea prin reoptimizare a solutiei care maximizeaza venitul in noile conditii.
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Vom inlocui in (P) vectorul termenilor liberi

680 2-680=1360
b=|800|cub"=|800+320=1120
900 900 +300 =1200

Calculam solutia problemei modificate asociate bazei optimale B = [A4 Al Az] din problema
originala.Din tabelul 6.1 extragem

11 =372
B' =[A* A* A°l=[0 1 -1/2
0 -1 1

(cititorul atent va recunoaste in A*, A>, A® coloanele bazei unitare de start!)

X, 1 1 -3/2][1360] [680
X®=|x|[=B"b'={0 1 -1/21|1120|=|520
X, 0 -1 1 1200 | 80

Deoarece X'® >0 baza B = [A4 Al A ] este optima si pentru problema modificati. Solutia optimi a
problemei modificate are componentele:

X; =520 unitati din G; ; X, = 80unitati din G, ; X; = 0; venit maxim=11680 u.m.

Valorile variabilelor de abatere: x; = 680 unitati din R; neutilizate; x; =0;x; =0

Exemplul 6.4 Cum se modifica solutia optimd a programului original (P) din exemplul 6.1 daca:

- disponibilul resursei R; se reduce la 550 unitati,

- disponibilul resursei R, raimane neschimbat;

- disponibilul resursei R se reduce la 710 unitati.
(Atentie: solutia optima a problemei modificate se va determina prin reoptimizare si nu prin reluarea
rezolvarii ,,de la capat™!)

Procedidm ca in exemplul precedent. inlocuim in (P):

680 550
b=|800| cu b'=|800
900 710

dupd care calculam solutia problemei modificate asociatd bazei optime B =[A4 Al Az] a
programului original.
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X, 1 1 -3/2][550] [285
X®=|x |=B'={0 1 —1/21-[800|=|445
X, 0 -1 1 710| |-90

De aceasti datd, baza B = [A4 Al Az] este doar o bazi dual admisibild pentru problema modificati

astfel ca pentru rezolvarea ei se va aplica algoritmul simplex dual — vezi tabelele 6.4 si 6.5. Tabelul 6.4
rezultd din tabelul 6.1 — tabelul simplex optim al problemei originale — prin introducerea lui

x'® calculat mai sus in coloana VVB si recalcularea valorii functiei obiectiv in noua solutie.

20 16 17 0 0 O
CB|VB|VVB| X1 X» X3 X4 X5 Xg
0| %X | 2850 0 52 1 1 -3/2|Veziinstructiunile algoritmului simplex dual!
20 x | 445 |1 0 72 0 1 -1/2|lese din baza A*
16 |x|-9 |0 1 ITl 0 -1 1 |Deoarece minﬂ_% R _il|} = % intrd in baza A’
f 17460 * * 5 * 4 6
0| %X |20 0 56 0 1 1/6 -2/3
20| x| 340 | 1 7/6 0 0 -1/6 2/3|Solutia curentd este simultan primal si dual
17 % | 30 | 0 -1/3 1 0 1/3 -1/3[admisibila deci este optimal!
f 7310 * 5/3 * * 7/323/3

Tabelele 6.4 si 6.5

A rezultat urmatorul program optim de activitate:
X; =340 unitati din G;; x; =0; X{ = 30unitati din Gs ; venit maxim = 7310 u.m.

Valorile variabilelor de abatere: X = 210unitati din resursa R; raman neutilizate; x{ =0, X =0.

6.4 Adaugarea unei restrictii suplimentare

Programul original Programul extins
(max) f =cx
(max) f =cx
Ax =D
(P)s Ax=b (P
IX<p oI x +--+1%, <
X=0
Xx=0

Evident, solutiile admisibile ale programului extins (P’)se regdsesc printre solutiile admisibile ale
programului original (P). Sunt posibile doua situatii:

- solutia optimd X(B)a programului (P) satisface restrictia suplimentard. Gratie observatiei
precedente, X(B)este solutie optima si pentru programul (P’).
- solutia x(B) nu verifica restrictia addugata. In acest caz vom face urmitoarele operatii:
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1) Transformam restrictia suplimentara in egalitate introducand variabila de abatere X ., :
X+ 41X, +X,,, =0

2) Elimindm eventualele variabile bazice care ar putea apare in membrul stang. Pentru aceasta
se va folosi forma explicitd (Pg) a programului (P) in raport cu baza B din care se obtin variabilele
bazice in functie de cele nebazice. Coeficientii formei explicite (Pg) apar in tabelul simplex (Tg) asociat
bazei B — baza optima a programului original. Obtinem o relatie de forma:

X + 21X, =B (*)

jed

Cu sigurantd £ <0 deoarece solutia optima a programului original nu verifica restrictia addugata!

X(B
3) Solutia x' = { (_)_} .se dovedeste (usor) a fi o solutie dual admisibild a problemei extinse

Xn+l - ﬂ
(P’). Se completeaza tabelul simplex optim (Tg) al problemei originale cu o noud linie in care apar

coeficientii din (*) si se aplica algoritmul simplex dual.

Exemplul 6.5 Reluam problema maximizarii venitului din exemplul 6.1.Se constata ca solutia optima
nu prevede producerea bunului Gs. Ne propunem sa determindm prin reoptimizare cea mai buna solutie
ce satisface cerinta ca din bunul Gs sa se produca cel putin 40 unitati.

Adaugdm restrictia X3 240, evident neverificatd de catre solutia optima a problemei originale.
Inmultim relatia cu -1 transformand-o intr-o inegalitate de tip < (ca in expozeul teoretic!) dupi care
introducem variabila de abatere X :

X3240 = -X3<-40 = -X3+X7=-40 *)

In egalitatea obtinutd nu apar variabilele bazice X4, X, X, din solutia optimd a problemei originale.

Drept care coeficientii relatiei (*) se adauga la tabelul simplex optim al problemei originale (tabelul
6.1) si In continuare se aplica algoritmul simplex dual.

20 16 17 0 0 0 0

CB|{VB|VVB| X3 X X3 X4 Xs X X7
0 | x4 130 | O 0 52 1 1 32 0
20 | x; | 350 1 0 72 0 1 -12 0
16 | x, | 100 | O 1 -3 0 -1 1 0
0 | x7 | 40 0 0 | -1 | 0 0 0 1
f | 8600 | * * 5 * 4 6 *

0 | X4 30 0 0 0 1 1 -372 52
20 | x; | 210 1 0 0 0 1 -12 72
16 | X, | 220 | O 1 0 0 -1 1 -3
17 | X3 40 0 0 1 0 0 0 -1
f | 8400 | * * * * 4 6 5

Tabelele 6.6 si 6.7
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S-a obtinut solutia:
x| =210 X5 =220 x3 =40 (max)f =8400

Xy =30 X5 =Xg =X7 =0

Dupa cum se vede producerea bunului G; diminueaza venitul (de la 8600 u.m. la 8400 u.m.) dar
asigurd o mai buna folosire a resursei R;: ar ramine neutilizate numai 30 u. fatd de 130 u. nefolosite in
solutia initiald! Ne putem intreba care este cantitatea maxima din Gz ce ar trebui produsd pentru a
asigura consumarea integrala a resursei R;.

Raspunsul este foarte ugor de dat: in consideratiile precedente inlocuim inegalitatea X3 >40 cu X3 20

unde o0 >0.Linia care se adaugd la tabelul simplex optim al problemei originale devine
— X3 + X7 =—0. O iteratie a algoritmului simplex dual conduce la solutia:

5

X4 =130—=0

4 2
7

X =350-=0 Xi =0 in rest.
2 J

Xy =100+36

X3 =0

Din conditia de nenegativitate X; >0 ar rezulta cd pentru & =52 am avea X4 =0 adica si resursa R,

ar fi integral folositd. Regdsim solutia care maximiza profitul din exemplul 6.2.

Exemplul 6.6 Examinand solutia optima a problemei din exemplul 6.4 s-a decis limitarea productiei
bunului G; la cel mult 270 u. Cum va arata programul optim de activitate care maximizeaza venitul?
Reamintim ca n exemplul 6.4 s-a rezolvat programul liniar:

(max) f =20x; +16X, +17X3
X| +2Xy <550
2%+ Xp +4x3 <800
2% +2Xy + X3 <710

X1,X2,X3 >0

rezultat din programul original din exemplul 6.1 prin modificarea termenilor liberi ai restictiilor. Prin
reoptimizare s-a gasit solutia optima (vezi tabelul simplex 6.5):

X; =340 X, =0 x3=30 (max)f =7310
Valorile variabilelor de abatere: X4 =210 X5=0 Xz =0

Evident, aceasta solutie nu satisface cerinta de limitare a productiei bunului G;j.
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Adaugam restrictia suplimentard X; <270 .Transformdm inegalitatea in egalitate introducand variabila

de abatere X7:
X| + X7 =270 (*)

Spre deosebire de situatia analizata in exemplul 6.5 in relatia (*) apare variabila x; care este o variabila
bazica in solutia optimd de mai sus! Pentru eliminarea ei, din tabelul simplex optim 6.5 extragem
relatia:

7 1 2 7 1 2
X1 +—Xr ——Xe+—Xc =340 = X;=340——X» +—Xs ——X
1 6 2 6 5 3 6 1 6 2 6 5 3 6

Inlocuind in (*) obtinem egalitatea:
7 1 2
——Xp +—X5 ——=Xg + X7 ==70 kx
Gt XTI Xe Xy (**)

Completam tabelul simplex 6.5 cu o noud linie In care apar coeficientii relatiei (**) si aplicam
algoritmul simplex dual.

20 16 17 0 0 0 0
CB|VB|VVB| Xy X X3 X4 X5 Xg Xy
0| x4210 O 5/6 0 1 1/6 23 0
20| X, |340( 1 7/6 O 0 -1/6 23 0
17! x3 |1 30 | 0 -1/3 1 0 1/3 -1/3 0
0[x;]-70] O |-7/6| 0 0 1/6 -2/3 1

f |7310] * 5/3 * * 7/3 23/3 %

0| x4 |160| O 0 0 1 2/7 -8/7 5/7

20| X1 270 1 0 0 0 0 0 1

17| x3 | 50 | O 0 1 0 2/7 -1/7 -2/7

16| X, | 60 | O 1 0 0 -1/7 4/7 -6/7

f |7210| * * * * 18/7 47/7 10/7
Tabelele 6.8 si 6.9

Intr-o singuri iteratie a rezultat solutia optima:

X" =270 x5 =60 X3 =50 (max)f=7210

Xy =160 X5 =Xg =%7 =0

6.5 Analiza sensitivitatii

Reluam programul liniar general P(A,b,c) din sectiunea 6.1. Este posibil ca anumite constante ale
modelului sd nu fie cunoscute cu exactitate, ele osciland in jurul unor valori ,,probabile”.in asemenea
situatii suntem interesati sa stim daca la variatii mici ale acestor constante corespund variatii mici ale
solutiei modelului altfel spus vrem sa stim daca solutia modelului depinde continuu de aceste
constante.Dacd este asa vom spune ca solutia modelului este stabila (in raport cu constantele
considerate).
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Studiul stabilitatii este important pentru ca pot exista situatii In care variatii mici ale unor constante
antreneazd modificari majore in solutia optima si in acest caz este necesar sa stim cauzele si proportiile
instabilitatii pentru a putea lua deciziile adecvate!

oooooo

de optimizare.In cazul liniar, pentru fiecare constantd a modelului se poate determina un interval de
variatie cu proprietatea ca baza optimala sau chiar solutia optima nu se modificd! Acest interval se
numeste intervalul de stabilitate al solutiei optime 1n raport cu coeficientul considerat.

In continuare vom avea in vedere determinarea intervalelor de stabilitate ale solutiei optime a
programului liniar P(A,b,C) in raport cu coeficientii functiei obiectiv si in raport cu termenii liberi ai
restrictiilor.

Consideram urmatoarea situatie de referintd. Un agent economic are la dispozitie trei resurse.
R,= fortd de munca = 1000 om.ore;
R, = capacitati de productie = 1800 ore de functionare;
R3 = materii prime = 1860 unitati valorice.

El produce doud bunuri G; §i G; la preturile 12 repectiv 15 unitati monetare. Pentru o unitate din G,
sunt necesare 2u. din Ry, 3u. din R; si 4u. din R;3. Pentru o unitate din bunul G; se consuma 5u. din Ry,
2u. din R, si 3u. din Rj.
Determinarea programului de activitate care maximizeaza venitul agentului este modelatd prin
programul liniar:
(max) f =12x; +15%,

2X) + 5%, <1000

3% +2X5 <1800

4X1 +3X2 <1860

X1 ZO,Xz >0

in care X;, X, reprezintd cantitatile din bunurile G;,G ce pot fi produse din resursele date.

Introducéand variabilele de abatere X5, X4, X5 cu semnificatia de resurse neutilizate obtinem programul
liniar in forma standard:

(max)f =12%; +15%X, +0:-X3 +0-X4 +0- X5
2X1 +5Xy + X3 =1000
3X] +2Xy + X4 =1800
4X1 +3%, + X5 =1860
X5y X5 =20

Pornind cu baza unitara [A3 A? ,AS] in doua iteratii se obtine tabelul simplex optim.
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12 15 0 0 0
CB VB | VVB X1 X2 X3 Xa Xsg
15 X2 20 0 1 2/7 0 -1/7
0 X4 | 410 0 0 1/14 1 -11/14
12 X; | 450 1 0 -3/14 0O 5/14
f |5700] * * 12/7 * 15/7
Tabelul 6.10

Solutia optima:
X{ =450 x5, =20 (max)f =5700

Valorile variabilelor de abatere: x3 =0 X3 =410 X5 =0

Interpretare: Venitul maxim posibil de obtinut din resursele date este de 5700 u.m. daca se produc
450 u. din bunul G; si 20 u. din G,. Acest program de activitate ar utiliza integral resursele R, (forta de
muncd) si R3 (materii prime) si partial resursa R, (capacitdti de productie) din care rdmin nefolosite
410 u.

Exemplul 6.7 Intre ce limite poate varia pretul bunului G, astfel incat structura optim a programului de
activitate descrisd mai sus sa nu se modifice?

Deoarece o modificare in coeficientii functiei obiectiv nu are nici un efect asupra unei baze si nici
asupra solutiei asociate chestiunea pusa se reformuleaza astfel: intre ce limite poate varia pretul bunului

@G astfel incat baza [Az ,A4 ,Aljsé ramana optima.
Pentru raspuns, in tabelul simplex 6.10, recalculam costurile reduse aferente variabilelor nebazice X3 si
Xs inlocuind pretul ,,constant” 12 al bunului G, cu pretul ,,variabil” c;.

¥

C3(=cPB 'A% —c; =cPA —c3)=[15,0,¢] /4 ___icl

65(:CBB_1A5—C5 :CBKS_CS):[ls’O’Cl] _1/4 0:_1_5+icl

Valoarea functiei obiectiv: f =[15 0 Cl]- 410 | =300 +450c¢;
450

Conditia de optim T3 > 0,Cs > 0'se verifica pentru ¢; € [6,20]. In concluzie: daca pretul bunului G, se

afli in intervalul [6,20] agentul va avea cel mai mare venit daci — din resursele specificate — va
produce 450 u. din G; si 20 u. din G,. Venitul corespunzator va fi de 300 +450- ¢; u.m.
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Pentru pretul bunului G, intervalul de stabilitate este [9,30].

Deoarece preturile actuale ale celor doua bunuri se afla in interiorul intervalelor de stabilitate calculate
tragem concluzia ca solutia optima analizata este stabild in sensul cd nu se modifica la oscilatii ,,mici”
ale celor doua preturi.

Exemplul 6.8 Intre ce limite poate varia disponibilul resursei R;= forta de munci astfel incat structura
optima stabilita sa nu se schimbe?

De aceastd datd o modificare oricdt de mica in vectorul termenilor liberi antreneazad modificari ale
componentelor solutiei optime astfel ca ,,mentinerea structurii optime actuale” inseamnd doar

mentinerea optimalitdtii bazei actuale [A2 A A ]
Inlocuim valoarea constantd 1000 a disponibilului actual al resursei R; cu marimea ,,variabila” by si
recalculam solutia asociata bazei lAz A* ,AIJ:

X

! Ny 0 Ay J1800] -3 oy 493007,

Conditia de optimalitate X B >0 conduce la intervalul de stabilitate 930 < b; <3100.

In concluzie cat timp disponibilul resursei R; se afld in intervalul [930,3100] programul care
maximizeaza venitul agentului este:

K== by #9300/ x5 =2/ 1860/ cuvenital £ =12y 427900/

Intervalul de stabilitate al solutiei optime actuale in raport cu disponibilul resursei R, este
[1390, +o0) .Programul optim X; =450 X, =20nu depinde de b, , astfel cd limita 1390 reprezinta
necesarul minim din R, pentru sustinerea acestui program!

In raport cu disponibilul resursei R3 solutia optima actuald are intervalul de stabilitate [600 , 2000]
Deoarece valorile actuale ale disponibilelor celor trei resurse se afla in interiorul intervalelor de
stabilitate calculate se poate trage concluzia ca producerea ambelor bunuri G; si G; in cantitatile 450 u.
respectiv 20 u. este o solutie optima stabila (este robustd, merita incredere) in sensul cd mici oscilatii
ale disponibilelor in jurul valorilor actuale nu modificd optiunea de a fabrica ambele bunuri ci
numai cantitatile in care acestea vor fi produse!

6.6 Programare parametrica
Programarea parametrica are ca obiect studiul programelor liniare in care o parte din

coeficientii structurali depind de unul sau mai multi parametri. Cazurile mai interesante in aplicatii
vizeazd dependenta liniard, de un singur parametru, fie a coeficientilor ¢; din functia obiectiv fie a
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termenilor liberi b; ai restrictiilor. Intervalul valorilor admisibile ale parametrului este divizat in mai
multe subintervale, pe fiecare subinterval programul parametric avand o anumita baza optima.

Exemplul 6.9 Vom studia programul parametric P = (Py) 6 eR:

(max)f =(2+30)x; +(3+260)Xy +(5+60)X3
X{+ Xo+ X3<7

(Pp) X] +2Xy +2X3 =13

3X{— Xp+ X3< 5

X1, X2, X3 >0

in care coeficientii functiei obiectiv depind liniar de un parametru. (P) este de fapt o familie de
programe liniare uzuale, fiecare aflandu-se intr-una din situatiile:

- are optim finit;
- are optim infinit;
- este incompatibil.

Obiectivul studiului este de a stabili in care din cele trei situatii se afla fiecare program Py din
familia (P).
Vom lucra cu forma standard notata prin abuz tot cu Py:

(max) =(2+30)x; +(3+20)xy +(5+6)X3
X+ Xo+ X3+X4 =7
(Py) X| +2X%y +2X3 =13
3X]— Xp + X3 —X5=15
| X]se. 0 X5 20

Ne propunem sa gasim (mdcar) o valoare particularda a parametrului 0 pentru care programul
corespunzator are o baza optima.

Avand aceeasi matrice tehnologicd, programele Py, 0 € R au aceleasi baze. Solutiile asociate nu

depind de O si ca urmare ele sunt fie (primal) admisibile fie neadmisibile pentru toate programele
familiei P. Ce depinde de O este calitatea unei baze de a fi dual admisibila: o baza particulara poate sa
fie dual admisibila pentru unul sau mai multe programe Pg in timp ce pentru celelalte nu.

Drept care, vom identifica rapid o baza oarecare fara a impune satisfacerea admisibilitatii primale sau
duale.
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Punénd sistemul restrictiilor in forma echivalenta:

—X2—X3+X4 =-6
X1+2X2 +2X3 =13
TXy +5X%3 + X5 =34

rezulta ca lA4 AlA® J este realmente o baza a programului Py. Solutia asociata:
X1 =13 X2 =0 X3 =0 X4 =-6 X5 =34

nu este admisibila, dar ar putea fi dual admisibila pentru anumite valori ale lui 0, ceeace ne-ar permite
aplicarea alforitmului simplex dual in cautarea unei baze optime! Din tabelul simplex asociat bazei

ISP\

2+30 3420 540 0 0
CB VB VVB X1 Xo X3 X4 X5
0 X4 -6 0 -1 | -1 | 1 0
2430 | X 13 1 2 2 0 0
0 Xs 34 0 7 5 0 1
f | 26+396 * 1+46  -1+56 * *
Tabelul 6.12
rezultd cd aceasta baza este dual admisibila daca:
C,=14+462>20
2 = lopd!
C3=-1+56020 4 5
o . I 1]. D . . .. .
Fixdm un O 1in intervalul |- 23 si aplicam instructiunile algoritmului simplex dual bazei

ISPNPNL

. . o 4
- iese din baza coloana A”;

- evaluam: min{|1+49| |_1+56|
- -1

2

} = min{l +460,-1+ 59}= ~1+50 = intrdin baza A°’.

Prin pivotare se obtine tabelul 6.13 asociat bazei admisibile lA3 Al AS J
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2+30 3420 5+0 0 0

CB | VB VVB X1 Xo X3 Xa X5

5+6 X3 6 0 1 1 . -1 . 0

2430| x 1 1 0 0 T 2% 0

0 Xs 4 0 |T| 0 B "5" B 1

f 32+960 * 2-0 * -1+56 *
Tabelul 6.13

Aceasta baza este dual admisibila si in consecinta optima daca:

= lS«9£2
5

2-602>0
-1+56>0

I) Astfel, am gasit o prima baza care este optima pentru toate programele Po cu 0 € [1/5 , 2].

Presupunem in continuare ¢ 6 <1/5 si ,,foarte aproape” de 1/5.Baza admisibila |_A3 , Al , ASJ nu mai
satisface criteriul de optimalitate deoarece C4 =—1+56 <0. De aceastd datd aplicdm instructiunile
algoritmului simplex primal:

A \wn . sl
- coloana A" intra in baza curenta in locul coloanei A".

Operatia de pivotare (cu pivotul marcat cu linie punctatd) conduce la tabelul simplex 6.14 asociat unei
alte baze admisibile [A3 ,A4 A° ]

2+30 3420 546 0 0

CB VB VVB X1 Xo X3 X4 X5
540 | X3 1372 1/2 1 1 0 0
0 X4 12 172 0 0 1 0
0 X5 372 -5/2 2 0 0 1
f l652+(132)0]12-(52)0 26 = x x

Tabelul 6.14

Determinam valorile parametrului 6 < 1/5 pentru care aceasta noua baza este dual admisibila:

7

ol
I
\V
[e)

o<t
5

o N —
D | Wn
U

>0

Ol
)
Il

) In concluzie, baza [A3 , A% , A J este optima pentru toate programele Pg cu 0 € (-0 , 1/5].
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Ne intoarcem la tabelul simplex 6.13 si presupunem 6 > 2 si ,foarte aproape” de 2. Din nou baza
[A3 Al ,AS] nu mai este optima dar, de aceastd datd, pentru cd Cy =2—-6 <0. Introducand in baza
coloana A in locul coloanei A’ se obtine prin pivotare (cu pivotul marcat cu linie groasd) tabelul
simplex 6.15 asociat bazei admisibile [A3 Al ,Azf

2+30 3+20 540 0 0
CB VB VVB X1 Xo X3 X4 X5
5+0 | X3 4 0 0 1 =772 -1/2
2+30 | X 1 1 0 0 2 0
3+20| X 2 0 1 0 5/2 12
f | 28+110 | = % x  -6+(15/2)0 -1+(1/2)0

Tabelul 6.15

Deoarece:

64 —6+E920
2

Cs

—1+l<920
2

III) Conchidem ca baza [A3 Al ,Az] este optima pentru toate programele Pg cu 0 €[2, +0)
Diagrama din figura 6.1 sintetizeaza rezultatele studiului:

-0 1/5 2 +00
N A A _
~ ~ ~
Solutia optima Solutia optima Solutia optima
x1=0 X1=1 X1=1
X2=10 X2=0 Xg =2
X3=13/2 X3=6 X3=4
@(0) = (max)f = 65/2 + (13/2)0 @(0) = (max)f =32+ 96 ¢(0) = (max)f =28 + 1160

Figura 6.1
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In figura 6.2 este redata variatia valorii maxime () a functiei obiectiv f in raport cu parametrul 6.

0(0)
A

¢(0) =28+116
50
2+96
169/5-0
©(0) = 65/2+(13/2)0
= : >0
1/5 2
Figura 6.2

Exemplul 6.10 Vom rezolva programul parametric P = (Py) 6 eR:

(max) f =2x; +3Xy +5x3

X|+ Xo+ X3< 7+20
(Pg)y X +2Xy +2X3 =13+ 0
3Xp— Xp + X3 < 5420

X1, X2, X3 >0

in care termenii liberi ai restrictiilor depind liniar de un parametru.
Bineinteles ca vom lucra tot cu forma standard:

(max)f =2X%; +3Xy +5X3
X+ Xp+ X3+ X4 = 7+20
(Pg)q X| +2Xy +2X3 =13+ 6
3Xp = Xo 4+ X3 — X5 = 5+20
Xls...s X5 20

Ca si in exemplul precedent programele Py au aceeasi matrice tehnologica si in consecintd au aceleasi
baze. Costurile reduse aferente unei baze nu depind de parametrul 0 si ca urmare o baza oarecare este
sau nu este dual admisibild pentru toate programele Py. In schimb componentele solutiei asociate unei
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baze depind de 0 si in consecintd o bazd oarecare poate sa fie (primal) admisibila pentru anumite
programe Py si sd nu aibe aceasta calitate pentru celelalte.
Ca si in exemplul precedent vom pleca de la o baza absolut oarecare singura ,,pretentie” fiind aceea de
a fi usor de obtinut. Rescriind sistemul restrictiilor in forma echivalenta:
— Xy — X3 + X4 =—6+0
X] +2Xy +2X3 =13+0
7X2+5X3 + X5 =34+0

. - . o q- 4 41 A5 o . - . e
conchidem cd submatricea formatd din coloanele A",A",A” este o bazd a carei solutie asociatd are
componentele:

X]=13+0 Xy =0 X3=0 X4=-—6+60 X5=34+0

Tabelul simplex asociat bazei [A4 Al ,AS]:

2 3 5 0 0

CB VB VVB X1 X2 X3 Xa Xsg

0 X4 -6+0 0 -1 -1 1 0

2 X1 13+0 1 2 2 0 0

0 Xs 34+0 0 7 | 5 | 0 1

f 26+260 * 1 -1 * *
Tabelul 6.16

aratd ca solutia de baza consideratad nu satisface criteriul de optimalitate al algoritmului simplex dar ar
putea fi (primal) admisibild pentru anumite valori ale lui 0 si astfel o baza optima ar putea fi obtinuta
prin aplicarea algoritmului simplex primal! Impunand conditia de admisibilitate rezulta:

-6+602=20
13+40>0 = @6=6
34+60>0

Fixam un 0 in intervalul [6 , +o0) si aplicam bazei [A4 Al ,AS] instructiunile algoritmului simplex
primal:

- intrd in baza coloana A*;

9 . |13+60 34+60| 34+0
- evaludm min , =
2 5 5

Pivotarea tabelului 6.16 cu pivotul marcat conduce la tabelul simplex 6.17 asociat bazei [A4 Al ,A3]

— coloana A’ pariseste baza curenti.
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2 3 5 0 0
CB VB VVB X1 X2 X3 Xa Xsg
0 | xa | 4/5H6/5)0 0 25 0 1 /5|
2 | x| -3/5+(3/5)0 1 45 0 o [25]
5 | x| 34/5+(1/5)0 0 75 1 0 1/5
f | 164/5+11/50 | *  12/5 = * 1/5
Tabelul 6.17
Baza obtinuta este primal admisibild daca:
4 6
—+-02>0
55
3 3
-——+-020 = 6021
34 1
—+-020
5 5

I) in concluzie, baza [A4 A ,A3] este optima pentru toate programele Py cu 0 € [1, +o0).

Pentru 6 < 1 dar ,foarte aproape de 17, baza [A4 A ,A3] nu mai este admisibild deoarece
51 = 3 + 36 < 0dar ramane dual admisibila — vezi tabelul 6.17! Aplicam instructiunile algoritmului

simplex dual:

- iese din baza curentd coloana A';

12 |
- min A A = min{3,%} = % —  intrd in baza coloana A’.

Pivotarea tabelului 6.17 cu pivotul marcat conduce la tabelul simplex 6.18 asociat bazei [A4 A’ ,A3].

2 3 5 0 0

CB VB VVB X1 X2 X3 Xa Xsg
0 | xs | 124320 | 12 0 0 1 0
0 X5 3/2-(3/2)0 -5/2 2 0 0 1
5 | x| 12w | 12 1 1 0 0
f | 652+520 | 12 2 " . .

Tabelul 6.18
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Impunem conditia de (primal) admisibilitate:

si concluzionam ca:

l+§4920

2 2

E—3920 = —lSQSI
2 2 3
E+l<920

2 2

IT) Baza [A4 , A> , A3 J este optima pentru toate programele Py cu 6 € [-1/3, 1]

1 .
Sa presupunem acum ca 6 < _5 si ,,foarte aproape”. Tabelul 6.18 arata ca baza [A4 AS A3 ] inceteaza

. o = 1 . . .
a mai fi admisibila, deoarece by = 5 + %6’ < 0si ca testul algoritmului simplex dual, de recunoastere a

.....

urmarc:

III) Pentru 0 € (-, -1/3) programele Py sunt incompatibile.

Sinteza rezultatelor studiului este data in diagrama din figura 6.3

q
-00 B 1./3 1‘ +00
/)
~~ ~ ~ ~ e
Programul este incompatibil Solutia optima Solutia optima
X1=0 X1 =-3/5+3/50
X2=0 Xo=0

x3=13/2 + (1/2) 0

X3=34/5 + (1/5)0

@(0) = (max)f = 65/2 +(5/2)0  @(0) = (max)f = 164/5 + (11/5) 0

Figura 6.3
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Probleme propuse

1. Se da programul liniar:

(max)f =X + 2%y + X3 + X4

2X1 + Xy +5X3+ X4 < 8
(P) X| + Xo +2%4 < 6
3%+ Xy +2X3 <18

X15X2,X3,X4 >0

Sa sedetermine solutia optima utilizand algoritmul simplex.

2. i) Care va fi solutia optimd a programului (P) dacd functia obiectiv se schimba in
f’=3X1 +2X2 + X3+ Xyq;
i1)) Care va fi solutia optimd a programului (P) dacd functia obiectiv se schimbad in
f'=X +2Xy +0,5%X3 + X4.
3. Sa se determine intervalele de stabilitate ale coeficientilor functiei obiectiv f din programul (P).
4. Care va fi solutia optima a programului (P) daca 1n a doua restrictie termenul liber se schimba in 13.

5. Sa se determine intervalele de stabilitate ale termenilor liberi ai restrictiilor din programul (P).

6. 1) Care va fi solutia optima a programului (P) extins cu restrictia X; > 1.
11) Aceeasi Intrebare dacd la (P) se adauga restrictia Xy + X3 <5.

7. Ferma Gdinusa are 20000 de pui de gdind care trebuie crescuti timp de 8 sdptimani inainte de
comercializare.Norma saptamanala dde hrana creste progresiv conform urmatorului calendar:

Saptamana 1 2 3 4 5 6 7 8
Norma de hrana (kg/pasare) 0,150 0,250 0,400 0,500 0,700 0,800 1,000 1,100

Tabelul 6.19

Pentru simplitatea modelului, din lista ingredientelor folosite la cresterea pasarilor au fost alese
urmatoarele trei: calcar, cereale boabe si faind de soia. Pentru a ajunge la greutatea ceruta la desfacere,
hrana trebuie s contini o serie de principii nutritive in proportii prestabilite.In cazul de fati, cerintele
nutritionale se limiteazd la continutul de calciu, proteine si fibre. Informatiile privitoare la structura
nutritionald a ingredientelor selectate si la preturile acestora sunt date in tabelul 6.20.
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Continutul (in kg) per kg de ingredient
Ingredient Calciu Proteine Fibre Cost ( euro/kg)
Calcar 0,380 - - 0,24
Cereale boabe 0,001 0,090 0,020 0,90
Faina de soia 0,002 0,500 0,080 3,20
Tabelul 6.20

Norma de hrana trebuie sa contina:

1) cel putin 0,8% dar nu mai mult de 1,2% calciu;
ii) cel putin 22% proteine;
ii1) cel mult 5% fibre.

Elaborati un model liniar pentru prima saptamana si apoi folositi reoptimizarea pentru elaborarea unui

program optim de crestere pentru celelalte saptamani.

Solutie: Se va nota cu 0 norma de hrand pe o saptdména pentru intregul lot de pasari. De exemplu

norma primei sdptdmani va fi de 0,150 x 20000 = 3000 kg

Variabilele modelului vor fi cantititile X;,X,,X3 de calcar, boabe, respectiv fdind de soia care

impreunad alcatuiesc norma. Prin urmare:
X| + Xy +X3 = o

Formalizarea structurii nutritionale:

.. ... 08 1,2 38%y +0,1x, +0,2x5 > 0,86
Cerinta i): —6 <0,380%; +0,001x, + 0,002X3 < A=
100 100 38%; +0,1x, +0,2x3 <1,20

Cerinta ii) :  0,090x, +0,500x3 > %9 < 9%y +50x5 > 226

Cerinta 111): 0,020X, +0,080x5 < %9 & 2Xy +8X3 <560

Variabilele X;,X;,X3 trebuie sa satisfaca conditiile explicite:
X1 ZO,XZ ZO,X3 >0

Functia obiectiv formalizeaza costul ingredientelor incluse in norma:

f =0,24%; +0,90x, +3,20x3 — (min)

(1

(2)
€)

4)
)

(6)

(7
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Reunind relatiile (1) — (7) obtinem modelul general de elaborare a unei norme de hrand care sa satisfaca
cerintele nutritionale si sd aibe costul cel mai mic posibil:

(min) f =0,24x; +0,90X, +3,20X3
X|+ Xp+X3=0
38x; +0,1xy +0,2x3 > 0,80
38%; +0,1x5 +0,2x3 <1,20 (8)
9%, +50x3 = 2260
2Xy + 8X3 < 560
X1, X2,X3 20

O modalitate de elaborare a calendarului optim de crestere pe cele 8 sdptamani este rezolvarea
programului (8) pentru fiecare norma siptaiméanald 6 in parte. In cazul de fatd reoptimizarea inseamna
rezolvarea — o singura datd! — a programului (8) pentru 6 = 1 dupa care solutia optimd a fiecarei
saptamani va rezulta din solutia optima de referintd prin ,,amplificare” cu valoarea 6 a normei
sdptamanii respective!

Solutia optima a programului (8) corespunzatoare valorii 6 = 1 are componentele:

x| =0,028 x5 =0,649 x3 =0,323  (min)f =1,625

Aceasta inseamna ca un kg de hrand ar costa numai 1,625 euro si s-ar compune din 28 grame de calcar,
649 grame de cereale boabe si 323 grame de faina de soia.
Structura nutritionala:

Calciu: 0,380 x 0,028 + 0,001 x 0,649 + 0,002 x 0,323 = 0,012 kg; Procent 1,2%
Proteine: 0,090 x 0,649 + 0,500 x 0,323 = 0,220 kg; Procent 22%
Fibre: 0,020 x 0,649 + 0,080 x 0,323 = 0,039 kg; Procent 3,9%

Pentru prima saptamana, necesarul de hrana este de 3000 kg si s-ar compune din:

0,028 x 3000 = 84 kg calcar

0,649 x 3000 = 1947 kg cereale boabe

0,323 x 3000 =969 kg faina de soia
si ar costa:

1,625 x 3000 = 4875 euro
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8. Studiati urmatoarele programe liniare parametrice P = (Py), 6 R:

a) (Pp)

b) (Pyp)

¢) (Pp)

d) (Pg)

(max) f =(20+40)x; +(30-30)x, +5X3
3X; +3X, + X3 <30
8X| +6Xy +4X3 <75
6X] + Xp + X3 <45
X1,X2,X3 20

(max)f =(10-0)x; +(12+ )Xy +(7+26)x%3
X] +2Xy +2X3 <30
X|+ Xo+ X3<20
X1,Xp,X3 20

(max) f =X; +3%;
X <10+20
X]+Xy <25- 6
Xy <10+260
X1 =20,X 20

(max) f =5X; +6Xy +4X3 +7Xy4
3X; —2Xp + X3 +3X4 <135-20
2X] +4Xy —X3+2X4 < 78— 0
X] +2Xy + X3 +2X4 < 30+ 0
X1,X2,X3,X4 20
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Unitatea de invatare 7

ELEMENTE DE PROGRAMARE LINIARA
Problema de transport. Formulare si rezolvare

Cuprins

7.1 Tipuri speciale de programe linare

7.2 Problema de transport. Enunt si model matematic

7.3 Caracterul special al problemei de transport

7.4 Construirea unei solutii initiale pentru problema de transport echilibrata
7.5 Algoritm de rezolvare a problemei de transport echilibrate

Probleme propuse
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7.1 Tipuri speciale de programe liniare

Pand acum problema programadrii liniare a fost studiatd in cea mai generalda forma. Prezenta
sectiune se constituie ca o introducere in studiul unor cazuri particulare importante. Aceste tipuri
speciale au o serie de caracteristici comune. In primul rand, ele apar frecvent in modelarea unor
contexte practice foarte diferite. Apoi, ele se compun dintr-un mare numdr de restrictii si variabile
ceeace face ca aplicarea directd a algoritmului simplex sa necesite un impresionant efort de calcul. Dar
cel mai important lucru este cad matricea lor tehnologica are proprietati interesante cum ar fi densitatea
relativ mica a componenetelor nenule si gruparea acestora conform unei anumite structuri. Ca urmare,
pentru rezolvarea acestor probleme, au fost elaborate versiuni ale algoritmului simplex, special
concepute in vederea exploatarii structurii lor particulare, versiuni care au condus la importante
reduceri ale efortului de calcul.

[ata de ce este important sa cunoastem si sa ne familiarizdm cu aceste tipuri particulare de programe
liniare asa incat in practica sa le recunoastem usor si sa aplicdm procedura de rezolvare adecvata.

Probabil cea mai cunoscuta problemd de programare liniard cu structura speciala este
problema de transport.Ea a fost formulatd si studiatd, chiar mai inainte de aparitia algoritmului
simplex, de catre HITCHCOCK (1941), KOOPMANS (1942) in SUA si independent de catre
TOLSTOI (1930) si KANTOROVICI (1939) in fosta Uniune Sovietica. Forma actuald de prezentare
este datorata lui DANTZIG.

7.2 Problema de transport. Enunt si model matematic

Un produs omogen este disponibil la furnizoerii F,F,,---,Fy in cantititile a;,a,,---,ay (> 0)
si solicitat (pentru consum sau prelucrare) de catre consumatorii C;,C,,---,C, in cantitatile
by,by,++,bp (> 0). Se cunoaste costul Cjj > 0 al transportirii unei unitati de produs de la furnizorul F;

la consumatorul Cj pentru toti i=1L---,m si j=1L---,n.Se pune problema satisfacerii cererilor,in
punctele de consum la cel mai mic cost total de transport.

In mod constant vom presupune ci problema de transport astfel formulati este echilibrata,
aceasta insemnand ca:

oferta totala

1
N
2

1
M=

'_U

1

cererea totala (1)

Din enunt rezultd cd orice furnizor poate aproviziona orice consumator, bineinteles in limita
disponibilului sau. Prin urmare existd m-n rute posibile Fj— C; pentru transportarea produsului de

la furnizori la consumatori, rute evidentiate in figura 7.1.
Introducand variabilele:

Xij = cantitatea de produs livratd de furnizorul F; consumatorului C; i=1L---,m; j=1L---,n
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Figura 7.1

putem scrie urmatorul model matematic pentru problema de transport echilibrata:

n
Xij = gj izl,---,m (2)
j=1
g b j=1 3
X:: =D =1,---,n
R = ®
Xj 20 i=L--m;j=1--n (4)
. m n
(min)z = ¥ ¥ GjjXjj (5)
i=1j=1

Ecuatiile (2) arata ca, pentru fiecare furnizor F; ,suma cantitatilor livrate consumatorilor este egala cu
disponibilul sau a;.

Ecuatiile (3) aratd ca, pentru fiecare consumator Cj, totalul cantitatilor primite de la furnizori este egala
cu cererea sa b;.

Conditiile de nenegativitate (4) rezultd din semnificatia variabilelor Xj. Un x; =0 inseamnd ca

furnizorul F; nu livreaza nimic consumatorului C;.
Costul transportarii cantitatii Xjj de la Fi la Cj este egal cu ¢j;x;; astfel ca suma (5) este expresia costului

total al transporturilor efectuate.
Egalitatile din (2) si (3) sunt consecinta directd a conditiei de echilibru (1).
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Evident, (PTE) este o problema de programare liniara in forma standard cu m-n variabile si
M+ N restrictii.

Exemplul 7.1 Patru santiere de constructii C; , C,, C;3, C4 se aprovizioneaza cu ciment de la trei
depozite F; F,, F;. Cantitatile de ciment (in tone) disponibile in depozite, cele solicitate de santiere
precum si costurile unitare de transport (per tond) sunt date in tabelul 7.1.

C] C2 C3 C4 DlSpOl’llbll

F| 3 2 8 1 120 < Disponibilul depozitului F;
Fyf 1 5 4 5 250

Fl6 7 3R 4 koo

Cererel 150 2Q0 240\ 180 (770
Costul transportarii unei tone de ciment de la F, la C;

Cererea santierului C,

Tabelul 7.1

Se pune problema de a stabili in ce mod vor fi distribuite cele 770 t de ciment (adica cine pe cine
aprovizioneaza si cu cat!) astfel incat costul total al transporturilor efectuate sa fie minim.

Va trebui sd gasim sistemul de valori numerice x* =(Xf;) i=12,3 j=123,4 reprezentand

cantitatile ce vor fi transportate pe cele 3-4 =12 rute posibile astfel incat:
- disponibilele furnizorilor sa fie epuizate:

X11 + X + X33 + X4 = 120
Xo1 + Xop +Xp3 +Xpgq = 250 (2,)
X317+ X3p + X33 + X34 = 400

- cererile consumatorilor sa fie acoperite:

Xll +X21 +X31 =150
X2 + X9 + X390 = 200

(37
X13 + X3 +X33 = 240
X4 + X4 + X34 = 180
- valorile sa fie nenegative:
Xj=0 1=123 j=1234 (4°)
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- costul total al transportului sa fie minim:

z =3X11 +2X12 +8X13 +1'X14 +1'X21 +5X22 +4X23 +5X24 + (5"

+6X31 +7X32 +3X33 +4X34 — min

In tabelul 7.2 a fost pusi in evidentd matricea tehnologica a programului rezultat:

A]l A12 A13 A14 A21 A22 A23 A24 A3l A32 A33 A34

i=1[1 1 1 1

2 11 1 1

3 11 1 1
ji=1 1 1

2 1 1 1

3 1 1 1

4 1 1 1

A" = coloana coeficientilor variabilei Xjj in restrictiile (2”) si (3”)

Tabelul 7.2

7.3 Caracterul special al problemei de transport

Din modelul general (2) — (5) al problemei de transport echilibrate (PTE) rezulta urmatoarele concluzii
(pentru ilustrare vezi exemplul 7.1)

- PTE este un program liniar compatibil; de exemplu, sistemul de valori numerice:

Xij: | % |=1,-.-’m J:l’...’n unde S:a1+...+am:b1+...+bn

este o solutie admisibila. Mai mult, PTE are intotdeauna optim finit.

- matricea tehnologicd A se compune numai din 0 si 1. Fiecare variabild Xjj nu apare decat in
doud ecuatii: in ecuatia i din (2) si in ecuatia j din (3). Astfel, fiecare coloand A" din A are numai doua
componente nenule ambele egale cu 1. In concluzie din cele (m+nNn)-mn componente ale matricii A

numai 2MN sunt nenule, astfel ca densitatea elementelor nenule este

(de exemplu pentru o PTE
m+n

cu 5 furnizori si 20 de consumatori, densitatea elementelor nenule este -100=8%)

5+20
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- din cauza conditiei de echilibru (1), suma ecuatiilor din (2) este egala cu suma ecuatiilor din
(3). Atunci oricare dintre aceste M+ N ecuatii este consecinta liniara a celorlalte §i ca urmare poate fi
omisd. Se constatd ugor ca cele ramase sunt liniar independente astfel ca rangul matricii A este
m+n—1. Se demonstreaza ca orice determinant extras din A are una din valorile 1, 0 sau -1.

- 0 consecintd imediata a proprietatii precedente este faptul ca in orice solutie de baza a PTE
existi M+ N —1 variabile bazice. Valorile acestora rezultd in mod unic anuland variabilele nebazice
si rezolvand sistemul ramas. Calcularea valorilor variabilelor bazice nu necesitd decat operatii de
adunare si scdere. In consecinti, daci ofertele a; i cererile b; sunt exprimate prin numere intregi,
atunci orice solutie de baza a PTE va avea componentele intregi si in particular PTE va avea o
solutie optima intreaga.

Algoritmul de rezolvare a PTE care va fi descris in sectiunile urmatoare este o versiune a
algoritmului simplex, adaptata la specificul acestei probleme.

in notatiile introduse, un ansamblu de valori numerice X = (Xij) i=1---,m j=1---,n care satisface

(2), (3), (4) se va numi program admisibil de transport si va fi Inscris intr-un tabel cu m randuri
corespunzatoare furnizorilor si n coloane corespunzdtoare consumatorilor.

In acord cu teoria generald a algoritmului simplex, pentru rezolvarea PTE, avem nevoie de un program
de transport initial care sa fie o solutie de baza. Acest program va fi modificat in mai multe etape
(iteratii) in scopul micsorarii costului aferent pana la determinarea programului cu cel mai mic cost.

7.4 Construirea unei solutii initiale a PTE

Mentinem notatiile introduse in sectiunile precedente. Urméatorul procedeu general construieste un
program de transport X = (Xjj ) pentru PTE care se dovedeste a fi o solutie admisibila de baza!

START Se ordoneaza intr-un sir, intr-un fel oarecare, toate cele m-nrute de transport. Toate
aceste rute se declard neblocate.
Continutul unei iteratii:

1) Fie (F,C|)prima ruta neblocatd din sir. Pe aceastd rutd se va transporta cantitatea (vom

spune ca s-a facut alocarea):
X =min{ay , by }
unde
a, =disponibilul curent al furnizorului F

b, = cererea curenta (neacoperitd) a consumatorului C

Marimea X, se inscrie in tabel in celula (F,C)). Ruta (Fy,C,)se declard blocata.

2) Se actualizeaza disponibilul lui Fy si cererea lui Cy:
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a <—ag —Xg 5 by < by =Xy
3) dupa actualizare sunt posibile trei situatii:

3.1) 8, =0dar by > 0. Se vor bloca toate rutele incd neblocate cu origina in Fy (aceste rute nu
mai pot fi folosite deoarece disponibilul lui Fyx a fost epuizat!) Astfel, in tabelul solutiei care se
construieste, randul corespunzator furnizorului Fy este in intregime blocat.

3.2) b, =0dar a, > 0.Se vor bloca toate rutele incd neblocate cu destinatia C (pe motiv ca
cererea lui C; a fost acoperiti!) In acest caz coloana consumatorului C; este blocati in intregime.

3.3) a, =b, =0. Acest caz apare atunci cand, la pasul 1:

disponibilul curent al furnizorului F, = cererea curenta a consumatorului C,

Daca este aga, vom bloca dupa dorinta, fie randul furnizorului Fy fie coloana consumatorului C; dar nu
pe amandoua!
Daca mai raman rute neblocate se reia pasul 1, altminteri STOP.

Lesne de vazut ca dupa fiecare alocare, in tabelul in care se inscriu componentele solutiei X ce se
construieste, se blocheaza in intregime fie un rand (=furnizorul implicat in alocare si-a epuizat stocul
disponibil) fie o coloana (=prin alocarea facuta consumatorul implicat si-a acoperit intreaga cerere)
dar nu amandoua. Cum in total sunt M + Nranduri si coloane rezulta ca in final vor fi folosite exact

M+ N —1 rute din cele M- N disponibile. Este posibil ca pe unele din rutele alese alocarea sa fie egala
cu zero si asta se intAmpld ori de céte ori apare situatia 3.3)! In continuare, rutele (F;,C ) efectiv

folosite la transport (= Yij > () se vor numi rute ocupate. Solutia construitd se va zice nedegenerata

daca numarul rutelor ocupate este exact M+ N — 1, altminteri vom zice ca solutia este degenerata.

Metodele efective de construire a unui program de transport diferd prin modul de ordonare a rutelor.
Astfel:

- in metoda coltului de Nord -Vest rutele sunt ordonate lexicografic:
(F,C1), (F,Co) oo, (F1LCp ), (F2,Cp) s ooy (F2,C) s oo, (Fi . C)

- in metoda costului (unitar) de transport minim rutele sunt examinate in ordinea
crescitoare a costurilor unitare de transport.

Exemplul 7.2 Se va considera problema de transport echilibrata din exemplul 7.1. Prin metoda coltului
de N-V se obtine programul de transport nedegenerat — cu 6 = 3 + 4 — 1 rute ocupate — dat in tabelul
7.3.

Metoda este foarte simpla insd produce solutii in general ,,scumpe” deoarece nu tine cont de costurile
unitare de transport.

138



Atentie: numerele inscrise in paranteze indicd ordinea in care s-au facut alocarile; cu ajutorul lor
cititorul va putea reconstitui ,,in dinamicad” modul in care a fost construita solutia!

(1) *
120
(2) (3) (4) %
30 200 20
(5) (6)
220 180
Tabelul 7.3

3x120 = 360
Ix 30= 30
5x200 = 1000
4x 20= 80
3x220 = 660
4x180 = 720

Cost total = 2850 u.m.

Prin metoda costului minim se obtine solutia din tabelul 7.4 deasemeni nedegenerata.

(2)
120
(1) (5) %
150 100
(6) Gl @
100 240 60
Tabelul 7.4

I1x150 = 150
1x120 = 120
3x240 = 720
4x 60 = 240
5x100 = 500
7x100 = 700

Cost total = 2430 u.m.

Urmatorul procedeu da rezultate excelente in sensul cd genereazad o solutie foarte apropiata de solutia

optima!

Metoda diferentelor maxime (Vogel) La START toate rutele se declara neblocate.
Continutul unei iteratii:

1) Pe fiecare rand sau coloand — din tabelul solutiei care se construieste — in care mai exista
macar doua rute neblocate se face diferenta dintre cel mai mic cost ,,neblocat” si cel imediat
superior ,,tot neblocat”, cu mentiunea ca daca costul neblocat minim nu este unic diferenta se va lua

egala cu zero!

2) Se identifica randul sau coloana cu cea mai mare diferenta (in valoare absolutd). Daca

diferenta maxima nu este unica are prioritate randul sau coloana cu cel mai mic cost ,,neblocat”.

3) Pe randul sau coloana aleasa se face o alocare pe ruta de cost (neblocat) minim dupa care se
fac actualizarile corespunzdtoare si se blocheaza rutele ce nu mai pot fi folosite, conform instructiunilor
din procedeul general.

In caz ¢ a rimas un singur rand sau o singurd coloand cu mai mult de doua rute neblocate,
ultimele alocari sunt unic determinate si se vor face in rutele neblocate ramase. STOP.

Altminteri, se reiau pasii descrigi mai sus in cadrul unei noi iteratii.
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Exemplul 7.3 Se considera problema de transport echilibrata cu datele din tabelul 7.5:

C; C, C; C, |Disponibil
F, 3 7 6 4 510
F, 2 4 3 2 230
F; 4 3 8 5 360
Cerere | 310 370 200 220 1100
Tabelul 7.5

Vom determina o solutie prin metoda diferentelor maxime. Calculele sunt sintetizate in urmatoarele

tabele. Pentru determinarea rutei in care se face prima alocare vezi tabelul 7.6.1

Diferente
e randuri
3 7 6 4 1=4-3
2 4 3 2 0=2-2
4 3 8 5 1=4-3
Diferente 1=3-2 1=4-3 3=6-3 2=4-2
pe coloane
Tabelul 7.6.1

=

200 @

Cea mai mare diferentd se gaseste in coloana 3. Conform instructiunilor metodei, prima alocare se va
face pe cea mai ieftind ruta din coloana 3, adica pe ruta (F, , C;). Dupa alocare blocam si celelalte rute
ale coloanei 3 deoarece ele nu mai pot fi folosite in alocarile ulterioare, cererea consumatorului Cs fiind
acoperita in totalitate! Refacem diferentele in randurile si coloanele rdmase.
In tabelele 7.6.2 si 7.6.3 se aratd cum si unde au fost ficute urmitoarele doud alociri.Asteriscurile
indica rutele blocate; costurile asociate acestor rute ne mai fiind luate in considerare in evaluarea

diferentelor!
Diferente
e randuri
3 7 ¥ 4 [1=4-3 *
2 4 * 2 |o=2-2 + 2000 | 30
4 3 * 5 1=4-3 *
Diferente 1=3-21=4-3 _ 2=4-2
pe coloane
Tabelul 7.6.2
Diferente
e randuri
3 7 * 4 1=4-3 *
* * * * - = * 200 30@
4 3 * 5 1=4-3 360 © * *
Diferente 1=4-34="7-3 - 1=5-4
pe coloane
Tabelul 7.6.3
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Ultimele trei alocari se fac obligatoriu in cele trei rute neblocate din randul 1 — vezi tabelul 7.6.4

3 7 * 4 310 @ 10© * 190 ©

* * * * = 200 1 30 (2)

* * * * * 360 3) * *
Tabelul 7.6.4

A rezultat o solutie nedegenerata cu un cost total de 3500u.m. Prin metoda costului unitar minim s-ar fi
obtinut solutia

80 @ 10© | 2000 | 220@
230 @

360 @

Tabelul 7.7

cu un cost mai mare, de 3930u.m.

Pentru problema din exemplul 7.1 metoda diferentelor maxime conduce la solutia gasitd prin metoda
costului minim.

7.5 Algoritm de rezolvare a problemei de transport echilibrate

START Se presupune cunoscutd o solutie admisibild de baza X = (le ), determinata cu una dintre

metodele descrise in sectiunea D. Presupunem ca solutia X este nedegenerata adicia are exact

M + N — 1 componente nenule.
Continutul unei iteratii:

I) Testarea optimalitatii solutiei curente

I.1) se asociazd furnizorilor F,---,F variabilele U,---,U, . Se asociazd consumatorilor
C,, --,C, variabilele V;,--,V,,.
1.2) se asociaza fiecarei rute (F;,C;) ocupate (<> X;; > 0!)ecuatia U; +V; =Cj;.

1.3) se determind o solutie particulara a sistemului construit ( de exemplu, se da valoarea 0
uneia dintre variabile, de regula celei care apare de cele mai multe ori in sistem)

L.4) pentru rutele neocupate (<> Xj; = 0) se calculeaza marimile:
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L.5) test de optimalitate: daca toti Aij <0 solutia curenta este optima, altfel spus costul

total de transport asociat este cel mai mic posibil. STOP
In caz contrar se trece la:

IT) Construirea unui program de transport mai bun, adica cu un cost total de transport mai mic

IL1) se identifica ruta (F; ,C; ) cu proprietatea
(evident Aio B> 0)

I1.2) in tabelul solutiei curente se construieste ciclul rutei (F; ,C; ). Acesta este un drum
inchis care incepe si sfirseste in celula (FiO ,C jo)si care, in rest, coteste in unghi drept numai
prin celule ocupate

I1.3) se marcheazi alternativ cu + si— colturile ciclului incepand cu + in celula (Fi0 ,C i )

11.4) se calculeaza minimul 0 al valorilor Yij situate in colturile marcate cu = (clar @ > 0)
I1.5) se construieste o noud solutie de baza a PTE astfel:

- se adund 0 la valorile X;; situate In colturile ciclului marcate cu + ;

- se scade 0 din valorile Xj; situate in colturile ciclului marcate cu =

- toate celelalte componente ale solutiei curente X, nesituate in colturile ciclului, nu se
modifica.
Atentie: in caz ca noua solutie este degenerata se aplica ,tehnica de perturbare” explicata in
sectiunea 7.6!
Se revine la pasul I) In cadrul unei noi iteratii.

Observatii si precizari

- Nedegenerarea solutiilor testate de algoritmul descris mai sus este esentiali! intr-adevir,
daca toate solutiile cercetate sunt nedegenerate, algoritmul se opreste intr-un numar finit de
iteratii (conform teoriei generale a algoritmului simplex!). In urmitoarea sectiune vom vedea cum
trebuie procedat in situatia in care este necesar sd se opereze cu solutii de baza degenerate.

- Ca urmare a ipotezei de nedegenerare, sistemul liniar construit in pasul 1.2) are m+n—1
ecuatii si M + N variabile. El are o infinitate de solutii.

- Se demonstreaza ca marimile Aij calculate in pasul 1.4) nu depind de solutia particulara aleasa

in pasul precedent.Conform teoriei generale a algoritmului simplex (adaptatd la specificul PTE!)
valorile Aij sunt de fapt costurile reduse asociate variabilelor nebazice (= rutelor neocupate!) din

solutia testatd. Ele au urmatoarea interpretare economica prin care se justificd testul de optimalitate
din pasul 1.5
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Fie F; > C;o rutd neocupati (=X; =0).Valoarea Aj; asociatd aratd cu cét creste sau descreste
costul total aferent solutiei curente X in cazul in care aceasta se modifica in scopul folosirii rutei
F,—>C j -Mai precis, daca Aij > (), modificarea solutiei Xin scopul transportirii unei unititi de
produs de la F; la C; duce la sciderea costului total cu valoarea Aij . Daca Aij < 0,aceeasi

modificare conduce la cresterea costului total cu valoarea — Aij . Evident daca Aij = 0 utilizarea

rutei F; — C; nu antreneazi nici o schimbare in costul total.
- Se poate ardta ca dacd solutia curentd este nedegenerata atunci ciclul construit la pasul II.2
exista si este unic. El are un numar par de colturi.

. e A . . ! . - A . . v
- Noua solutie construitd in pasul II.5 si notatd X este mai bund decat solutia anterioard X
deoarece se poate arata ca:

F(X)=f(®)-0-4,; < (X

Exemplul 7.4 Vom determina solutia optima a problemei de transport din exemplul 7.1 plecand de la
solutia construita prin metoda costului minim (exemplul 7.2, tabelul 7.4)

Iteratia 1
Solutia curenta Sistemul ecuatiilor Ui+Vj= Cjj asociate rutelor (F; , Cj) ocupate
Costul total asociat = 2430
N \ V3 V4
120 U u; +V4 =1
150 100 = Us u, +vq =1 U, +v, =5
100 240 60 Uj Uz +V, =7 Uz tv3 =3 Uz tv, =4
Tabelul 7.8 Tabelul 7.8.1

Comentarii: solutia curentd este Inscrisd in tabelul 7.8, identic cu tabelul 7.4 .Pentru cercetarea
optimalitatii acestei solutii am introdus variabilele U;,U,,U; corespunzitoare celor trei furnizori si

variabilele V;,V,,V;,V, corespunzatoare consumatorilor. Fiecarei rute (Fj,Cj)ocupate in solutie i s-a
asociat ecuatia Uj +Vj = Cjj(vezi tabelul 7.8.1)

Determindm o solutie particulard a sistemului construit dand valoarea 0 variabilei Uz (care apare de cele
mai multe ori) — vezi figura 7.2
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Vp=T————» Up=-2———»Vv;=3

Us=0—»Vv3=3

Vy=4———» U1 =-3
Figura 7.2

Valorile Aij sunt calculate in tabelul 7.8.2 — asteriscurile indica rutele ocupate in solutia curentd. Se
giseste A, =2 >0 si ca urmare testul de optimalitate nu este indeplinit. In tabelul aldturat 7.8.3 —

identic cu tabelele 7.4 i 7.8 - este vizualizat ciclul rutei (F,C,)

Vi =3 Vo =17 V3 =3 Va=4

N 5 - - g 130

u=-2| * * 3 3 | = | 150 | {00

u3 _ 0 -3 * * * _ -1.66.... ---5-4-:(-)---- go
Tabelul 7.8.2 Tabelul 7.8.3

Colturile ciclului au fost marcate alternativ cu # si = incepand cu + in celula (F;,C,). In continuare

se determind minimul valorilor inscrise in celulele marcate cu —
0= min{im =120, 732 = 100}: 100

si se construieste o noud solutie a problemei de transport date (vezi tabelele 7.9 si 7.9.1).

0+100 120 - 100

150 100
100 - 100 240 60 +100

Tabelul 7.9
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Noua solutie este nedegenerata. Costul total asociat = f(X)—6&-A;, =2430-100-2 =2230u.m.

Iteratia 2

Solutia curenta
Costul total asociat = 2230

100 20
150 100
240 160
Tabelul 7.9.1

Uy
uz

Uz

Sistemul ecuatiilor Ui+Vj= Cjj asociate rutelor (F; , Cj) ocupate

\ \ V3 V4
u; +V2 =2 u; +V4 =1
U, +v, =1 U, +v, =5
Us +v3 =3 Uz V4 =4
Tabelul 7.9.2

O solutie particulara a sistemului afigat in tabelul 7.9.2 este data in figura 7.3:

In tabelul 7.9.3 sunt calculate marimile Ajj=Uj +V;—C

V3

=3

Vi=4d —— U =-3——p V=5 —p Up=0—p V1 =1

curenta.
vi=1l Vv,=5 v3=3 wv;=4
up=-3 -5 * -8 *
u,=0 * * -1 -1
u3=20 -5 -2 * *

Figura 7.3

asociate rutelor nefolosite in solutia

Deoarece A; <0

STOP: solutia curenta este optima!

Tabelul 7.9.3
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() ) 200

()5 240

() 180

Figura 7.4

In figura 7.4 sunt puse in evidentd cele sase rute folosite in solutia optimd pentru transportarea
cimentului de la depozite la santiere precum si cantitdtile transportate.

Dupa cum era si de asteptat, solutia initiald, generata prin metoda costului unitar de transport minim, a
fost foarte bund: intr-o singura iteratie s-a gasit solutia optima!

7.6 Tratarea solutiilor degenerate

Algoritmul descris functioneazd corect numai daca solutia (de bazd) initiald si solutiile (de baza)
cercetate pe parcurs sunt nedegenerate. Foarte des insa, In rezolvarea problemelor de transport, apar
solutii degenerate. Ce facem intr-o asemenea situatie ? Vom proceda in felul urmator:

in momentul aparitiei unei solutii de baza degenerate vom perturba usor datele problemei asa
incat solutia in cauza sa capete componentele nenule care i lipsesc. Dupa determinarea solutiei
optime a problemei perturbate, elimindm perturbatiile obtinind solutia optima a problemei
originale.

O solutie de baza degenerata nu poate apare decét in doua situatii:

I) La construirea unei solutii initiale cand, la efectuarea unei alocari pe o ruta, sa zicem pe
ruta (F,C,), se intdmpla ca:

disponibilul curent al furnizorului Fy = cererea curenta a consumatorului C; (*)

146



In acest caz vom miri cu un & > 0 foarte mic fie disponibilul lui Fy fie cererea lui C; . Si presupunem
ca am ,,perturbat” disponibilul lui F¢ Este clar cd in urma acestei operatii problema de transport s-a
,,dezechilibrat”! Pentru reechilibrare vom adiduga acelasi & >0 la cererea unuia dintre consumatorii
care n-au primit intreaga cantitate ceruta, dar altul decat C; !

Efectudm alocarea pe ruta (F,,C,) precum si celelalte alocari care urmeaza. Daca situatia (*) nu mai

apare va rezulta o solutie nedegenerata a problemei perturbate cu o componenta nenula egald cu €.
Dupa aplicarea algoritmului de optimizare se va face £ =0.

Exemplul 7.5 Determindm o solutie initiald prin metoda coltului de N-V pentru problema de transport
echilibrata cu datele din tabelul 7.10.

C, C, C; Disponibil
F| 2 5 1 200
F, 4 3 3 150
Necesar 100 100 150 350
Tabelul 7.10

La a doua alocare, pe ruta (F;,C,)avem sitatia 3.3 semnalata in sectiunea 7.4 si renotata aici cu (*):

disponibilul curent al Iui F; = cererea lui C, = 100

Dupa alocare ar trebui blocate atat randul F; cat si coloana C,; blocand numai coloana C; si continuand
alocdrile se obtine solutia din tabelul 7.11.

100

()

100

@)

€)
0

*

C

150

Tabelul 7.11

Conform teoriei, aceasta este o solutie de baza a problemei date insa degenerata deoarece are numai trei
componente nenule in loc de 4 =2 + 3 — 1. Inlocuind zeroul din ruta (F, ,C5) cu un £>0 foarte mic se

obtine o solutie nedegenerata.

100 100 €
150

Tabelul 7.11.1
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dar pentru problema cu datele perturbate:

C, C, C; Disponibil
F| 2 5 1 200+¢
F)| 4 3 3 150
Necesar 100 100 150+¢ 350+¢

Tabelul 7.10.1

Am aplicat acestei solutii algoritmul de optimizare:

V1:2 Vo= 5 V3 = 1 Aij =U; +Vj - Cij
= = + * * *®
e N I
U= 2 +|-- —1—5—0—' <— 0 4 *
Tabelul 7.11.2 Tabelul 7.11.3
V=2 Vo=15 vz =1 Aij =U; +Vj - Gjj
U=0 [ RS R == * -4 *
100 100 + &
Uy=2 + 100 50 - <— 0 * *
Tabelul 7.12 Tabelul 7.12.1
50 150 +¢
50 100
Tabelul 7.13

Solutia din tabelul 7.12 este optima (pentru problema perturbatd!). Deoarece in tabelul 7.12.1 avem
Az = 0 problema perturbatd mai are o solutie optima de baza, indicatd in tabelul 7.13. Luand € = 0 se

obtin doud solutii optime de baza x' si xX* pentru problema originali, ambele nedegenerate — vezi
tabelele 7.14 si 7.15

xt 100 100 NG 50 150
100 50 50 100
Tabelul 7.14 Tabelul 7.15
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In acord cu teoria generala a programadrii liniare, problema de transport datd are o infinitate de solutii

100 - 50a 100 +50a 75 125

500 100 50 - 50a 25 100 25

Tabelul 7.16 Tabelul 7.16.1

optime de forma (1-a)x* + ax® cu 0 <a <1. Componentele solutiei optime generale sunt date in
tabelul 7.16 Pentru o. = 0 sau 1 regdsim solutiile de bazi x* respectiv x°. Pentru 0 < a <1 solutiile
corespunzatoare nu mai sunt solutii de bazd — acestea au cinci componente nenule, cu una mai mult
decat solutiile de baza!! In tabelul 7.16.1 este datd solutia optima nebazica corespunzitoare lui o. = %.

Degenerarea poate apare si in cursul aplicarii algoritmului de optimizare, atunci cand:

II) la pasul I1.4), minimul O al marimilor inscrise in colturile circuitului marcate cu -
nu este unic

Exemplul 7.6 Sa presupunem ca in rezolvarea unei probleme de transport echilibrate s-a ajuns la
solutia datd in tabelul 7.17 (cititorul zelos va reconstitui cu usurintd ofertele furnizorilor si cererile
consumatorilor!). Se stie ca solutia nu este optima si cd o solutie mai bund va rezulta din ciclul rutei
(F2, C3) — vezi tabelul 7.17.1.

80 40 80 @t -20--Q

Q_ ______
100 40 100 40 G.D

50 30 50 30

Tabelul 7.17 Tabelul 7.17.1

Se observa ca 0 = min{ X4 =40, X,, =40, X3y = 50}= 40 nu este unic astfel cd, dupa redistribuirea lui

0 = 40 pe colturile ciclului, rezultd solutia degenerati din tabelul 7.18 cireia nu i se mai poate aplica
algoritmul de optimizare!

120
100 40
10 70
Tabelul 7.18
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Pentru evitarea acestei situatii, in tabelul 7.17 vom modifica putin una dintre valorile ,,egale cu 40.
De exemplu ,,perturbdm” X,, =40+ & cu & > 0 foarte mic. Aceasta revine la a mari cu ¢ atét
disponibilul furnizorului F; cat si cererea consumatorului C, — vezi tabelul 7.17.2

80 40 g0 @i a0 ©
O+ @ |
O —®
50 30 50 30
Tabelul 7.17.2 Tabelul 7.17.3

Reluam algoritmul de optimizare cu pasul 11.4) Insd pentru problema perturbata! (vezi tabelul 7.17c).
De aceasta datd, minimul 0 va fi unic: 0= min{ X4 =40,X,, =40+¢, X33 = 50}= 40s1 dupa

redistribuirea sa se obtine — pentru problema perturbata !- solutia nedegenerata:

120
100 € 40
10 70
Tabelul 7.18.1

careia i se poate aplica algoritmul de optimizare. La terminare se va face € = 0.
Probleme propuse

Pentru problemele de transport echilibrate de mai jos:

1) Determinati solutii initiale prin metodele descrise (metoda coltului de NV, metoda costului
unitar de transport minim, metoda diferentelor maxime sau alte metode...);
i) Determinati solutia optima plecand de la cea mai buna solutie gasita la 1).
111) Vizualizati rutele folosite in solutia optima ca in figura 7.4.
Mare atentie la rezolvarea situatiilor de degenerare!

1.
Furnizori Consumatori Disponibil
G|l GG
F, 5 7 12 35
F, 11 6 9 45
F; 14 10 2 50
Cerere 50 40 30 130

Tabelul 7.19

150



Furnizori

Consumatori

G

G

Cs C,4

Gs

C6 Disponibil

30
20
25
18

27
22
14
25

15 42
20 17
10 24
28 30

25
12
34
30

10 2200
22 2000
8 1000
28 1300

Cerere

1200 800

700 1300 1000

1500 6500

Tabelul 7.20

Furnizori

Consumatori

G

G, G C,

Disponibil

15
18

21

21 27 3
16 25 12
5 11 4
7 19 14

22
29

100
60
50
40

10

30 120 40

50

250

Tabelul 7.21

Furnizori

Consumatori

G, G C,4

Disponibil

1 7 2
2 1 4
1 4 1
7 5 6

40
30
50
30

30 30 20

150

Tabelul 7.22

Furnizori

Consumatori

G C,

Co Disponibil

9 6
7 7
9 11
11 2

3
2

10 500
5 600
11 200
10 900

600 200 400

200 2200

Tabelul 7.23
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Unitatea de invatare 8

ELEMENTE DE PROGRAMARE LINIARA
Problema de transport. Aplicatii variate

Cuprins

8.1 Ilustrari practice ale problemei de transport
8.2 Problema transferului

Probleme propuse
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8.1 Ilustrari practice ale problemei de transport

Un prim obiectiv al sectiunii este acela de a ardta cum se solutioneaza o serie de situatii speciale ce pot
apare in studiul problemelor de transport si care amintesc de reoptimizarea din programarea liniara
generala: modificari n structura ofertei sau a cererii, blocarea unor rute, maximizarea profitului
rezultat din activitatea de transport etc

Al doilea obiectiv vizeazd problemele de transport neechilibrate. Nu intotdeauna, conditia de echilibru
(1) din sectiunea 7.2 (unitatea de invatare 7)

m n

ofertatotala = Y a; = > b j =cererea totala

i=1 j=I
este indeplinitd. Dacd oferta totala > cererea totald, problema de transport are in mod clar solutii.
Reducerea la o problema echilibratd se face prin introducerea unui ,,consumator fictiv”’ a carui cerere
este egala cu excesul de oferta. Pe ,rutele” ce leagd furnizorii reali de consumatorul fictiv, costurile
unitare de transport se iau egale cu zero. In mod logic, cantititile ,livrate” de (unii) furnizori
consumatorului fictiv se interpreteaza drept cantitdti ramase in stoc.
Daci din contri, oferta totald < cererea totald, lucrurile sunt ceva mai delicate. In primul rand problema
de transport — asa cum a fost ea formulatd in sectiunea 7.2 — nu mai are solutii! S-ar putea pune
problema repartizarii — la cel mai mic cost de transport — a ofertei totale insuficiente catre consumatori,
numai cd unii s-ar putea sd primeasca intreaga cantitate solicitata sau ,,pe aproape” in timp ce altii s-ar
putea sd primeasca foarte putin sau chiar nimic! Se ridicd aici o chestiune principiald: cum ar trebui
facutd repartizarea ofertei totale insuficiente astfel incat ,,penuria” sa fie suportatd echitabil de catre
toti consumatorii!

In al treilea rand, dorim sd semnalam, prin cateva exemple, faptul cd practica economica furnizeaza
numeroase situatii care nu implicd un transport in sensul propriu al cuvantului dar care pot fi
modelate ca probleme de transport.

Exemplul 8.1 Se considera problema de transport echilibrata cu datele din tabelul 8.1

C, C, C; | Disponibil
Fi| 2 5 3 50

4

7

8 3 150
9 5 150
Cerere| 100 150 100 | 350

Tabelul 8.1

1) sd se determine programul de transport care minimizeaza costul total.
i1) cum se modifica programul si costul total daca cel putin 50% din cererea consumatorului C,
trebuie asigurata de furnizorul Fs.
ii1) cum se modificd programul si costul total de la 1) daca ruta F,—C; nu mai poate fi utilizata.
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Solutie. 1) Metoda diferentelor maxime furnizeazad direct urmatoarea solutie optima de baza,
nedegenerata:

C, C, Cs
F, 50
F, | 100 50
F; 100 50
Tabelul 8.2

Problema mai are o solutie optima de baza, de astd datd degeneratd — vezi tabelul 8.3:

C, C, C;
F, 50
F, | 50 100
F; 150
Tabelul 8.3

Costul total de transport are valoarea minima de 1950 u.m.

Nota: Cititorul interesat este sfatuit sa faca toate calculele justificative; este un bun prilej

de a vedea daca procedeele expuse in sectiunile anterioare au fost corect insusite!
oy e . . o . . 50
i1) Diminudm cererea consumatorului C; si disponibilul furnizorului F3 cu 100-——=50

100
unitati. Rezultd o noua problema de transport cu datele din tabelul 8.4

C, C, C; | Disponibil
Fi| 2 5 3 50
F,| 4 8 3 150
Fs| 7 9 5 100
Cerere| 50 150 100 | 300
Tabelul 8.4
si cu solutia optima degenerata
G G, G
F, 50
F, | 50 100
F; 100
Tabelul 8.5

al carei cost total este de 1650 u.m.Adaugand si cele 50 unitati deja programate pe ruta F3—C,; obtinem
programul de transport afisat n tabelul 8.6
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G G, G

F, 50

F, | 50 100

F; | 50 100
Tabelul 8.6

al carui cost este de 1650 + 7-50 = 2000 u.m.

i11) Remarcam faptul ca ruta F,—C; este folosita in ambele solutii optime ale problemei date
(in solutia X'din tabelul 8.2 avem X3 = 501iar in solutia X" din tabelul 8.3, X353 =100) Blocarea rutei
se va face schimband valoarea actuala 3 a costului unitar de transport C,; pe aceastd rutd cu o valoare

M, foarte mare, care sa oblige algoritmul de optimizare sa caute solutii mai ieftine.
Datele problemei modificate sunt afisate in tabelul 8.7

C, C, C; | Disponibil
Fi| 2 5 3 50
F,| 4 8 M | 150
Fy| 7 9 5 150
Cerere| 100 150 100 | 350

Tabelul 8.7

Este clar ca orice solutie a problemei originale este o solutie si pentru problema modificata, diferenta
aparand la cost.

In consecintd vom pleca de la solutia optima nedegenerati a problemei originale (tabelul 8.2) si vom
recalcula marimile Aj.

Vi=9-M v,=9 V3=35 Aj=Ui +Vj-Gj
up=-4 50 3-M * -2
u=M-5| 100 50 = * M-4 *
uz=0 100 50 2-M * *
Tabelul 8.8 Tabelul 8.8.1

Deoarece M este foarte mare, Ay, = M — 4 > 0 (celelalte diferente sunt negative). Utilizand ciclul rutei
(F2, Cy) se ajunge la solutia optima din tabelul 8.9:

G G G
F, 50
F, | 100 | 50
Fs 50 | 100
Tabelul 8.9

cu costul total de 2000 u.m. si in care ruta F,—C; nu mai este folosita.
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Observatie finala: compararea costurilor diferitelor solutii obtinute confirma ideea cd orice
constrangere asupra rutelor potentiale de transport sau asupra cantitdtilor transportate conduce, in
general, la cresterea costului total!

Exemplul 8.2 Companiile farmaceutice A si B au in stoc 1100 respectiv 900 de mii doze dintr-un
vaccin antigripal necesar combaterii unei epidemii de gripa ce este pe cale sa se produca in trei orase.
Deoarece virusul ar putea fi fatal persoanelor in varsta se impune cu prioritate vaccinarea acestora, in
timp ce restul populatiei va fi vaccinatd doar la cerere si numai in masura in care mai existd doze
disponibile.

Estimarile necesarului de vaccin — in mii doze — sunt date in tabelul 8.10

‘ Oras 1 Orags2  Oras3
325 260 195
750 800 650

Pentru persoanele in varsta

Pentru celelalte persoane

Tabel 8.10

Costurile transportului vaccinului de la companiile producatoare in cele trei orase (centi per dozad) sunt
urmatoarele:

| Oras1 Oras2 Oras3

Compania A 3 3 6
Compania B 1 4 7
Tabelul 8.11

Cum ar trebui distribuit vaccinul disponibil intre cele trei orase astfel incat cheltuielile de transport sa
fie cat mai mici si populatia in varsta s fie vaccinata in totalitate?

Solutie. Observatii preliminare:

Vaccinul este disponibil in 1100 + 900 = 2000 mii doze.

Pentru populatia in varsta din cele trei orage sunt necesare 325 + 260 +195 = 780 mii doze.

Pentru ceilalti locuitori ar fi necesare 750 + 800 + 650 = 2200 mii doze.

Pentru aceste persoane nu mai raman disponibile decat 2000 — 780 = 1220 mii doze adica
55,45% din necesar.

I) Mai intai vom face repartizarea vaccinului pentru persoanele in varstd. Avem de rezolvat
problema de transport cu datele din tabelul 8.12
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Orag1 | Oras2 | Orag3 |Disponibil (mii doze)
Compania A 3 3 6 1100
Compania B 1 4 7 900
Necesar vaccin pentru persoanele in 2000
varstad (mii doze) 325 260 195 [780
Tabelul 8.12

Spre deosebire de problemele de transport discutate in sectiunile precedente, aceasta nu este
echilibrata. Deoarece

oferta totalda = 2000 > 780 = cererea totala

este posibild satisfacerea tuturor cererilor la cel mai mic cost total de transport. ,,Echilibram” problema
introducand un ,,consumator fictiv = oras 4” care va prelua diferenta 2000 — 780 = 1220 mii doze.
Costurile unitare de transport citre consumatorul fictiv se vor lua egale cu zero. In solutia optimi a
problemei echilibrate, dozele ,livrate” orasului 4 vor fi interpretate ca doze rdmase in stocurile
companiilor (si care vor fi repartizate ulterior populatiei nevarstnice din cele trei orase).

Datele problemei de transport echilibrate sunt indicate in tabelul 8.12.1

Oras 1 Oras 2 Oras 3 Oras 4 Disponibil
Compania A 3 3 6 0 1100
Compania B 1 4 7 0 900
Cerere 325 260 195 1220 2000
Tabelul 8.12.1

Solutia optima:

Oras 1 Oras2 Oras3 Oras4
Compania A 260 195 645
Compania B 325 575

Tabelul 8.13
se interpreteaza astfel:
- compania A va livra necesarul de vaccin pentru populatia in varstd din orasele 2 si 3 iar

compania B va acoperi necesarul de vaccin pentru varstnicii oragului 1.
- costul total al operatiei: 325-1 +260-3 + 195-6 = 2275 mii centi = 22750 dolari.
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- pentru restul populatiei din cele trei orase raman disponibile 645 mii doze la compania A si
575 mii doze la compania B.

IT) Pentru repartizarea dozelor ramase avem de studiat problema de transport cu datele din
tabelul 8.14

Oragl | Oras2 | Orag3 |Disponibil (mii doze)
Compania A 3 3 6 645
Compania B 1 4 7 575
Necesar vaccin pentru persoanele 1220
nevarstnice (mii doze) 750 200 650 2200
Tabelul 8.14

Si aceasta problema este neechilibratd dar, spre deosebire de precedenta, satisfacerea integralda a
cererilor este imposibild intrucat oferta totalda = 1220 < 2200 = cererea totald. Totusi, sitatia meritd
analizatd deoarece este foarte apropiatd de realitate: nu de putine ori medicamentele disponibile pe
piata nu acopera necesarul!

O prima abordare are in vedere in exclusivitate criteriul costului: unde ar trebui trimise
dozele disponibile astfel incat costul total al livrarii (suportat de companii) sa fie minim?
Echilibram problema ,,la nivelul cererii” adaugand un ,,furnizor fictiv’ cu ,,disponibilul” = 2000 —
1220 = 780 mii doze. Costurile unitare de transport de la acest furnizor fictiv catre consumatorii reali se
vor lua egale cu zero.in solutia optima, cantititile ,livrate” de furnizorul fictiv se interpreteazi ca
cereri neacoperite.Datele problemei astfel echilibrate apar in tabelul 8.15

Orasg 1 Oras2 | Oras3 [Disponibil
Compania A 3 3 6 645
Compania B 1 4 7 575
Furnizor fictiv 0 0 0 780
Necesar 750 800 650 2200
Tabelul 8.15

Solutia optima:
Oras 1 Oras2  Oras3

Compania A 645
Compania B 575
Furnizor fictiv 175 155 650
Tabelul 8.16
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are urmatoarea interpretare:

- din cele 750 mii doze solicitate de oragul 1 pentru populatia nevarstnica se vor primi numai
575 mii doze, adica Intreg stocul companiei B, ceeace reprezintd 76,67% din cerere.
- oragul 2 va primi intreg stocul de 645 mii doze ramase la compania A reprezentand 80,62%

din cererea de 800 mii doze.

- cererea orasului 3 pentru nevarstnici ramane in intregime neacoperita.

- costul total al transportarii celor 1220 mii doze rdmase insumeaza 575-1 + 645-3 = 2510 mii

centi = 25100 dolari.

Am vazut ca pe total, cererea de vaccin pentru populatia nevarstnica, este acoperita doar in proportie de
55,45%. Solutia propusa — desi minimizeaza costul — are un neajuns major, acela ca nu repartizeaza
echitabil vaccinul disponibil Intre cele trei orage: In timp ce primele doud primesc mai mult de 75% din

solicitari, oragul 3 nu primeste nimic!

Solutia echitabila pleaca de la urmatoarea idee: daca cererea totala pentru nevarstnici este acoperita in
proportie de 55,45% ar fi mai corect ca solicitarile individuale ale oraselor sd fie acoperite In aceeasi

proportie. Astfel:

orasul 1 ar urma sa primeasca 750-0,5545 = 416 mii doze;

oragul 2 ar urma sa primeasca 800-0,5545 = 444 mii doze;

orasul 3 ar urma sa primeasca 650-0,5545 = 360 mii doze;
Total = 1220 mii doze.

In acest fel, problema de transport se echilibreaza ,,la nivelul ofertei” — vezi tabelul 8.17

Oras 1 Oras 1 Oras 1 Disponibil
Compania A 3 3 6 645
Compania B 1 4 7 575
Necesar 416 444 360 1220
Tabelul 8.17
Solutia optima:
Oras 1 Oras2 Oras3
Compania A 444 201
Compania B | 416 159
Tabelul 8.18

se interpreteaza astfel:

- cererea diminuata a oragului 1 este asiguratd de compania B (416 mii doze)
- cererea diminuatd a orasului 2 este asiguratd de compania A (444 mii doze)

- cererea diminuata a oragului 3 este asigurata si de A (201 mii doze) si de B (159 mii doze)

- costul livrarii cantitdtilor specificate in solutie se ridica la

444.3 +201:6 + 416-1 +159-7 = 4067 mii centi = 40670 dolari, cu 62% mai mult ca In prima abordare.




Daca addugdm si costul livrarii vaccinurilor pentru populatia varstnica costul total aferent solutiei
echitabile este de 22750 + 40670 = 63420 dolari.

Exemplul 8.3 Compania MIKLA produce ciocolata in trei unitati Fy, F,, F3 specializate in productia de
dulciuri. Pentru desfacerea cu amanuntul, ciocolata este transportatd in patru centre de distributie
C1,C2,C5,Cy. In luna urmatoare a fost estimata o cerere de 5300 kg repartizata astfel:

Distribuitor| C C, C; Cy | Total
Cerere (kg) | 900 1400 1800 1200 | 5300

Tabelul 8.19

In regim normal de activitate , unitatile F1,F,,F3 ar putea produce pana la 2000 , 2300 respectiv 1900 kg
lunar. Costurile unitare de transport (euro/kg) de la producatori la distribuitori sunt date 1n tabelul 8.20

¢ G GG
F, [ 053 031 0,12 0,44
F, | 035 0,86 065 0,78
F; | 0,45 0,64 0,70 0,90

Tabelul 8.20

Compania aprovizioneaza piata numai prin intermediul celor patru distribuitori asfel ca ea nu este
interesatd in a produce mai mult decat s-a estimat. Pe de alta parte, costurile transportului ciocolatei de
la producatori la distribuitori este suportat de companie si inclus in pretul produsului.

1) ce cantitdti de ciocolatd ar urma sa fie produse in unitatile F,,F,,F5 astfel ca cererea sa fie
acoperita la un cost total de transport minim? Cum ar fi repartizata productia pe distribuitori?

i1) Sa se arate cd prin cresterea capacitdtii de productie a unitdtii F; se poate obtine o scadere a
costului total. Pana la ce nivel ar putea creste productia unitatii F; fard schimbarea structurii actuale a
programului de transport?

ii1) Coducerea companiei a decis sistarea productiei unitatii F, in vederea efectudrii unor
operatii de revizie si reparatie a instalatiilor. Pentru acoperirea cererilor, unitétile F; si F3 ar putea fi
autorizate sd produca cu pand la 1000 kg peste capacitatile normale, la un cost de 0,21 euro/kg.Ce
cantitati ar trebui sa producd unitdtile F; si F3 pentru satisfacerea tuturor cererilor astfel incat suma
costului transportului si a costului productiei suplimentare sd fie minima.

Solutie i) Deoarece
capacitatea totald (normald) de productie = 6200 kg > 5300 kg = cererea totala
unele unitati vor produce sub capacitatea normala de productie.
Pentru echilibrarea problemei se va introduce un consumator fictiv Cs a carui cerere va fi diferenta

6200 — 5300 = 900 kg. Cantitatile repartizate acestui client se interpreteaza logic drept capacitati
neutilizate.
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Programul de transport cu cel mai mic cost este dat in tabelul 8.21

C C, Cs C, Cs(fictiv)
F, 1800 200
F, | 900 1000 400
F, 1400 500
Tabelul 8.21

Dupa cum se vede, unitatea F; va lucra la capacitate normala in timp ce F, si F3 vor produce 1900 kg
respectiv 1400 kg. Costurile de transport insumeaza 2295 euro.

i1) Suplimentdm capacitatea normald de productie a unitatii F; cu o valoare y >0, deocamdata

foarte mica. Productiile unitatilor F, si F3 se mentin la valorile stabilite la 1), adica 1900 kg respectiv
1400 kg. Rezultd urméatoarea solutie optima

C, C, G, C, Cs(fictiv)
F, 1800 200 +y
F, 900 1000 -y y
Fs 1400
Tabelul 8.22

cu costul total = 2295 + 0,44y — 0,78y = 2295 — 0,34y. Prin urmare costul total scade cu 0,34 euro la
fiecare kg de produs fabricat in unitatea F; peste capacitatea normald.Cresterea productiei unitatii F,
implica si diminuarea aportului unitatii F, cu aceeasi valoare y. Conditia de nenegativitate 1000—y >0
aratd cd structura actuald a programului de transport (adica cine pe cine aprovizioneaza!) se mentine
daca y <1000 adica atat timp cat productia unitatii F; nu depaseste nivelul 2000 + 1000 = 3000 kg.La
nivelul maxim de 3000 kg pentru F;, aportul unitatii F, scade la 900 kg in timp ce F; va contribui cu
aceeasi cantitate de 1400 kg. Repartizarea acestor productii pe distribuitori este data in tabelul 8.22.1
(rezultat din tabelul 8.22 pentru y = 1000).

(O] C, (O Cs
F, 1800 1200
F, 900
F; 1400
Tabelul 8.22.1

iar costul transportului ar scadea la 2295 — 0,34 - 1000 = 1955 euro.
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Nota: in analiza facutd nu s-a tinut seama de eventualele costuri suplimentare cauzate de depasirea
capacitdtii normale de productie a unitatii F;.

ii1) Productiile suplimentare ale unitdtilor F; si F3 vor fi evidentiate prin doi noi ,,furnizori
Fi™' si F3™' fiecare cu o ,,ofertd” de 1000 kg. Costurile unitare de transport de la Fi'si B3 catre
cei patru distribuitori vor include si costul suplimentar de productie de 0,21 euro/kg.
Oferta totala a celor patru furnizori F , F, 5% Fy , FysP! depaseste cererea totala

2000 + 1000 + 1900 +1000 = 5900 > 5300

astfel ca, pentru echilibrare, vom apela din nou la un distribuitor fictiv Cs cu cererea 5900 — 5300 = 600
kg. Cantitatile ,livrate” lui Cs se vor interpreta logic drept capacitati — normale sau suplimentare —
neutilizate.

De obicei, costurile unitare de transport citre un consumator fictiv se iau egale cu zero.In cazul de fati
apare urmdtoarea problema: nu putem admite o productie suplimentara fard utilizarea integrala a
capacitdtilor normale de productie!

Ca urmare, costurile unitare de transport de la F; si F3 la Cs vor fi luate egale cu o valoare M > 0 foarte
mare; 1n acest fel, algoritmul de optimizare va fi ,,obligat” sd utilizeze mai intai capacitatile normale de
productie — care, oricum nu acopera cererea totala: 2000 + 1900 = 3900 < 5300 — s1 numai dupa aceea
capacitatile suplimentare!

In definitiv, avem de rezolvat urmitoarea problemi de transport echilibrata:

C, C, Cs Cy Cs (fictiv) Capacitati de productie
F, 0,53 0,31 0,12 0,44 M 2000
F,**10,53 + 0,21 = 0,74/0,31 + 0,21 = 0,52[0,12 + 0,21 = 0,33]0,44 + 0,21 = 0,65 0 1000
Fs 0,45 0,64 0,70 0,90 M 1900
F;*10,45 + 0,21 = 0,66/0,64 + 0,21 = 0,85[0,70 + 0,21 = 0,91]0,90 + 0,21 = 1,11 0 1000
Cerere 900 1400 1800 1200 600 5900
Tabelul 8.23

cu solutia optima:
C, C C C4 Cs(fictiv)

F, 200 | 1800
F,So] 1000
Fy 900 | 1000
F3P] 200 200 600
Tabelul 8.24

Interpretare: Capacitatile normale ale unitétilor F; si F3 vor fi suplimentate cu 1000 kg respectiv 400
kg.. Oprirea productiei la unitatea F, implica un cost total de 2365 euro din care 2071 reprezinta costul
propriu zis al transportului iar 294 costul productiei suplimentare.

Exemplul 8.4 Firma de panificatie LIPIA produce o sortiment de franzela in doud brutarii.Datele
privitoare la capacitatile si costurile de productie se gasesc in tabelul 8.25
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Brutaria | Capacitate de productie (buc) | Cost de productie (centi/buc)
A 2500 23
B 2100 25

Tabelul 8.25

Patru lanturi de restaurante sunt gata sa cumpere acest sortiment. Cantitétile cerute si preturile pe care
sunt dispuse sa le plateasca sunt date in tabelul 8.26

Lant de restaurante |Cerere maxima (buc)|Pret oferit (centi/buc)
1 1800 29
2 2300 37
3 550 40
4 1750 36
Tabelul 8.26

Costul transportului painii de la brutdrie la restaurante(in centi/buc) intra in obligatia firmei — vezi
tabelul 8.27
Lant 1 Lant2  Lant3 Lant 4

A 6 8 11 9
B 12 6 8 6
Tabelul 8.27

Se observa ca sortimentul de paine este bine apreciat Intrucat cererea:
1800 + 2300 + 550 + 1750 = 6400 bucati

depaseste oferta:
2500 + 2100 = 4600 bucati

Problema: citre care clienti ar trebui sd se indrepte firma si ce cantitdti de paine ar trebui sa le livreze
pentru ca profitul ei sa fie maxim.

Solutie. Profitul firmei pe unitatea de produs este dat de relatia:

Profit per __ Pret oferit de Cost de productie la i Costul transportului de la
bucatdi ~ restaurant = \ brutérie brutarie la restaurant )

Prin urmare, acest profit depinde atat de ,,furnizor” (brutaria A sau B) cat si de ,,consumator” (lantul 1,
2, 3 sau 4). Calculul acestor ,,profituri unitare” este dat in tabelul 8.28
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Lant 1 Lant 2 Lant 3 Lant 4
Brutdria A |39-23—- 6=10| 37-23-8=6 |40-23-11=6| 36-23-9=4
BrutdriaB [39-25-12= 2| 37-25-6=6 | 40-25—- 8=7| 36-25-6=5
Tabelul 8.28

Sa consideram acum problema optimizarii transportului painii de la cei doi furnizori (brutariile)
la cei patru consumatori (lanturile de restaurante) in care, in locul costurilor unitare de
transport, avem ,profiturile unitare” rezultate din aceste livrari, obiectivul urmarit fiind
maximizarea profitului. Datele problemei se gasesc in tabelul 8.29

Lant1 Lant2 Lant3 Lant4 Oferta (buc)
Brutaria A 10 6 6 4 2500
Brutaria B 2 6 7 5 2100
4600
Cerere (buc) 1800 2300 550 1750 6400
Tabelul 8.29

Pentru ,,echilibrarea” problemei vom adauga o ,,brutarie fictiva” a carei ,,oferta” este diferenta

6400 — 4600 = 1800 buciti
Profiturile corespunzatoare franzelelor ,livrate” de furnizorul fictiv se vor lua egale cu zero — vezi
tabelul 8.30

Lant1 Lant2 Lant3 Lant4 Oferta (buc)
Brutaria A 10 6 6 4 2500
Brutéria B 2 6 7 5 2100
Brutaria fictiva 0 0 0 0 1800
Cerere (buc) 1800 2300 550 1750 6400
Tabelul 8.30

Evident, cel mai mare profit per bucatd rezulta din livrarile brutariei A catre lantul 1 de restaurante.
Daca pe fiecare rutd ,,brutdrie — restaurant” vom evalua diferenta dintre profitul maxim si profitul
aferent rutei respective si dacd vom interpreta aceste diferente ca ,,pierderi de profit” obtinem o
problema de transport uzuala (in care functia obiectiv se minimizeaza) cu datele din tabelul 8.31

Lant1 Lant2 Lant3 Lant4 Oferta (buc)
Brutaria A 0 4 4 6 2500
Brutéaria B 8 4 3 5 2100
Brutiria fictiva 10 10 10 10 1800
Cerere (buc) 1800 2300 550 1750 6400
Tabelul 8.31
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Solutia optima a problemei este data in tabelul 8.32

Lant 1 Lant2 Lant3  Lant4
Brutaria A| 1800 700
Brutiria B 1550 550
Brutiria fictiva 50 1750
Tabelul 8.32

si se interpreteaza astfel:

- se accepta integral cererea lantului 1 de restaurante; ea va fi asigurata de brutéria A;

- se accepta integral cererea lantului 3 de restaurante; ea va fi asigurata de brutaria B;

- pentru lantul 2 de restaurante se asigurd 2250 bucdti; 700 vor veni de la brutaria A si 1550
de la brutaria B;

- nu se acceptd oferta de pret a lantului 4 de restaurante.

Profitul maxim = 1800 -10 + 700 - 6 + 1550 - 6 + 550 -7 = 35350 centi = 353,50 dolari.

Exemplul 8.5 O firma specializata in producerea de echipament electric are de expediat un numar de
generatoare la sfarsitul lunilor Ianuarie, Februarie si Martie. In fiecare luna, firma produce, in regim
normal de lucru, un anumit numdr de generatoare. Daca necesitatile o impun, prin organizarea unor
schimburi prelungite, firma poate produce si peste plafoanele normale dar la un cost mai ridicat.

Luna| lanuarie Februarie | Martie
Nivelul cererii (buc.) 8 6 12
Volumul productiei in regim 7 7 7
normal de lucru (buc.)
Volumul productiei 4 4 5
suplimentare (buc.)
Costul unui gener?tor din 40 40 50
productia normala (u.m.)
Cos'tul unui gener?tor din 50 60 R0
productia suplimentara (u.m.)
Tabelul 8.33

Dupa cum se vede, in luna Martie, cand cererea este mai mare si costurile de productie sunt mai
mari, ca urmare a unor tendinte inflationiste ce pot fi previzionate din vreme: cresteri planificate ale
salariilor sau cresterea preturilor la materiile prime.

Deoarece costurile de productie nu sunt constante, firma va fi interesatd in a produce mai mult
in lunile 1n care costurile sunt mai mici formand astfel un stoc de produse finite din care sa acopere, cel
putin in parte, cererea din lunile in care costurile sunt mai mari. Pentru fiecare generator expediat in
alta luna decat cea in care a fost produs, exista un cost suplimentar de stocare de 10 u.m. pe luna.
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Obiectivul urmairit este elaborarea unui program de fabricatie pentru satisfacerea
comenzilor la un cost total de productie si stocare minim.

Pentru a formula o problema de transport trebuie sa identificam mai intai sursele si destinatiile.
In fiecare lund un generator poate fi produs in doud moduri: in timpul normal de lucru sau “peste
program”; vor exista deci 2x3 = 6 “surse” ale caror disponibile sunt nivelele de productie
corespunzatoare. Astfel, sursa “lanuarie-productie normala” are un disponibil de 7 bucati in timp ce
sursa “Martie-productie suplimentara”are un disponibil de 5 bucati. Destinatiile se identifica cu
sfarsiturile celor trei luni cand cererile trebuiesc acoperite.

Intre cele 6 surse si 3 destinatii se creeaza 6x3 = 18 legituri (rute); fiecare indica luna in care
este produs un generator, modul in care acesta este produs (in regim normal de lucru sau “peste
program”) si luna in care este expediat. Din cele 18 legaturi, 6 vor fi blocate deoarece exprimd un
nonsens: livrarea unui produs finit intr-o lund anterioara celei in care a fost fabricat!

Costurile unitare de transport pe rutele neblocate sunt in fapt costurile unitare de productie la
care se adauga eventualele cheltuieli de stocare. Astfel, pe ruta “lanuarie-productie suplimentara—
Martie” costul unitar de transport va fi egal cu costul fabricarii unui generator peste nivelul productiei
normale din lanuarie la care se adauga costul stocarii pe doua luni, adica 50+2x10 = 70 u.m.

Am obtinut o problema de transport ale carei date sunt prezentate in tabelul 8.34

Destinatii| lanuarie | Februarie | Martie | Disponibil
Surse
lan.-prod. normald 40 50 60 7
lan.-prod, suplim. 50 60 70 4
Feb.-prod. normala M 40 50 7
Feb.-prod. suplim. M 60 70 4
Martie-prod. normala M M 50 7
Martie-prod. suplim. M M 80 5
34
Cerere 8 6 12|26
Tabelul 8.34

Deoarece oferta totald intrece cererea totald (34 > 26) este necesar sd echilibram problema
introducand un “consumator “fictiv care sa preia diferenta 34 - 26 = 8 buc.

Invitam cititorul sa rezolve problema echilibrata, avertizandu-I c@ aceasta are mai multe solutii
optime! Una dintre ele este interpretatd in figura 8.1; costul asociat este de 1250 u.m.
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Ianuarie
Prod. normala 7 buc. k Tanuaric
Prod. suplim. 4 buc. |1 ————— | Cerere: 8 buc.
Februarie 3
6 Februarie
Prod. normald 7 buc. Cerere: 6 buc.
Prod. suplim. 1 buc. 1 !
Y I Martie
artie Cerere: 12 buc.
Prod. normald 7 buc.
Prod. suplim. 5 buc.
Figura 8.1

Exemplul 8.6 Foarte des citata in literatura de specialitate este problema patronului de restaurant.

Patronul unui restaurant stie ca 1n raport cu mesele pe care a stabilit sa le serveasca in
urmatoarele n zile (in regim de rezervare) va avea nevoie de I servete de masa curate, 1 = 1,...,n. Pentru

ege ey

e fie sa le cumpere la pretul de a u.m. bucata;

e fie s trimitd servetele murdare la o spalitorie. In serviciul normal, servetele spalate sunt
livrate dupa p zile la un cost de ¢ u.m. bucata; in serviciul de urgentd, servetele spalate se
livreaza dupa g < p zile la un cost b > ¢ u.m. bucata.

Pornind fara nici un servet utilizabil, cum trebuie sa procedeze patronul cu achizitionarea
si spilarea servetelor astfel incat s minimizeze costul total pe perioada celor n zile?

Solutie: Pentru a trata problema enuntatd ca o problemd de transport este necesar sa identificam: 1)
produsul ce trebuie “transportat si distribuit”, 2) sursele, 3) destinatiile, 4) legaturile (rutele)
permise intre surse si destinatii i 5) costurile unitare de transport.

1) Produsul de transportat si distribuit 1l constituie servetele “curate”. Dupa provenienta ele sunt

de trei feluri: servete “noi” cumparate de la magazin, servete “spalate in regim de urgentd* si servete
“spalate Tn regim normal”.
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2) Evident o prima sursa de servete curate o constituie stocul de servete noi pe care
patronul intentioneaza sa le cumpere de la magazin; notdm aceasta sursd cu Fy. Deoarece, la urma
urmei, fiecare servet spalat a fost candva nou este clar ca la inceputul perioadei patronul nu poate
cumpara mai putine servete decat numarul maxim necesar intr-o zi. Pe e altd parte, patronul poate
cumpdra in fiecare zi numarul de servete curate necesare.In concluzie, numirul S al servetelor din
stocul initial Fy va trebui fixat undeva intre limitele specificate in urmatoarea inegalitate:

n

maxh <S< ), (1)

I<i<n :
i=1

Mai departe, la sfarsitul unei zile, sd zicem i, cele r; servete murdare se constituie ca o sursa de
servete curate pentru zilele urmatoare (fireste, dupa ce in prealabil au fost spalate!).Face exceptie
ultima zi, a n-a, cind servetele murdare se arunca pur si simplu la deseuri (se face ipoteza ca in perioada
urmitoare, patronul va utiliza alt stoc de servete noi...).In consecinta, pe lingd “sursa” Fo, vom mai
considera alte n - 1 “surse” Fy, Fa,..., Fy.1, corespunzatoare zilelor 1, 2,..., n-1, cu “disponibilele” ry,
..., 'n-1.

3) Este firesc ca fiecare din cele n zile sa fie socotitd ca o destinatie a carei cerere este egala
cu numarul servetelor curate necesare.Vom avea deci n destinatii C;, C,..., C, , corespunzatoare zilelor
1, 2,..., n cu cererile Iy, Iy,..., I'h. Datorita relatiei (1) “oferta” totald de servete curate acopera cererea
totala:

SH+r 40+ _ 20 +0L+-+r_ +1, < S22,

n-1 =

Daca S = ry (care are loc numai daca r, = maxt; ), problema este din start echilibrata; daca S > r, , vom

I<i<n
introduce o destinatie suplimentard Cy cu cererea S - I,. Situatia servetelor cu “destinatia” C, se
interpreteaza diferit: acelea care “provin” de la sursa F( reprezinta servete pe care patronul intentiona sa
le cumpere dar a renuntat deoarece nu mai avea nevoie de ele; cele care provin de la oricare din sursele
Fy, Fa,..., Fy. reprezintd servete murdare care nu mai sunt trimise la spalat fiind aruncate la deseuri.

4,5) Avand 1n vedere semnificatia ei, sursa Fy este legatd de toate destinatiile C,, Cs,..., Cy ,
“costul unitar” comun pe aceste rute fiind pretul de cumpéarare al unui servet nou. Sa consideram acum
o sursa oarecare Fj, i = 1, 2,..., n-1, al cérei “disponibil” este format din cele r; servete folosite in ziua i.
Aceste servete, sau o parte din ele, devin disponibile pentru o noua folosire abia dupa q zile, adica dupa
ce au fost trimise la spalatoria rapida. In concluzie, “rutele” (Fi, Cj) cu 1 <j <i+ q sunt lipsite de sens
si vor fi blocate printr-un cost M foarte mare. Pe rutele (Fi, Cj) cu i+ q <] <1i + p se va “practica”
costul b al spalarii unui servet in regim de urgenta iar pe rutele (Fi, Cj) cu i+p<j<n, seva
practica costul ¢ al spaldrii unui servet in regim normal. In fine, sunt permise toate rutele catre
destinatia Cy - In caz ca aceasta trebuie avuta in vedere! - cu costul comun zero.
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Consideratiile precedente sunt ilustrate prin urmatorul caz concret:
n=>5zile

zivai| 1 2 3 4 5
cerereali | 60 50 80 40 60

pretul unui servet nou: a=>5

durata serviciului normal: p =2 zile

durata serviciului rapid: q=1 zi

costul spalarii unui servet in regim de urgenta: b =2 u.m.
costul spalarii unui servet in regim normal: ¢ =1 u.m.

Din (1) rezultd ci 80 < S < 280. In tabelul 8.35 apar datele problemei de transport corespunzitoare.

Cl C2 C3 C4 C5 C() DlSpOIllbll

Fo| 5 5 5 5 5 0 S

F| M 2 1 1 1 0 60
F,| M M 2 1 1 0 50
E| M| M| M| 2 | 1 0|80
F,| M M M M 2 0 40

Necesar | 60 | 50 80 40 50 S-50 | S+230
Tabelul 8.35

Problema are mai multe solutii optime; structura unora depinde de numarul S de servete noi pe
care patronul intentioneaza sia le cumpere la inceput! Invitdm cititorul sd facd calculele necesare.
Oricare din aceste solutii implica un cost total de 730 u.m. a carui structura va fi detaliata pe solutia din
tabelul 8.36

C] C2 C3 C4 CS CO

Fo 60 20 S -80

F, 30 30

F2 50

F; 40 40

F, 10 30
Tabelul 8.36

Din prima linie a tabelului 8.36 rezulta ca patronul va trebui sa cumpere 80 de servete noi: 60
vor fi folosite In prima zi, restul a doua zi.Din a doua linie rezultd ca 30 din servetele folosite in prima
zi vor fi trimise la spalatoria rapida pentru a fi disponibile a doua zi. Restul de 30 vor fi spalate Tn regim
normal pentru a fi folosite in ziua a treia s.a.m.d. Ultima linie aratd ca din cele 40 de servete
intrebuintate in a patra zi, 10 vor fi spdlate rapid, pentru a putea fi folosite a doua zi iar celelalte 30 vor
fi aruncate la deseuri (acolo unde vor ajunge si cele 50 de servete “murdarite” 1n ultima zi).
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Tabelul poate fi “citit si pe coloane”. Astfel din coloana a treia deducem ca necesarul de servete
pentru a treia zi este asigurat prin spalarea in regim normal a 30 servete folosite Tn prima zi si prin
spalarea in regim de urgenta a celor 50 de servete folosite in a doua zi.

8.2 Problema transferului

In problema de transport studiatd in sectiunile precedente, sursele erau in legaturd directa cu
destinatiile, rutele erau orientate de la surse catre destinatii i nu era permis nici un transfer intre doua
surse sau intre doud destinatii — vezi reteaua din figura 7.1 din sectiunea 7.2 (unitatea de invatare 7).

Problema transferului este o generalizare a problemei de transport in urmatoarele directii:

- In reteaua asociata existd si centre intermediare (de tranzit) si pot exista legaturi intre surse sau
intre destinatii. Ca urmare, este posibil ca o sursd (o destinatie) sa functioneze la un moment dat si ca
punct de tranzit pentru unitati de produs provenind de la o alta sursd ( care se deplaseaza catre o alta
destinatie)

- pe unele rute transporturile pot fi efectuate in ambele sensuri, costul unitar al transportului
putand depinde de sensul de parcurgere al rutei.

Exemplul 8.7. Doua uzine de automobile S; si S; sunt in legdturd cu trei distribuitori t;, t; si t3 prin
intermediul a doua locatii de tranzit i; §i i> . Reteaua rutelor de legatura intre cele sapte locatii este data
in figura 8.2. Oferta uzinelor S, si S; este de 1000 respectiv 1200 unitati. Dealerii t;, t; si t3 solicita 800 ,
900 respectiv 500 unitati. Costurile de transport per unitate (in sute dolari) sunt indicate pe muchiile
retelei. De remarcat ca transferurile intre centrele intermediare sau Intre distribuitori pot fi efectuae in

ambele sensuri.
@ =) 800

1000 mmp (S1 5
@) = 900
1200 map (52) . ’

Figura 8.2

Se constata ca oferta totala = 2200 unitati = cererea totala.
Se pune problema organizarii livrarilor astfel incat costul total al transportului sa fie minim.
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Modelul matematic al problemei transferului.

Problema transferului se poate descrie in urmatorii termeni. Existd n localitati 1,2,..,n si se pune
problema organizarii transportului unui anumit produs intre aceste localititi la un cost total minim.Intre
unele localitati exista legaturi directe numite rute. Pe fiecare rutd este precizat un cost al transportului
unei unitati de produs de la o extremitate la cealalta. Este posibil ca aceste costuri unitare(ce pot fi
exprimate in bani, timp sau distantd) sd depindd de sensul de parcurgere a rutei respective. Pentru
simplifificarea expunerii se va presupune ca intre oricare doua localitati i si j exista o legatura directa,
convenind ca daca o asemenea rutd sau sens de parcurgere nu exista in realitate, costul corespunzator sa

fie luat egal cu + oc. Ansamblul localitdtilor si al rutelor de legatura poartd numele de retea de
transport.

Nodurile retelei se impart in:

- surse sau centre furnizoare: localitati in care produsul este realizat in vederea transportérii n
alte locatii (eventualul consum local se presupune acoperit).

- destinatii sau centre consumatoare: localitdti in care produsul este cerut pentru consum,
cererea neputand fi acoperitd din productia locala.

- centre intermediare (de tranzit): localititi in care produsul se gaseste doar in trecere,
eventualul consum fiind asigurat din productia locala.

Introducem notatiile:
a; = cantitatea disponibild in locatia i spre a fi transportata in alte locatii. Evident aj; >0

dacad locatia i este o sursd si aj = 01n rest.

bi = cantitatea de produs solicitata pentru consum in locatia i. Daca i este o destinatie atunci
bj >0;inrest b =0.

Cij, unde 1# |, = costul transportului unei unititi de produs da la locatia i la locatia j.Vom
presupune cd Cjj 2 0si cd Cjj =+oo dacd deplasarea de la i la j nu este posibild in realitate. Pentru
simplificarea notatiilor punem c;j =0.

Xij (i # ]) = cantitatea de produs transportatd din locatia i in locatia j.Daca transportul de la i la
j nu este permis, conditia Cjj =+o0 va implica Xjj = 01n orice solutie admisibild a modelului.

Xij ,1=1,---,n cantitatea de produs aflatd in tranzit in locatia i (adica primitd din unele locatii
pentru a fi expediata in altele)

Cu aceste notatii putem atasa fiecarei locatii a retelei de transport urméatoarele relatii:

Totalul cantitatilor expediate Cantitatea aflatd in tranzit ~_ Productia neta in locatia i (disponibild pentru a fi

din locatia i " 1inlocatia i expediata spre alte locatii)
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Formal:

n
XXk —Xjj=aj i=1L---,n (1)
k=1
ki
Totalul cantitatilor ajunse _ Cantitatea aflatd In tranzit ~_ Consum net in
in locatia i in locatia i locatia i
Formal:
n ~ .
> X —Xij=bj i=L---,n )
k=1
k=i

Variabilele X:

ij > N Xi; nu pot lua decat valori nenegative:

XijZO , Xij=0 3)

Costul transporturilor efectuate intre cele n locatii este reprezentat prin urmatoarea functie ce trebuie
minimizata:
‘ n n
(min) f = ¥ ¥ cjj Xjj “4)
i=1j=1
(reamintim ca C; =0,1=1,---,n)
Ansamblul de relatii (1) — (4) constituie modelul matematic al problemei transferului.Este usor de vazut
ca problema de optimizare astfel definita este compatibila dacad si numai daca totalul L al cantitatilor
expediate din surse este egal cu totalul cantitatilor cerute n destinatii, adica:

n n
lai =2bi=L ®)
i=

=1

Reducerea problemei transferului la o problema clasica de transport

Observand cd, 1n nici o locatie a retelei, cantitatea tranzitatd nu poate depasi plafonul L definit in (5),
introducem variabilele nenegative:

Xji = L—Yii i=1,---,n

Substituind:
Xii = L—X; (6)

in ecuatiile (1) si (2), modelul problemei transferului (1) — (4) se reduce la problema de transport
echilibrata:
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k

k

=1

=1

n
ink:L+ai i=1,-'-

n
Zin = L+bi i=1,---

Xij >0 I,j =1,---,N

i=1j=1

. n n
(min) f = 3 > CjjXjj

(7

Dupa rezolvarea problemei (7) relatia (6) ne permite sa punem in evidentd cantitatile aflate in tranzit in
diferitele locatii ale retelei.

Determindm solutia optimd a problemei transferului dati in exemplul 8.7 Conditia de
compatibilitate (5) este indeplinitd cu L = 2200. Datele numerice ale problemei de transport (7) apar in
tabelul 8.37. Blocarea rutelor nepermise s-a facut cu un cost M > 0 foarte mare.

Sy S, i i 4 t> i3 Disponibil L+a;

;] O M 3 4 M M M 3200=2200+1000

5| M 0 2 5 M M M 3400=2200+1200

| M M 0 7 8 6 M 2200

ih| M M 7 0 M 4 9 2200

1y M M M M 0 5 M 2200

t,| M M M M 5 0 3 2200

;] M M M M M 3 0 2200
Cerere L+b; | 2200 | 2200 | 2200 | 2200 [3000=2200+800[3100=2200+90012700=2200-+500 9600

Tabelul 8.37

Aplicarea algoritmului de optimizare a condus la solutia afisatd in tabelul 8.38

St S, i] iz 1 t, 13
52200 1000
55 2200 | 1200
iy 1000 800 | 400
iy 1200 1000
t, 2200
t) 1700 | 500
ty 2200
Tabelul 8.38

Cantitdtile X;; aflate in tranzit , calculate cu relatia (6) si cantitdtile X

J >

., 1# | transportate pe rutele

permise sunt indicate in tabelul 8.39. In figura 8.3 sunt puse in evidenta rutele efectiv folosite in
programul de transport optim si sensurile deplasarilor.
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S1 S iy iz t t; t3

S1 1000
S, 1200
i 1200 800 | 400
i) 1000 1000
ty
t; 500 | 500
t3
Tabelul 8.39
@ =) 800
800

1000 400

1000 map (51)
() = 900

1200 1000
00

1200 ma (52) (i)
(t: )= 500

Figura 8.3

De remarcat dubla calitate a locatiei t,: destinatie si punct de tranzit. In t, sosesc 400 + 1000 = 1400
unitati; 900 unitati sunt retinute pentru acoperirea cererii iar celelalte 500 sunt trimise la t3.

Probleme propuse
1. Patru termocentrale C, , C, , C;3 , C4 se aprovizioneaza cu carbune de la trei mine F, , F, , F5 .

Necesarul lunar al termocentralelor (mii t), productiile lunare ale minelor (mii t) si costurile unitare de
tranport (u.m. la 1000t) sunt date tabelul 8.40

Termocentrale| C, C, Cs C4 [Productie lunarj
Mine (mii t)
F, 3 2 1 5 12
F, 4 3 7 2 18
F; 3 3 5 6 20
Necesar lunar (miit) | 10 11 14 15 50
Tabelul 8.40
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1) Sa se genereze programe initiale de transport prin metoda costului minim §i prin metoda
diferentelor maxime; sd se compare costurile totale de transport aferente solutiilor.

Sa se determine programul lunar de aprovizionare cu carbune a termocentralelor care
minimizeaza costul total al transportului.

2) Pentru urmatoarea luna, unele sindicate miniere preconizeaza o serie de actiuni greviste. Ca
urmare a acestora, se estimeazd cd productia lunard totalda de carbune va scddea cu 30% fiind
repartizatd astfel; 10 mii t la mina F; , 12 mii t la F, i 13 mii t la F3 , deci un total de 35 mii t fata de o
cerere de 50 mii t.

e vyt

2. Compania X produce unitatea centrald pentru un anumit tip de PC. Unitatea este produsa in fabricile
situate 1n locatiile F; , F» , F3 (Seattle, Columbus, NY). Desfacerea este asiguratd prin cinci mari
depozite situate in locatiile C, , C,, Cs, C4, Cs (Pittsburg, Mobile, Denver, LA, Washington). Oferta si
cererea trimestriald precum si costurile unitare de transport (dolari/unitate) sunt date in tabelul 8.41

C G GGG Eﬁgﬂ“c“e
F, [ 10 | 20 5 9 10 ] 9000
F, [ 2 10 g 30 6 | 4000
F 1 20 7 10 4| 8000
Cerere trim. 3000 5000 4000 6000 3000 | 21000

Tabelul 8.41

1) Determinati programul de transport care minimizeaza costul total.

i1) Depozitul C; a solicitat o suplimentare de 1000 unitati iar conducerea a autorizat fabrica din
F, sd@ mareasca productia cu inca 1000 unitati. Cercetati daca aceastd modificare va duce la cresterea
costului total.

Indicatie: Modificati:

- disponibilul furnizorului F»: a; = 4000 + X
- cererea consumatorului C;: b; =3000 + X

cu X>0 foarte mic, deocamdatd.Determinati solutia optima a problemei de transport modificate si
calculati costul total aferent acesteia.

3. Compania X este specializata in productia unui anumit tip de generatoare electrice. Ea are trei fabrici
situate 1n localitatile F, , F» , F3 si is1 desface productia prin patru centre regionale situate in localitatile
Cy, G, Cs, C4. Costurile de productie sunt aceleasi indiferent de fabrica producatoare. Pentru
urmadtorul trimestru, capacititile de productie planificate sunt date in tabelul 8.42 iar cererile
previzionate sunt indicate in tabelul 8.43. Costurile unitare de transport pe cele 3 x 4 = 12 rute posibile
sunt date in tabelul 8.44
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Fabrica Capacitate de Centru de |Cerere previzionata
roductie(unitati) distributie |(unitati)
F, 5000 C 6000
F, 6000 C, 4000
F; 2500 Cs 2000
Total 13500 C, 1500
Total 13500
Tabelul 8.42 Tabelul 8.43
G G G Cqy
F, 3 2 7 6
F, 7 5 2 3
F, | 2 5 4 5
Tabelul 8.44

1) Determinati un program pentru satisfacerea cererilor la cel mai mic cost total de transport.

i1) Expertii companiei sunt de parere ca o diminuare a capacitdtii de productie planificate la
fabrica F, compensata de o crestere — In aceeasi masurd — a productiei la fabrica F; duce la scaderea
costului total al transportului. Confirmati aceastd parere? Cu cat scade costul total de transport daca
cresterea productiei la F3 nu depaseste 10% din capacitatea planificatd actuala?

4. O companie produce un singur bun in trei fabrici si are patru clienti. In urmatoarea perioada cele trei
fabrici vor produce 6 , 8 respectiv 4 unitati. Compania s-a angajat sa vanda 4 unitati clientului 1,
6 unitati clientului 2 si cel putin 2 unitati clientului 3. Mai mult, clientii 3 si 4 vor sa cumpere cat mai
mult din ceeace se produce. Profitul net rezultat din vinzarea unei unitdti de produs de la fabrica
i=1,2,31aclientul j = 1,2,3,4 este dat in tabelul 8.45

Client
1 2 3 4
1| 8 7 5 2
Fabrica 2| 5 2 1 3
3| 6 4 3 5
Tabelul 8.45

Conducerea companiei doreste sa stie cate unitati sd vanda clientilor 3 si 4 si cum trebuie facuta
livrarea produsului de la fabrici la clienti pentru ca profitul ei sa fie maxim.

1) modelati situatia descrisd ca o problemd de transport precizand furnizorii si ofertele lor,
consumatorii si cererile lor si costurile unitare de transport de la furnizori la consumatori.

i1) determinati solutia optima.

Indicatie:
- furnizor = fabrica; disponibilul unui furnizor = productia planificata : a; =6,a, =8,a3 =4
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- consumator = client. Cererile clientilor 1 si 2 sunt cunoscute:b; =4,b, =6; ele insumeaza
4 + 6 = 10 unitati. Cererile clientilor 3 si 4 nu sunt cunoscute; stim doar ca ei doresc sa cumpere cit mai
mult. Totusi, ei nu pot cumpara mai mult decat ceeace raimane dupa satisfacerea comenzilor clientilor 1
si 2 de unde by +b, =18-10=8unititi. In plus, by >2. In concluzie, putem presupune ci cererile
clientilor 3 si 4 au forma by =2+r si by =8—-by=6—-r cu 0<r<6.

- Obiectivul urmarit este maximizarea profitului total reprezentat de functia P = Z Pij Xij

1]

unde Xjj este cantitatea livratd de fabrica i clientului j iar pjj este profitul companiei per unitate. Fie

% . %
P =max pjj = P;; =8 §1 Cjj = P — Pjj
i,
Deoarece P =3 2 (p —Cjj)Xjj =12-p — 2.CjjXjj maximizarea functiei P este echivalenta cu
i=1j=1 i,
minimizarea functiei f = 2. Cij Xij - Intruct p” este cel mai mare profit pe care l-ar obtine compania din
I j
vanzarea unei unitati de produs, am putea interpreta diferentele Cjj >0 ca ,pierdere de profit” ca
urmare a livrarii unei unitati da la fabrica i la clientul j (de exemplu, pierderea ar fi nula daca livrarea se
face de la F; la C; si este de 4u.m./ unitate daca livrarea se face de la F; la C, etc). Functia f ar
reprezenta pierderea de profit totala.
- astfel, situatia datd este modelatd prin problema de transport echilibratd cu datele din
tabelul 8.46

C] C2 C3 C4 DlSpOl’llbll
F, 0 1 3 6 6
F, 3 6 7 5 8
Fs 2 4 5 3 4
Cerere| 4 6 2+r 6-r 18

Tabelul 8.46

Din rezolvare ar trebui sa rezulte ca, in vederea obtinerii unui profit maxim, compania nu trebuie sa
vanda clientului 3 mai mult decat cele 2 unitdti cu care s-a angajat. Existd doud programe optime de
transport, ambele degenerate!

5. Societatea ,,Cereala” are in proprietate mari intinderi de teren agricol in trei regiuni istorice A, B, C
ale tarii. Pentru urmatorul an agricol s-a stabilit cultivarea a 125 mii ha cu grau, 60 mii ha cu orz si 75
mii ha cu ovaz, suprafata totala de 260 mii ha fiind acoperitd prin alocarea a 70 mii ha in regiunea A,
110 mii ha in B si a 80 mii ha in regiunea C.

Pentru producerea unui hectar de culturd — aceasta Tnsemnand pregatirea terenului, arat, insamantat,
lucrari de intretinere, control i paza, recoltare — sunt necesare ore de munca al caror cuantum diferd de
la cultura la culturd si de la regiune la regiune, asa cum rezulta din tabelul 8.47
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Grau | 18 13 16
Munca (ore/ha) Orz 15 12 12

Ovaz | 12 10 16

Tabelul 8.47

Costul unei ore de munca este si el diferentiat functie de cultura si de regiune conform tabelului 8.48

A B C

Grau 3 12401330
Costul muncii (euro/ord) Orz | 2,70 3 |2,80
Ovaz | 2,30 | 2,50 | 2,10

Tabelul 8.48

Conducerea societatii doreste sa stie cum vor fi repartizate suprafetele alocate in fiecare regiune pe cele
trei culturi astfel incat obiectivele stabilite sa fie realizate cu cel mai mic cost total al muncii.

Figura 8.4

6. In figura 8.4 este reprezentati schematic o retea de conducte apartinind companiei petroliere
LIKOUL. Nodurile 1,...,7 reprezintd mari rezervoare de titei, dotate cu instalatii de pompare. Functie
de necesitati, titeiul stocat in unele rezervoare poate fi pompat prin conducte catre altele, in vederea
prelucrdrii in rafindriile din apropiere. Valorile numerice inscrise pe muchii reprezintd lungimile
conductelor. Costurile de pompare pe o conducta sau alta sunt proportionale cu lungimile acestora.

Se pune problema transferarii a 110 mii galoni de titei de la rezervoarele 1 si 2 catre rezervoarele 3 si 5.
Din rezervorul 1 se pot pompa 50 mii galoni iar din rezervorul 2, restul de 60 mii galoni. Rezervoarele
3 51 5 au nevoie de 90 mii, respectiv 20 mii galoni.

Cum trebuie organizat transferul astfel incat costul operatiei sa fie minim?

178



7. In reteaua de transport din figura 8.5 nodurile S; si S, sunt surse, nodurile t; si t, sunt destinatii iar i
si I sunt locatii de tranzit. Valorile numerice inscrise pe arce sunt costuri unitare de transport (euro).

Figura 8.5

i) Determinati programul de transport care minimizeaza costul total. Reprezentati grafic modul
in care vor fi efectuate transporturile pe diferitele rute ale retelei de la surse la destinatii.

i1) Presupunem ca intre sursele S; si Sp se deschide o rutd cu ambele sensuri permise la un cost
unitar de 1 euro.Totodatd costul unitar de transport de la locatia S; la locatia i; creste la 5 euro.
Ce efecte au aceste modificari in programul optim de transport?
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Unitatea de invatare 9

ANALIZA DRUMULUI CRITIC
Proiect: concept si structura. Reteaua coordonatoare AoA a unui proiect
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9.4 Reprezentarea AoA a unui proiect
9.4.1 Instructiuni de reprezentare
9.4.2 Cum se traseaza o retea AoA

9.5 Analiza retelei coordonatoare AoA
9.5.1 Obiective si notatii
9.5.2 Pasul inainte
9.5.3 Pasul inapoi
9.5.4 Activitati critice. Drumul critic
9.5.5 Termenele activitatilor. Rezerva totala

Probleme propuse
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9.1 Introducere

Un proiect este o actiune complexa, cu caracter de unicat (nerepetabilid), compusa dintr-un mare
numar de activitati si la care participa diverse unitati productive, institute sau persoane fizice.
Unele activitati pot fi executate simultan (sunt independente) in timp ce altele nu se pot desfasura decat
intr-o anumitd ordine. Fiecare activitate are o anumitd durata de executie, necesita diferite resurse (ca
de exemplu fortd de munci specializati) si implicid anumite costuri. Intreaga actiune are drept scop
realizarea unui anumit obiectiv.

Ca exemple de actiuni complexe putem cita:

- construirea unui obiectiv civil (un hotel, un complex de locuinte), economic (o fabrica, o hala
industriala,un depozit, o autostradd) sau militar (proiectarea, construirea si testarea unui nou
avion, nava, racheta);

- cercetarea i dezvoltarea de noi produse si servicii;

- un program de Tmbundtéatiri funciare;

- revizia si reparatia unei instalatii industriale.

De obicei, actiunile complexe de genul celor amintite pot avea sute si chiar mii de activitati si utilizeaza
o mare varietate de resurse (consumabile, fortd de munca, bani)
In acest context este foarte important de stiut:

- care este durata minima de executie a proiectului daca se au in vedere duratele activitatilor si
conditionarile dintre acestea;

in ce interval de timp trebuie executatd o anumita activitate;

care dintre activitatile proiectului sunt critice n sensul ca trebuie executate exact la termen in
vederea mentinerii Intregii lucrari in orarul stabilit;

dacd se au 1n vedere si resursele necesare executdrii activitatilor, disponibile de reguld in
cantitati limitate, cum trebuie facuta programarea activitatilor astfel incat

in orice moment necesarul de resurse sa se incadreze in disponibil;

sau
- anumite resurse, cum ar fi forta de munca sa fie utilizate cat mai uniform.
- daca se au in vedere costurile implicate se pune problema mentinerii acestora in limitele unui
plafon dat, prin stabilirea judicioasa a duratelor si a termenelor de executie ale activitatilor.

In sectiunile urmatoare vor fi prezentate metode cu ajutorul carora se dau raspunsuri pertinente la unele
din chestiunile formulate.

9.2 Conceptul de proiect

In cele ce urmeaza un proiect este o colectie de entitiati interdependente, denumite activitati.
Fiecare activitate este o parte bine definita si delimitatd a proiectului care necesita timp si
eventual resurse.
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Exemplul 9.1 In construirea unui imobil

- escavarea fundatiilor;

- turnarea betonului in fundatii;

- intdrirea betonului.
sunt exemple de activitati; primele doua necesita timp, utilaje si personal calificat, ultima are nevoie
doar de timp.

Divizarea unui proiect in activititi este o chestiune foarte importanti si de mare
raspundere deoarece ea trebuie realizati de asa maniera incit sa permita corelarea logica si
tehnologici a pirtilor rezultate din diviziune! In faza de conceptie a proiectului, gradul de detaliere
este mic: proiectul este redus la un numar mic de activitati, de talie mare, si pe aceasta structurd simpla
si a resurselor necesare si decid aprobarea sau respingerea acestuia. In continuare — dacd proiectul a
fost aprobat — fiecare activitate majora este privitd ca o actiune complexa de sine statatoare si este
descompusa in activitati mai mici, interdependente.

Exemplul 9.2 Actiunea ,turnarea betonului in fundatii” din exemplul 9.1 presupune executarea
urmatoarelor activitati de talie mai mica:

A = aducerea materialelor lemnoase si feroase in santier;

B = confectionarea cofrajelor;

C = confectionarea armaturilor;

D = montarea cofrajelor;

E = montarea armaturilor;

F = prepararea betonului;

G = aducerea si turnarea betonului in cofraje.
De retinut ca detalierea unui proiect nu se face dintr-o data ci progresiv, functie de etapa de
studiu a proiectului sau de necesitati: pentru conducerea strategica sau pentru conducerea
operativa.

9.3 Structura unui proiect
Consideram un proiect compus din activitatile A , B, C...Vom spune ca:
- activitatea A precede activitatea B dacd B nu poate incepe decat dupa terminarea activitdtii A;
- activitatea A precede direct activitatea B dacd A precede B si B poate incepe imediat dupa
terminarea lui A.
Se constata usor urmatoarele:
- relatia de precedenta este o relatie de ordine in multimea activitatilor in sensul cd este
tranzitiva:
Daca A precede B si B precede C atunci A precede C.

- precedenta este numai o relatie de ordine partiala Intrucat pot exista activititi ce se pot
executa simultan;
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- precedenta directa nu este o relatie de ordine: daca B poate incepe imediat dupa terminarea
lui A si C poate incepe imediat dupa terminarea lui B atunci este clar ca A precede C dar nu
direct, intre ele fiind B!

- In schimb, precedentele directe determina toate relatiile de precedenta dintre activititile
unui proiect.

Exemplul 9.3 Consideram proiectul reprezentdnd actiunea de turnare a betonului in fundatii din
exemplul 9.2 si compus din activititile A , B , .., G. Intre aceste activititi existi urmitoarele
precedente directe:

A precede direct B si C;

B precede direct D;

C precede direct E;

D, E, F preced direct G.

In continuare fixim un proiect P pentru care s-au identificat activititile componente corespunzitoare
unui grad de detaliere convenit si s-au precizat toate relatiile de precedentd directd dintre ele.
Deasemeni presupunem cunoscute duratele activitatilor. Toate acest elemente se regasesc in aga numita
lista de activitati a proiectului.

Nr.| Descrierea Codul Activitati direct | Durata
Crt.| activitdtii activitatii precedente  |activitatii

In mod firesc apare acum problema reprezentirii structurii unui proiect, structura insemnand in
esenta cuplul activitati + precedente directe.

Cel mai bun mod de reprezentare a structurii unui proiect s-a dovedit a fi reteaua coordonatoare; in
esentd, aceasta este un graf orientat, adica un desen compus din puncte (numite si noduri) si linii
orientate (numite §i arce) care unesc unele puncte.

e vy

Reprezentarea activitate — arc (abreviat AoA) in care activitdtile proiectului corespund
arcelor retelei coordonatoare;

Reprezentarea activitate — nod (abreviat AoN) in care activitdtile proiectului se identifica cu
nodurile retelei coordonatoare.

Exemplul 9.4

Compania OTELARII VESELI specializatd in fabricarea tevilor a decis construirea unei noi hale
industriale in orasul X. In vederea stabilirii duratei de executie, a bugetului si a resurselor necesare
conducerea a cerut departamentului de planificare elaborarea unei schite de proiect care sd includa
principalele activitati, conditionarile dintre acestea si o estimare a duratelor de realizare (tabelul 9.1)
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Nr. Descrierea activitatii Codul | Activitati direct |Durata
Crt. ’ activitatii] precedente (luni)
1 | Proiectarea halei P - 7
2 | Obtinerea avizelor de executi A P 2
3 | Comenzi utilaje CU P 3
4 | Organizare de santier (N} P 3
5 | Livrari utilaje LU CU 6
6 | Executie retele tehnice R A, OS 10
7 | Executie drumuri interioare D R 5
8 | Lucrari de constructii montaj C LU,R 14
9 | Instruirea personalului E P 10

Tabelul 9.1

9.4 Reprezentarea AoA a structurii unui proiect
In reprezentarea AoA:
- arcele retelei corespund activitétilor proiectului;
- nodurile retelei au semnificatia unor momente de timp (numite si evenimente) de incepere
si/sau de terminare a unei activitati sau a mai multora.
9.4.1 Instructiuni de reprezentare

- Un nod (eveniment) va fi reprezentat prin sigla@

- O activitate A cu durata d, va fi reprezentata printr-un arc orizontal ca in figura 9.1.1:

G——O0

Figura 9.1.1

sau cu o portiune orizontala ca in figurile 9.1.2 sau 9.1.3:

A
da A

(D

Figura 9.1.2 Figura 9.1.3
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- Regula fundamentala. Situatia ,,activitatea A precede direct activitatea B” va fi reprezentata
prin diagrama din figura 9.2:

Figura 9.2

Din regula fundamentala rezultd variantele de reprezentare din figurile 9.3.1 s1 9.3.2:

Activitatile A , B preced |::>
direct activitatea C

2|
sl
v

Figura 9.3.1

Activitatea A precede

direct activititile B, C l:l> @ A

@ O

Figura 9.3.2

- Regula de evitare a falsei precedente

Deseori apar situatii in care reprezentarea corectd a unor precedente directe necesitd introducerea unor
»extra activitdti”. Se considera situatia:

A,B preced direct C
A precede direct D

Reprezentand mai intai primul rand de precedente si apoi pe al doilea se ajunge la diagrama din
figura 9.4.1.
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G——0O——0

Figura 9.4.1

incorecta, deoarece activitatea D nu este conditionata de catre B. Pentru evitarea acestei greseli vom
vizualiza mai intai conditionarile:

A precede direct D
B precede direct C

dupa care, prin intermediul unei activitati fictive cu durata zero, vom reprezenta si relatia:
A precede direct C

Reprezentarea corectd a situatiei date apare in figura 9.4.2:

O
C

N
aa
N
W/
S

| «— activitate fictiva cu durata zero

€/
T\
S

Figura 9.4.2

- Regula de reprezentare a activititilor paralele. Conform regulei fundamentale, situatia

A precede direct B,C
B, C preced direct D
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se reprezintd prin diagrama:

B
&——O——E——0
L/
Figura 9.5.1

corecta din punct de vedere logic insa nesatisfacatoare deoarece nu permite identificarea unui arc prin
perechea de noduri extremitati (arcele B si C au aceleasi extremitati!). Pentru reprezentarea
paralelismului activitatilor B si C in raport cu A si D, utilizdm din nou o activitate fictiva cu durata

zero ca 1n figura 9.5.2:
(D

‘«@— activitate fictiva cu durata zero
\

@A:wC=@#,@

Figura 9.5.2

9.4.2 Cum se traseaza o retea AoA

1) Se incepe prin fixarea pe hartie a unui nod cu semnificatia de incepere a executiei
proiectului. Din acest nod vor pleca toate arcele corespunzdtoare activitdtilor initiale ale proiectului
adica a acelor activitati neprecedate de altele.

2) La introducerea unui nou arc 1n desen se va avea In vedere reprezentarea corectd a
precedentelor directe dintre activitatea introdusa si activitdtile deja reprezentate.

3) Se recomanda ca in momentul inserdrii unei noi activititi in retea sa nu se deseneze si
nodul final al arcului corespunzitor ! Acesta poate fi nod final si pentru alte arce corespunzatoare
unor activitati incd nereprezentate!!

4) La epuizarea listei de activitati se va constata ca unul sau mai multe arce nu au inca nod
final! Aceste arce corespund activitatilor finale din proiect adica acelor activitati care nu mai preced
nici o altd activitate. Tuturor acestor arce li se va asigura un acelasi nod final cu semnificatia de
moment de terminare a proiectului.

5) Dupa desenarea retelei se recomanda ca nodurile sd fie numerotate in vederea identificarii
activitatilor prin perechea de noduri extremitdti. Nodul care semnificd inceperea proiectului se
numeroteaza de obicei cu zero. Numerotarea trebuie astfel facutd incat pentru orice arc numarul de
ordine al extremitatii initiale sd fie mai mic decat numarul de ordine al extremitatii finale (chiar si
pentru activititile fictive!). In general, numerotarea nu este unica.
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Recomandare: cele mai bune instrumente pentru trasarea unei retele coordonatoare sunt un
creion si 0 guma buna!

Exemplul 9.5 Diagramele din figurile 9.6.1 — 9.6.8 redau reprezentarea ,,in dinamicd” a proiectului
din exemplul 9.4

G

START: Desenarea retelei coordonatoare incepe prin fixarea pe hartie a unui nod cu
semnificatia de moment de incepere a executiei proiectului.

Figura 9.6.1

Se introduce arcul corespunzator activitatii initiale P

Figura 9.6.2
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CU

@ P A

OS

v

E .

»

Se introduc arcele corespunzatoare activitatilor CU , A , OS si E, toate precedate direct de
activitatea P

Figura 9.6.3

E

»
>

Se introduce arcul corespunzator activitatii LU, direct precedatd de CU

Figura 9.6.4
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v

Se introduce arcul corespunzator activitatii R, direct precedata de A si OS. Activitatile A si OS
sunt paralele in raport cu P si R = este nevoie de o activitate fictiva !

Figura 9.6.5

»
>

Se adauga arcul corespunzétor activitatii D, direct precedata de R.

Figura 9.6.6
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CU LU =< ) C >

v

Se adaugd arcul corespunzator activitdtii C, direct precedatd de LU si R. Este necesard
introducerea unei activitati fictive !.

Figura 9.6.7

LU o )_cC
L

A A'@R, D
=0
E

Lista de activitati a fost epuizatd. Se introduce un nod final pentru activitatile finale C,D si E
cu semnificatia de moment de terminare a proiectului.

Figura 9.6.8

In final numerotdm nodurile si addugam duratele activitatilor - vezi figura 9.7

Reteaua coordonatoare este gata pentru analiza!
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P (4 —R (5 D »( 7
7 10 5

A
2
\__OS
3
E

10

Figura 9.7

9.5 Analiza retelei coordonatoare AoA

9.5.1 Obiective si notatii
Analiza retelei coordonatoare este un proces de calcul prin care se obtin urmatoarele rezultate:

- Durata minima de executie a proiectului tindnd cont numai de duratele activitatilor si de
precedentele directe dintre ele;

- Activitatile critice si termenele de incepere si terminare ale acestora. Activitatile critice sunt
acele activitati care conditioneazd nemijlocit realizarea proiectului la termenul minim stabilit;

- Termenele extreme si rezerva totala pentru fiecare activitate necritica. Termenele extreme
sunt termenul cel mai devreme de incepere si respectiv termenul cel mai tarziu de terminare al
unei activitati. Rezerva totala este diferenta dintre cele doud termene extreme din care se scade durata
activitatii.

Reamintim cd un nod al retelei coordonatoare AoA semnificd un moment de timp (eveniment) in
derularea proiectului, care poate Insemna Inceperea si/sau terminarea unei activitati sau a mai multora.
Fiecarui nod i se ataseaza doua termene:

EET = termenul timpuriu de producere (Earliest Event Time)
LET = termenul tarziu de producere (Latest Event Time)

Aceste termene se Inscriu 1n sigla nodului respectiv:

Numarul de ordine al Y
nodului (evenimentului) )K
LET

Figura 9.8

EET
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In continuare, durata unei activititi reprezentate in retea prin arcul (i, j) va fi notata cu djj.
Calculul termenelor asociate nodurilor se face in doi pasi.

9.5.2 Pasul inainte (forward step)

in pasul inainte — de la nodul initial catre cel final — se calculeazi termenele timpurii de
producere EET dupa urmatoarea schema iterativa:

- pentru nodul initial (care semnificd inceperea proiectului) se ia EET = 0.
- pentru celelalte noduri se aplica judecata rezultatd din urmatorul exemplu (figura 9.9.1):

Figura 9.9.1

si anume: un eveniment nu se poate produce mai devreme de terminarea unei activititi careia i
serveste drept moment de incheiere!
Formal, pentru orice nod | # 0

EET (j) = max {EET (i) + djj | (1)

maximul fiind luat dupa toate activititile (i, ])al ciror nod final este j.
Urmadtoarea afirmatie rezultd inductiv din relatia (1):

Concluzia 1: termenul timpuriu de producere EET(j) reprezintad durata celei mai lungi secvente de
activitati succesive care incepe din nodul 0 si sfarseste in nodul j. In particular, termenul timpuriu de
producere al evenimentului care semnificd terminarea proiectului reprezinta durata celei mai
lungi secvente de activitati succesive existente in proiect si in consecinta indicd durata minima de
executie a proiectului!

Exemplul 9.6 Dupa efectuarea pasului inainte in reteaua coordonatoare a proiectului de construire a
unei hale industriale (figura 9.7) putem concluziona ca lucrarea — asa cum a fost conceputd si
structuratd in tabelul 9.1 — s-ar termina in 34 de luni, cu conditia respectarii duratelor stabilite! Pentru
rezultate vezi figura 9.10.
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Pentru identificarea activitatilor care conditioneaza nemijlocit termenul final vom efectua:
9.5.3 Pasul inapoi (backward step)

in acest pas — executat de la nodul final ciitre cel initial — se calculeazii termenele tirzii de
producere LET dupa urmatoarea schema iterativa:

- pentru nodul final se ia LET = EET (EET este calculat in finalul pasului inainte!)
- pentru celelalte noduri se aplica judecata rezultatd din urmatorul exemplu:

Figura 9.9.2

si anume: un eveniment nu se poate produce mai tirziu de inceperea unei activitiati careia i
seveste drept moment de start!
Formal, pentru orice nod I # nodul final:

LET (i) = min{LET (j) - djj | 2)
Minimul fiind luat dupi toate activititile (i, J)al cdror nod initial este i.
Relatia (2) are si ea o interpretare interesanta:

. - - * . . . . . o A A .
Concluzia 2 : daca se noteazd cu T durata executiei proiectului (deja calculatd in pasul inainte)

. * - .o . . . e, . A .
atunci T~ — LET (I) reprezintd durata celei mai lungi secvente de activitati succesive care incepe din

nodul i si sfarseste in nodul final al retelei coordonatoare.
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9.5.4 Activitati critice. Drumul critic

Exemplul 9.7 Dupa executarea celor doi pasi in reteaua AoA din exemplul 9.5 rezultd termenele din
figura 9.10.

Figura 9.10

Nodurile retelei coordonatoare se impart in doud categorii (pentru ilustrare, vezi figura 9.10):

- noduri critice, caracterizate de egalitatea celor doua termene de producere. In cazul analizat
nodurile 0,1,3,4,5,6,7 sunt critice.
- noduri necritice pentru care EET < LET, cum este nodul 2.

Se numeste activitate critica o activitate cu proprietatile:

- arcul reprezentativ este plasat intre doua noduri critice;
- diferenta dintre termenele de producere ale evenimentelor extremititi este egald cu
durata activitatii.

In cazul analizat activitatile P, OS , R si C sunt critice, celelalte sunt activitati necritice Atentie: desi
extremitatile arcului asociat activitatii E sunt noduri critice, E nu este activitate critica intrucat nu este
respectatd a doua cerintd a definitiei: diferenta 34 — 7 a termenelor extremitatilor este mai mare decat
durata 10!

Se observd cd suma duratelor activititilor critice este egald cu durata (minimi) de executie a
proiectului. Dacd includem s§i eventualele activitati fictive, arcele asociate activitatilor critice
constituie un drum de la nodul initial (inceperea proiectului) la cel final (terminarea proiectului). Acest
drum se numeste drum critic si este multimea de activitati succesive cu cea mai mare durata totala
de executie (concluzia 1)
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9.5.5 Termenele activitatilor. Rezerva totala

doi pasi:

Termenul cel mai devreme (timpuriu) de incepere, abreviat EST = Earliest Starting Time,
este egal cu termenul timpuriu de producere a evenimentului sursa;

Termenul cel mai tirziu de terminare, abreviat LFT = Latest Finishing Time, egal cu
termnul tarziu de producere al evenimentului adresa.

Pe baza acestor termene, putem calcula:
Termenul cel mai devreme de terminare, abreviat EFT = Earliest Finishing Time
EFT = EST + durata activitatii
Termenul cel mai tirziu de incepere, abreviat LST = Latest Starting Time
LST = LFT — durata activitatii.

Pentru activitatile critice termenele de incepere — timpuriu si tirziu — ca si cele de terminare,
timpuriu si tarziu, coincid.

Recapituland, fiecdrei activitati i s-a determinat un interval de timp in care se poate realiza fara a
incalca precedentele sau termenul final al proiectului

| | »  axa timpului
EST durata activitatii LET

Figura 9.11.1

In acest cadru definim:

LFT - EFT

Rezerva totala

.. ... = LFT—EST — durata activitatii = sau
a unei activitati ’

LST - EST

Figura 9.11.2

196



cu urmatoarea interpretare: rezerva totala este intervalul maxim de timp cu care poate fi amanata o
activitate de la termenul ei timpuriu de incepere fara ca amanarea sa afecteze termenul final al

proiectului.
In particular, rezerva unei activititi critice este zero si ca urmare, orice abatere (intarzieri,

intreruperi) de la termenele ei de incepere si terminare stabilite are ca efect nerespectarea
termenului final al proiectului!

Exemplul 9.8 In tabelul 9.2 au fost calculate termenele si rezervele totale ale activititilor proiectului
din exemplul 4 pe baza termenelor evenimentelor retelei coordonatoare din figura 9.10

Activitate| Durata Termene de incepere| Termene de terminare | Rezerva
EST LST EFT LFT totala

P 7 0 0 7 7 0
A 2 7 8 9 10 1

CuU 3 7 11 10 14 4

(O] 3 7 7 10 10 0

LU 6 10 14 16 20 4
R 10 10 10 20 20 0
D 5 20 29 25 34 9
C 14 20 20 34 34 0
E 10 7 24 17 34 17

Tabelul 9.2

Exemplul 9.9 La o examinare mai in detaliu a activitatilor ce compun proiectul din exemplul 9.4 s-a
constatat ca, in faza lor initiald, activitatile ,,R = retele tehnice” si ,,D = drumuri interioare” pot incepe
chiar mai Tnainte de terminarea activitdtii ,,OS = organizare de santier”, odatd cu unele lucrari
pregdtitoare de ,,constructii montaj = C”.

Ca urmare, activitatile OS , R, D si C au fost divizate in cate doua parti OS;, OS, ; Ry, Ry ; Dy, Dy;
C,, C, intre care exista precedentele directe din tabelul 9.3.

Codul | Activitati direct | Durata
activitatii] precedente (luni)
0OS; P 1
0S, 0S; 2
R, A, OS, 5
D, A, OS, 2
C, A, OS, 4
R, R, 5
D, D,, OS, R, 3
C, LU, C,,R 10
Tabelul 9.3
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Se poate constata ca duratele activitatilor splitate nu s-au schimbat. Suntem interesati in a vedea daca
aceste precizari, privitoare la dependentele dintre activitati, au efect asupra duratei de executie a intregii
lucrari.

Reteaua coordonatoare AoA corespunzatoare proiectului detaliat este data in figura 9.12. Dupa cum era
si de asteptat termenul lucrdrii s-a redus de la 34 la 26 luni dar si drumul critic s-a schimbat fiind
format acum din activitatile P, CU , LU si C,. Termenele si rezervele revizuite ale activitatilor sunt
calculate in tabelul 9.4

Figura 9.12
Activitatel Durata Termen de incepere| Termen de terminare Rezerya
EST LST EFT LFT totald

P 7 0 0 7 7 0
A 2 7 9 9 11 2
Cu 3 7 7 10 10 0
0OS, 1 7 10 8 11 3
0S, 2 8 21 10 23 13
LU 6 10 10 16 16 0
R, 5 9 11 14 16 2
D, 2 9 21 11 23 12
C 4 9 12 13 16 3
R, 5 14 21 19 26 7
D, 3 14 23 17 26 9
C, 10 16 16 26 26 0
E 10 7 16 17 26 9

Tabelul 9.4
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Probleme propuse

1. Reprezentati grafic urmatoarele situatii de precedenta directd intre unele activitdti ale unui proiect
(nu este nevoie de nod initial sau final — luati ca model diagramele care Insotesc instructiunile de
reprezentare AoA). Folositi activitatile fictive acolo unde este cazul si nu uitati estetica desenului!

1) Activitatea K este precedatda direct de activitdtile A si C iar activitatea L de activitdtile
B i C;
i1) Activitatea K este precedata direct de activitatile A si C, activitatea L de activitdtile B s1 C

iar activitatea M depinde numai de C;
ii1) Activitatea K depinde de activitatea A, activitatea L depinde de activitatea B iar activitatea

M este direct precedatd de activitatile A,B si C;

iv) K depinde de activitatea A, activitatea L depinde de activitatile A si B iar activitatea M este
direct precedatd de activitatile B si C;

v) Activitatea K depinde de activitatea A, activitatea L depinde de activitatile A si B iar
activitatea M este direct precedata de activitatile A, B si C;

2. Se considerd reteaua coordonatoare AoA din figura 9.13:

Figura 9.13

1) Se observa cd arcele corespunzdtoare activitatilor A si B respectiv H si 1 au aceleasi
extremitati. Addugati activitati fictive pentru eliminarea celor doua paralelisme. (Nu uitati: reteaua, asa
cum a fost datd este corecta din punct de vedere logic dar utilizarea ei in forma actuald ingreuneaza
analiza...)

i) La o reexaminare a precedentelor dintre activitati s-au constatat urmatoarele;

- activitatea H este direct precedata si de activitatea B nu numai de C;
- activitatea G este direct precedata si de activitatea D nu numai de E.
Adaugati noi activitdti fictive pentru redarea corectd a noilor conditionari.
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Solutie: 1) ,,Rezolvarea” celor doud paralelisme este indicatd in figura 9.14:

Figura 9.14

i) conditionarea inceperii activitdtii G de terminarea activitatii D se rezolva simplu prin introducerea
unei activitati fictive da la nodul 3 la nodul 4 (figura 9.14) In schimb, introducerea precedentei dintre
B si H nu mai este asa de simpla! La prima vedere ar fi suficient sd inseram o activitate fictiva de la
nodul 1 la nodul 5 ; s-ar obtine reteaua partiala din figura 9.15

Figura 9.15

din care ar rezulta cd Inceperea activitatii I este conditionatd si de terminarea activitatii B, fapt
nespecificat in enunt. Rezolvarea corecta este data in figura 9.16.
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Figura 9.16

3. Intr-un atelier exista trei utilaje (codificate 1,2 si 3) care trebuie mutate de pe soclurile lor, reparate si
modificate si apoi instalate 1n alte locuri. Existd o echipa de muncitori care demonteaza utilajele, o alta
care face reviziile si modificarile utilajelor demontate si 1n fine o a treia echipa care instaleaza utilajele
modificate pe noile amplasamente. Prin urmare exista noud activitati distincte:

Trei activitati ,,de demontare”: D; , D>, D3 ;
Trei activitati ,,de revizie si modificare”: M; , M, , M3 ;
Trei activitati ,,de reamplasare” : I, , I, I5 .

Fiecare echipa nu poate executa mai mult de o activitate specificd la un moment dat! Sa se traseze
reteaua coordonatoare a intregii lucrari n reprezentarea AoA.

Solutie: Se cere multd atentie pentru reprezentarea corecta a precedentelor! De exemplu, activitatea
M, = revizia si modificarea utilajului 2, nu poate incepe mai inainte de terminarea demontarii utilajului
2 = activitatea D», dar si de terminarea reparatiilor si modificarilor la utilajul 1 = activitatea M, etc.
Recomandam revederea solutiei problemei 2. Reteaua coordonatoare ceruta este data in figura 9.17

L

Figura 9.17
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4. Desenati reteaua AoA pentru fiecare dintre proiectele ale caror liste sunt date in tabelul 9.5

a)

Co@uln Activitati direct b) Co@uln Activitati direct 0 Cosiul“ Activitati direct
actvitatii| precedente actvitatii| precedente actvitdtii| precedente

A - A - A —
B - B - B —
C A C A C -
D A,B D A D B
E A,B E B,C E A
F C F B,C F B
G D,F G D.E G C,D
H E.G H B,E

I F.G

J

Tabelul 9.5

4. Pentru proiectele ale caror liste de activitati sunt date in tabelul 9.6:
Desenati reteaua coordonatoare AoA;
Determinati durata minima de executie si drumul critic;
Calculati termenele activitatilor si rezervele totale ale acestora.

a

~

C.oc.hil“ Activitati direct Dura.ta b) C.O(.hil.. Activitati direct Dura.ta o) C.O(.hil.. Activitati direct Dura.ta
activitatii] precedente | (luni) activitatii] precedente | (luni) activitatii] precedente | (luni)
A - 3 A - 4 A - 3
B A 3 B - 3 B - 5
C A 3 C - 5 C - 2
D C 5 D A 7 D B 6
E B,C 6 E A,B 2 E A 4
F D.E 9 F D 2 F B 4
G E 5 G C,D 6 G C,D 7
H G 3 H E 4 H B.E 3
1 G,F 5 J E 9 I F,G 4
J I,H 10 K E 12 J 1
L G,H 4
M J,K 8
N F,J,K
Tabelele 9.6
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Unitatea de invatare 10

ANALIZA DRUMULUI CRITIC
Actualizarea retelelor coordonatoare

Cuprins

10.1 O interpretare alternativa a rezervei totale
10.2 Diagrama Gantt
10.3 Actualizarea retelelor coordonatoare

Probleme propuse
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10.1 O interpretare alternativa a rezervei totale

Consideram dat un proiect impreund cu reteaua sa coordonatoare. Pentru exemplificari vom folosi
proiectul halei industriale din exemplul 9.4 — vezi tabelul 9.1 si figura 9.7 (unitatea de Invatare 9)
Reteaua coordonatoare pune 1n evidentd o multime de colectii de activitti ale caror arce reprezentative
formeaza drumuri de la nodul initial al retelei la nodul final — eventual cu ajutorul unor activitéti
fictive. O asemenea colectie se va numi secventa de activititi succesive deoarece realizarea efectiva a
activitatilor lor trebuie facutd intr-o anumita ordine. Suma duratelor activitétilor ce compun o secventa
—numita si durata secventei — reprezintd intervalul minim de timp necesar executdrii acestor activitati
(eventualele activitati fictive prezente in secventd nu conteazd avand durata zero!). Calificativul
»minim” are in vedere posibilitatea existentei unei pauze intre terminarea unei activitdti si inceputul
activitatii urmatoare din secventa.

Evident, numarul secventelor de activitati succesive este finit.Logic, terminarea proiectului presupune
incheierea executarii fiecarei secvente de activititi succesive astfel ca, secventa cu durata cea mai
mare — drumul critic — va indica si durata minima de realizare a intregului proiect.

Exemplul 10.1 In tabelul 10.1 sunt afisate toate secventele de activititi succesive existente in reteaua
AoA din figura 9.7

Secventa de activitati succesive |Durata (luni)
(P,CU,LU,C) 30
(P,A,R,C) 33
(P,A,R,D) 24
(P,OS,R,C) 34
(P,OS,R,D) 25
(P,E) 17

Tabelul 10.1

Fiecare activitate face parte dintr-o secventd de activititi succesive sau din mai multe. In continuare,
secventa cu durata cea mai mare care contine o activitate datd se va numi secventa maximala asociata
activitatii respective.

Exemplul 10.2 Din tabelul 10.1 rezultd ca activitatea D se gaseste doar in secventele (P, A, R, D) si
(P, OS, R, D) cu duratele 24 si respectiv 25 luni. Secventa maximala asociata lui D va fi (P, OS, R, D).

Revenim la cazul general. Presupunem cd nodurile retelei au fost numerotate 0 , 1, ..., n unde 0 este
eticheta nodului initial iar n este eticheta nodului final. Fixam o activitate oarecare, reprezentata prin
arcul (i, j)unde i< ] sunt etichetele extremitatilor, initiald si finala. Fie ojj secventa maximala

asociata activitatii (i, j) - vezi figura 10.1
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Nodul initial Nodul final

Figura 10.1

Dacd din oj extragem arcul (i, j) rdman doud drumuri:
J;j - care pleaca din nodul intial O si se termina in extremitatea initiala i a arcului scos;
pj - care pleaca din extremitatea finald a arcului eliminat si se termina in nodul final n.

Notand cu d(S) durata unei secvente de activitati succesive putem scrie:
d(ojj) =d(4)+djj +d(uj) )

Un simplu rationament prin absurd arata ca:

A; este secventa cu durata cea mai mare printre secventele de activitati succesive care pleaca
din nodul 0 si se termina in nodul i;

M este secventa cu durata cea mai mare printre secventele de activitati succesive care pornesc
din nodul j si se termind in nodul final n.

Fie T  durata minima de executie a proiectului = durata secventei ,,drum critic”.Concluziile 1 si 2 din
subsectiunile 9.5.2 s1 9.5.3 arata ca:

d(4) = EET(i) = EST, j) )
d(uj)=T" -LET(j)=T"-LFT(,})) (3)

Din (1), (2) si (3) rezulta:
d(oyj) = EST(i, )+djj +T* = LFT (i, j)=T* - [LFT (i, j) - EST (i, j)— 4)

Deoarece:
Rezerva totala a activitatii (i, j) = LFT(i, j) - EST( , j) - dj
din (4) obtinem:

Rezerva totald a activitatii (i, j)=T" —d(o; i)

sau in cuvinte: rezerva totala a unei activitati este egala cu diferenta dintre durata drumului critic
si durata secventei maximale care contine activitatea respectiva.

206



Exemplul 10.3 In tabelul 10.2 sunt indicate secventele maximale asociate activitatilor proiectului de
referintd ordonate descrescator dupa durate. Se regdsesc rezervele totale deja calculate in tabelul 9.2

Activitate |Secventa maximala asociata | Durata secventei] Rezerva totala a activitatii
P,OS,R,C (P,O0S,R,C) 34 0=34-34
A (P,A,R,C) 33 1=34-33
CU, LU (P,CU,LU,C) 30 4=34-30
D (P,OS,R,D) 25 9=34-25
E (P,E) 17 17=34-17

Tabelul 10.2

Determinarea in manierd algoritmica a secventelor maximale asociate activitdtilor proiectului se
realizeaza prin urmatoarea procedura de etichetare.

- La pasul inainte, cand fiecarui nod j # nodul initial 0 i se aplica formula:

EET(j) = max{EET (i) +dj; |

),

in dreptul sfertului din dreapta sus a siglei nodului j se va trece eticheta | a nodului in care s-a realizat
maximul formulei:

~

EET(j)=EET()+d; — %

Figura 10.2.1
- La pasul inapoi, cand fiecarui nod i # nodul final n , i se aplica formula:

LET (i) =?r1i_1;{LET(j)—dij}
1]

in dreptul sfertului din dreapta jos a siglei nodului i se va trece eticheta nodului T in care s-a realizat

minimul formulei:

LET(i)=LET(])-d,; — @

Figura 10.2.2
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Dupa efectuarea celor doi pasi — inainte si inapoi — fiecare nod va avea douad etichete suplimentare cu
exceptia

- nodului final al retelei care va avea numai o etichetd in dreapta sus;
- nodului initial al retelei care va avea numai o etichetd in dreapta jos.

Secventa maximala asociatd activitdtii reprezentatd prin arcul (I, ]) se va determina in doua etape:

- din extremitatea initiald i se va pleca in retea ,,spre stinga” urmarind etichetele superioare;
- din extremitatea finala j se va pleca in retea ,,spre dreapta” urmarind etichetele inferioare.

Exemplul 10.4 In reteaua coordonatoare a proiectului de referinti (figura 9.7) recalculim termenele
nodurilor adaugand si etichetele suplimentare — vezi figura 10.3

Figura 10.3

Determinarea secventei maximale asociate activitdtii R este ilustrata in figura 10.4:

@ P 0 0s o ,@341‘.@}6 _______ ,@7 %

spre stanga in re‘gea pe pspre dreapta in retea pe I
etichetele superioare etichetele inferioare

Figura 10.4
Invitdm cititorul sa regdseasca si celelalte secvente maximale deja afisate in tabelul 10.2

Pe baza consideratiilor dezvoltate putem formula urmatoarele concluzii, utile in analiza si rezolvarea
unor situatii de actualizare a retelelor coordonatoare.
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Cresterea duratei unei activititi critice implica cresterea, in aceeasi masura a duratei
intregului proiect.

Reducerea duratei unei activitati critice X implica reducerea duratei proiectului dar nu
neapirat in aceeasi masuri. Intr-adevir, este posibil ca prin reducerea duratei lui X, durata secventei
maximale asociate = actualul drum critic - sa scada sub durata secventei maximale ,,de pe locul doi (ca
durata!)” care devine, automat, noul drum critic!

Exemplul 10.5 Daca in proiectul de referintda din exemplul 9.4 durata activitatii (critice) R s-a reestimat
de la 10 la 12 luni si durata proiectului se prelungeste cu inca doud luni. Daca din contra, durata
activitatii OS se reduce cu doua luni, proiectul se scurteaza cu numai o luna deoarece durata secventei
(P,OS,R, C)scade la 32 luni, sub durata de 33 luni a secventei (P, A, R, C)— vezi tabelul 10.2!
Noul drum criticvafi(P,A,R,C).

Pe aceeasi linie, o reducere a duratei lui OS cu o luna combinata cu o crestere a duratei lui R tot cu o

lund nu modifica termenul de 34 luni insa ,,criticizeaza” activitatea A! Intr-adevar secventele maximale
(P,OS,R,C)si(P,OS,R,C)voravea aceeasi durata actualizata de 34 luni.

Reducerea duratei unei activitati necritice nu are nici un efect asupra termenului final ci
doar mareste — in aceeasi masurd - rezerva sa totala.

Cresterea duratei unei activitati necritice X in limita rezervei sale totale nu modifica
durata proiectului. Intr-adevir, durata secventei maximale asociate creste dar nu depdseste durata
secventei ,,drum critic”. In cazul extrem, cind intreaga rezerva totala este epuizati, activitatea X devine
critica laolalta cu celelalte activitati din secventa asociata.

Cresterea duratei unei activitati necritice X peste rezerva sa totala prelungeste durata
proiectului. Secventa maximala asociata devine noul drum critic.

Exemplul 10.6 Singurul efect al reducerii cu doud luni a duratei activitatii necritice D din proiectul de
referinta, este cresterea tot cu doua luni a rezervei totale.

Rezerva activitatii A este de o lund. Daca durata lui A creste cu o lund in reteaua coordonatoare vor
exista doua drumuri critice (P, OS,R,C)si (P, A, R, C), ambele cu durata de 34 luni. In schimb
dacd durata activitatii A creste cu doud luni proiectul se prelungeste cu o lund si secventa maximala
asociatd (P, A, R, C) devine noul drum critic.

10.2 Diagrama Gantt

Diagrama Gantt — dupd numele lui Henry Gantt (1861 — 1918), unanim recunoscut drept
»parintele” tehnicilor de planificare si control - este o modalitate sugestivi de reprezentare a
rezultatelor analizei retelei coordonatoare a unui proiect, utila atat in faza de planificare cat mai
ales in cea de urmirire a executdrii acestuia.in esentd, ea este un ,,calendar” menit sd arate la un
moment dat ,,ce s-a facut, ce este in curs de executie si ce ar mai trebui facut”.
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Exemplul 10.7 in figura 10.5 este dati diagrama Gantt pentru proiectul halei industriale din
exemplul 9.4. Fiecare activitate a fost reprezentatd printr-un segment orizontal (in negru) a carui
lungime este proportionala cu durata ei. Plasarea segmentului pe axa timpului s-s facut la termenul cel
mai devreme de incepere al activitatii (EST), rezultat din calcule si asta pentru a putea beneficia — la
nevoie — de intreaga rezerva totald, evidentiata de segmentul rosu alaturat.

O sectiune ,,verticala” In diagrama evidentiaza stadiul ,,virtual” al lucrarilor. Astfel, la 9 luni de
la inceperea constructiei halei, ,,proiectarea = P” si ,,obtinerea avizelor de executie = A” ar trebui
incheiate in timp ce ,,emiterea comenzilor pentru utilaje = CU”, ,,organizarea de santier = OS” si
»instruirea personalului = E” s-ar afla in diferite stadii de realizare.

N, .. Esalonarea calendaristica (luni)
ert| A T T3 5 678 9 J10/11{12[13[14{15[16(171819[20[2122[2324]25/26[27[28[2930[31|32/33(34
1 P 1

2 A !

3| cu I

4| oS H

5| LU I

| r i

7 b i

8 C I

o| & !

Figura 10.5

Prioritara ar fi mentinerea activitatii critice OS in orarul stabilit in timp ce o eventuald amanare sau
intrerupere a deruldrii activitatilor necritice CU si E — bineinteles in limite rezonabile (adica ale
rezervelor totale!) — nu ar afecta termenul final al lucrarii.

10.3 Actualizarea retelelor coordonatoare

O data incheiata faza de planificare a proiectului se poate trece la realizarea sa efectiva. Periodic este
necesar sa se compare stadiul lucrarilor cu ceeace era planificat si se facd. Intr-adevar, o multime de
factori, multi incontrolabili, cauzeazd diferente intre ,planificat” si ,realizat” care, dacd nu sunt
eliminate la timp pot afecta si chiar compromite obiectivele urmdrite. In asemenea situatii este
important sd stim unde trebuie intervenit (prin masuri specifice ca de exemplu realocarea de resurse)
pentru mentinerea Intregii lucrari in orarul stabilit.

Operatiile intreprinse in scopul rezolvarii acestor situatii sunt reunite sub numele generic de
»actualizare a retelei coordonatoare”
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Exemplul 10.8 Pentru revizia si modernizarea unei instalatii de epurare a apei s-a elaborat un
proiect a carui listd de activitati este datd in tabelul 10.3. Reteaua coordonatoare AoA este datd in
figura 10.6 iar in tabelul 10.4 au fost calculate termenele si rezervele totale ale activitatilor proiectului.

Activitatea

Activitati direct
precedente

Durata
(saptamani)

10

12

13

8

14

16

9

20

Al Qmmg|alw | >

| O|T| > |w|w| |

E,F,G

11

Tabelul 10.3

Tabelul 10.4

F
15
E
10
D ‘@Q S K
15 35 NIRRT
H
16
C
30
Figura 10.6
Activitatel Durata Termen de incepere| Termen de terminare Rezerya
EST LST EFT LFT totala
A 16 0 8 16 24 8
B 20 0 0 20 20 0
C 30 0 21 30 51 21
D 15 20 20 35 35 0
E 10 20 29 30 39 9
F 15 16 24 31 39 8
G 3 35 36 38 39 1
H 16 35 35 51 51 0
K 12 38 39 50 51 1

51
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Pe baza acestor elemente s-a intocmit diagrama Gantt care pune in evidentd esalonarea in timp a
activitatilor proiectului pornind de la termenele lor timpurii de incepere — vezi figura 10.7 in care
segmentele rosii reprezintd rezervele totale.

Esalonarea calendaristica (saptamani)

Activitate

AlEmlQlm|m| Ol w| >

Figura 10.7

Din analiza retelei coordonatoare rezulta urmatoarele concluzii generale:

- durata minimd de executie a proiectului este de 51 de saptdméni — In ipoteza ca duratele
activitatilor au fost corect estimate si cd nu sunt probleme in legaturd cu resursele necesare;

- Cu prioritate se va monitoriza realizarea activitatilor critice B, D si H la termenele stabilite;

- mare atentie trebuie acordata si activitatilor necritice G si K a caror rezervd de numai o
sdptamana, este foarte mica!

- pentru celelalte activitati, adicd pentru A , C , E si F monitorizarea poate fi mai ,,lejerd” dar in
limitele rezervelor totale. A nu se uita: consumarea rezervei unei activitasi ,,criticizeaza” nu numai
activitatea respectiva dar si pe altele, complicind actul de conducere!

In toate aceste recomandari s-a presupus, cum este si firesc, ca toate activitatile vor fi incepute la
termenele timpurii, pentru a putea beneficia — in caz de nevoie — de Intreaga rezerva totala.

Sa presupunem acum ca la 25 de sdptdmani de la demararea lucrarilor se face o analizd a stadiului
executiei proiectului, comparandu-se ,,ce s-a realizat” cu ,,ce era planificat”.

Diagrama Gantt arata cu claritate cd la momentul T = 25 al actualizarii:

- activitdtile A si B trebuiau terminate;
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- din activitatea C trebuia executat un volum de lucrari echivalent cu 25 de saptadmani din durata
de 30 de saptamani. Tot asa din D , E , F trebuiau ,,lucrate” 5, 5 si respectiv 9 saptamani din duratele
acestor activitati,

Situatia ,,din teren” arata astfel:

- A si B au fost intr-adevar terminate dar in executarea activitatii A s-au ivit o serie de dificultati
neprevazute care au incetinit serios ritmul de lucru fiind necesara redirectionarea de urgentd cétre A a
unor resurse initial alocate activitatilor E si F;

- ca urmare, E si F n-au fost incd incepute si mai mult, nu se sperd ca F sa inceapa mai devreme
de o sdptamana;

- din C s-a realizat 50%;

- activitatea critica D se desfasoara in orarul stabilit.

- celelalte activitati n-au fost incd atacate i 151 mentin duratele initiale, cu exceptia activitatii H
a carei durata se prelungeste cu o saptaimana.

Se pune intrebarea dacd in situatia constatata intreaga lucrare mai poate fi terminatd in 51 de saptdmani
si, in caz ca intarzierea nu este ,,excesiv’ de mare, ,,unde trebuie intervenit” pentru ca termenul final sa
fie respectat.

Tehnica de actualizare poate fi descrisa succint astfel:

- La data actualizarii se reestimeazd duratele activitdtilor in curs de executie sau care nu sunt
inca atacate, In functie de situatia concreta din teren. Pentru activitatile terminate se va lua durata nula.

- Se recalculeaza noile termene ale activitatilor si drumul critic ludnd in considerare duratele
reestimate. Daca A” este durata drumului critic din reteaua actualizatd atunci T + A este noua estimare
a duratei proiectului la momentul T al actualizarii.

- Doua situatii sunt posibile in raport cu durata planificatd A:

- T + A* < A — (deocamdatd) nu sunt necesare masuri speciale deoarece lucrarea se va incadra
in termenul stabilit (fireste, la o viitoare actualizare s-ar putea ca lucrurile sa se schimbe...);

- T+ A" > A — termenul final planificat este depasit si pentru eliminarea intarzierii sunt
necesare masuri de scurtare a duratelor unor activitdti, in primul rand a acelora de pe drumul critic
actualizat. Accelerarea executiei implica insd suplimentari sau redistribuiri de resurse si bineinteles
cresterea costurilor!

In exemplul nostru duratele reestimate ale activititilor sunt:

d (A) =d (B) = 0 « activitatile A si B sunt terminate;

d (C) =15 <« din C s-a realizat 50%;

d (D) =15-5=10 « D este 1n orar: s-au ,,lucrat” 5 saptdmani $i mai ramane restul!;

d (F) =1+15 =16 < deoarece F ar putea incepe abia la o sdptamand de la momentul actualizarii;
d(H)=1+ 16 =17 < urmare a reestimarii duratei,

E, G si K isi mentin duratele initiale.

Reteaua actualizatd a proiectului studiat este data in figura 10.8.
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Figura 10.8

Durata actualizata de 28 de saptamani este de fapt durata executdrii lucrdrilor rdmase, in ipoteza cd ,,in
viitor nu se mai ivesc alte necazuri”. In consecinti, la momentul actualizarii T = 25, se estimeaza ci
intreaga lucrare va fi gata In 25 + 28 = 53 saptdmani, cu doud mai mult decat se planificase initial.
Intarzierea nu este mare si se poate discuta eliminarea ei.

Mai intai, trebuie intervenit pe noul drum critic (A , F , K) in care activitatea A este terminata. in
sectiunea F s-a subliniat deja ca scurtarea duratei unui drum critic nu inseamna scurtarea in aceeasi
misuri a duratei proiectului. In cazul de fati, secventa maximala (B , D , H) asociati activitatii H (si
in care B este terminatd!) are o durata de 27 saptamani astfel ca o scurtare a drumului critic (A , F , K)
cu doud saptamani reduce durata actualizatd cu numai o sdptamana! Dacd se reduce si durata secventei
(B, D, H) cu o saptamana, durata actualizata se reduce la 26 de saptamani si intreaga lucrare se va
termina in cele 51 de sdptimani planificate initial. In concluzie echipa de conducere va trebui si ia
masurile adecvate pentru:

- terminarea activitdtilor F si K ,,pe total”, cu doua saptamani mai devreme;
- terminarea activitatilor D si H ,,pe total”, cu o saptdmana mai devreme.

Cum se vor rasfrange aceste reduceri asupra duratelor individuale de executie ale celor patru
activitati implicate este o chestiune care tine de natura masurilor ce se vor lua!

Probleme propuse

1. Se considera proiectul extins de construire a unei hale industriale din exemplul 9.9 pentru care s-a
intocmit si analizat reteaua coordonatoare din figura 9.12. Discutati efectul asupra termenului final pe
care l-ar avea urmatoarele corectii privitoare la duratele unor activitati (fiecare corectie va fi analizata
separat!)

- scurtarea duratei activitdtii R, de la 5 la 3 luni;

- cresterea duratei activitatii OS; de la o lunad la 3 luni;

- scurtarea duratei activitatii critice C, de la 10 la 9 luni;
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- scurtarea duratei activitatii critice LU de la 6 la 3 luni;

- cresterea duratei activitatii OS; de la o luna la 3 luni si a duratei activitatii R; de la 5 1a 7 luni.

2. Compania ASPIR este specializatd in producerea de aparate electrocasnice. Recent, departamentul
de cercetare — dezvoltare a propus conducerii fabricarea unui nou tip de aspirator portabil, alimentat de
la o baterie reincircabila. In propunere se aprecia ci portabilitatea si absenta cablului de alimentare cu
curent vor face produsul atractiv si ca, dacd el va fi realizat la un pret rezonabil ar putea duce la
intdrirea prezentei companiei pe piata articolelor de profil.
Conducerea companiei a gasit ideea ca fiind foarte interesantd si a cerut elaborarea unui studiu de
fezabilitate. Intocmirea raportului final necesiti insa o mare diversitate de informatii precum si actiunea
conjugatd a mai multor departamente de specialitate ale companiei.Au fost identificate activitatile
majore pentru care s-au precizat conditiondrile temporale si s-au estimat duratele de realizare

(tabelul 10.5)

crt.

Descrierea activitatii

Codul
activitatii

Activitati direct
precedente

Durata
(saptamani)

Elaborarea documentatiei tehnice
pentru fabricarea noului produs

A

6

Elaborarea planului de cercetare a
pietei

Proiectarea fluxului tehnologic

Fabricarea prototipului

Redactarea brogurii de prezentare
si promovare a noului produs

Estimarea costurilor de fabricatie

Testarea preliminara a procesului de
productie

Cercetarea pietei de desfacere

T Q (4 o |0 @

O [0 9 | U [B|W]|

Intocmirea raportului de evaluare a
pretului si de previzionare a vanzarilor

—_
=]

Elaborarea raportului final

N N [R] W [N W |[nfw] N

Tabelul 10.5

1) Desenati reteaua coordonatoare AoA;
i) Determinati durata minima de executie si identificati activitatile critice;
ii1) Calculati termenele activitdtilor si rezervele totale ale acestora;
iv) Desenati diagrama Gantt. Discutati ,,rigiditatea in executie” a proiectului.
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Unitatea de invatare 11

ANALIZA DRUMULUI CRITIC
Reteaua coordonatoare AoN a unui proiect. Dependente multiple

Cuprins

11.1 Reprezentarea AoN a structurii unui proiect

11.1.1 Instructiuni de reprezentare AoN

11.1.2 Calculul termenelor activitatilor. Drumul critic
11.2 Dependente multiple

11.2.1 Definitii

11.2.2 Calculul termenelor activitatilor. Drumul critic

Probleme propuse
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11.1 Reprezentarea AoN a structurii unui proiect

In reprezentarea AoN activitatile proiectului se identificA cu nodurile retelei
coordonatoare. Arcele acesteia pun in evidenta precedentele directe dintre activitati.

Pentru termenele activitatilor pastrdm notatiile introduse in sectiunea 9.5.5 Ilustrarile vor fi facute pe
datele proiectului din urmatorul:

Exemplul 11.1. Compania X este detindtoarea unui mare complex comercial in care 32 de firme de
profil 1si desfdsoara activitatea pe baza unor contracte de inchiriere a spatiilor necesare. Recent,
conducerea companiei a luat in studiu un proiect de extindere a complexului prin care se sperd
atragerea a incd 8 — 10 noi clienti interesati In dezvoltarea unor afaceri comerciale. Finantarea
extinderii a fost deja asigurati de un investitor privat. In tabelul 11.1 este dati lista principalelor
activitati ce compun actiunea de extindere impreuna cu duratele estimate (in saptdmani) si precedentele
directe.

Nr. . o Codul | Activitati direct Durata
Descrierea activitatii s ’ o e A
crt. ’ activitdtii| precedente (sd@ptamani)
1 Elaborarea schitelor si a planurilor de A 5
constructie pentru extindere
Identificarea potentialilor clienti care vor
2 . . . . ’ B 6
inchiria noile spatii construite -
3 | Elaborarea ofertei catre noii clienti C A 4
4 | Alegerea constructorului D A 3
5 |Elaborarea avizelor pentru constructie E A 1
Obtinerea aprobarilor pentru constructie din
6 ; o ’ F E 4
partea autoritatilor
7 | Constructia propriu zisa G , 14
8 Flpallzarea contractelor de inchiriere cu noii H B, 12
clienti
9 |Instalarea noilor clienti in spatiile inchiriate 1 G,H 2
Tabelul 11.1
11.1.1 Instructiuni de reprezentare AoN
- O activitate A este reprezentatd printr-un dreptunghi Codul activititii
compartimentat ca in diagrama din figura 11.1 ¥
EST|A EFT
Faptul céd activitatea A precede direct activitatea B va fi LST d(A,) LT

reprezentat prin diagrama din figura 11.2: Durata activitatii

Figura 11.1
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A\ 4

Figura 11.2

Folosirea reprezentarii AoN presupune:

- Existenta unei singure activititi initiale (adica fara activitati predecesoare). Daca in proiect
existd mai multe activitati initiale se va adauga o activitate fictiva cu durata zero si notata cu *, care
precede toate activitatile initiale reale.

- Existenta unei singure activititi finale (adica fara activititi succesoare). Daca in proiect
existd mai multe activitdti finale se va adauga o activitate fictiva cu durata zero si notatd cu **, direct
precedata de toate activitatile finale reale.

Exemplul 11.2 Reprezentarea AoN a structurii proiectului din exemplul 11.1 este data in figura 11.3

| |D [ |G

A E | [F
[ |c I
I

B H

Figura 11.3

Proiectul are doua activitati initiale A si B si o singura activitate finala, I. Completam desenul cu inca o
activitate, fictivd cu durata zero care precede direct activitdtile initiale reale A si B. Obtinem reteaua
coordonatoare AoN din figura 11.4
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\ 4
v

Figura 11.4

11.1.2 Calculul termenelor activitatilor. Drumul critic

In esentd, analiza retelei coordonatoare AoN a unui proiect coincide cu cea a retelei AoA
corespunzatoare, difera numai forma de prezentare. Astfel:

I) in pasul inainte, de la nodul initial catre cel final, se calculeaza termenele timpurii de
incepere si terminare ale activitatilor, dupa schema iterativa:

- pentru (unica) activitate initiald [ — reald sau fictiva — se va lua:
EST(1)=0 , EFT()=EST(l)+d(l)=d(l) - amnotat cu d(X) durata activititii X.

- pentru orice activitate Y # activitatea initiala I, se aplica judecata din urmatorul exemplu:

NE EST(Y)=max{EFT(A)=7,EFT(B)=5}=7
{ (deoarece o activitate nu poate incepe mai devreme de terminarea unei
7 1Y [16 activitati care o precede!)

=T L IN EFT(Y)=EST(Y)+d(Y)=7+9=16

Figura 11.5

La terminarea pasului inainte, vom cunoaste durata minima de executie a proiectului; ea este
data de termenul timpuriu de terminare al (unicei) activitati finale!

219



II) in pasul inapoi, de la nodul final citre cel initial, se calculeazi termenele tirzii de
incepere si terminare ale activitatilor, dupa schema iterativa:

- pentru (unica) activitate finala F — reala sau fictiva — se va lua:
LFT(F)=EFT(F) , LST(F)=LFT(F)-d(F)

- pentru o activitate oarecare X, diferita de activitatea finala F, se aplica judecata din exemplul
urmator:

LFT(X)=min{LST (A)=23,LST(B)=19}= 19_—\ /'IBA

(deoarece o activitate nu se poate termina mai tarziu de momentul
inceperii unei activitati pe care o precede!)

6 19
LST(X)=LFT(X)-d(X)=19-6= 13——7' A

19

Figura 11.6

La terminarea pasului Tnapoi vom cunoaste activititile care conditioneazd nemijlocit termenul
final al proiectului. Este vorba de activitatile critice, caracterizate prin aceea ca termenele lor de
incepere sau de terminare, timpuriu si tarziu, coincid.

Exemplul 11.3 Calculele termenelor activitatilor proiectului din exemplul 11.1 sunt afisate in figura
11.7.

HINE [12]G |26]
9 [3]12 12]14]26
0 0 o [A]5 |5 |E |8 8 |F |12
0 [0 [0 — 0[5 [5 15 [3 |3 s[4 [12
|5 [cl9 261 [28
[10]4 |14 262 [28
0B H |21
[8]6 |14 14[12]26
Figura 11.7
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Concluzii:

Durata minima de executie a proiectului este de 28 de sdptamani. Activitdtile critice (reale) sunt
A,E,F,Gsil

Rezerva totala a unei activitati se citeste din retea ca diferenta a termenelor de incepere,
timpuriu si tarziu — egala si cu diferenta termenelor de terminare, timpuriu si tarziu.
De exemplu, rezerva activitatii C este de 10 — 5 = 14 — 9 = 5 saptamani.

Identificarea secventelor maximale asociate activitatilor proiectului se face cu acelasi procedeu de
etichetare explicat in sectiunea 10.1 dar adaptat specificului reprezentrii AoN:

- etichetele ,,superioare” se pun la pasul Tnainte — in coltul din stdnga sus — si retin a ctivitatile Tn
care se realizeaza maximul formulei din figura 11.5

- etichetele ,,inferioare” se pun la pasul inapoi — in coltul din dreapta jos — si retin a ctivitatile in
care se realizeaza minimul formulei din figura 11.6

In figura 11.8 s-a reluat calculul termenelor activitatilor proiectului de referintd (ficut deja in figura
11.7) aplicandu-se totodata si procedeul de etichetare.

A F
[5]|D]8 J12]G |26
9312 “112]14]26
G 1
* A E
0 0 0]Als REEBIE s [F[12
0o [o Tols]5 T5 1313 18 4 |12
A E F G
G
A 261 [28
S |C 26]2 |28
[10[4 14
H
* C
[0 [B]6 Mo TH 21
[8 [6 [14 [14]12]26

Figura 11.8

In tabelul 11.2 sunt date secventele maximale asociate tuturor activitatilor proiectului de referinti,
duratele secventelor si rezervele totale ale activitatilor.
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Activitate Secventa maximala asociatd | Durata secventei | Rezerva totala a activitatii
AE,F,G,I|*>A—>E—>F—>G—>I 28 0
D *>A>D->G1 24 4
C,H *>A—>C—>H->I 23 5
B *—>B->H-I 20 8

Tabelul 11.2

11.2 Dependente multiple
Sa consideram douad activitati A si B ale unui proiect. Pana acum, dependenta (directd) a activitatii B
fatd de A a insemnat cd B poate incepe (imediat) dupd terminarea lui A. Prin urmare, aceastd
dependenta lega terminarea activitatii A de Inceputul activitatii B.
Practica a impus si alte tipuri de dependenta care vor fi descrise in continuare.

11.2.1 Definitii

) Dependenta terminare — inceput (finish to start) sau normala

Activitatea B nu poate incepe mai inainte de terminarea activitatii A

In reprezentarea AoN acest tip de dependenti se noteaza astfel:

A (FS)as B
d(A) dB)

v

Figura 11.9.1

unde s-a notat cu (FS)sp un interval minim de timp, prestabilit, dintre momentul terminarii activitatii A
si momentul Tnceperii activitatii B.

Exemplu: ,,Turnarea betonului = B” nu poate incepe mai inainte de terminarea ,,saparii fundatiei = A”
In cazul (FS)ap = 0 regasim dependenta directd uzuald folositd pand acum.Reprezentarea AoA a

dependentei ,.terminare — Inceput” necesitd introducerea unei ,.extra activitdti” cu durata egala cu
intarzierea (FS)ap dintre terminarea lui A si inceputul lui B (figura 11.9.2).
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Bzt

(FS)NE

B
3 d(B) }

Figura 11.9.2
I1) Dependenta inceput — inceput (start to start)
Activitatea B nu poate incepe mai inainte de inceperea activitatii A

Din nou, reprezentarea AoN este foarte sugestiva:

(8S)as

d(A) d(B)

Figura 11.10.1

unde (SS)ap este intervalul minimde timp (prestabilit) dintre momentele de incepere ale celor doua
activitati.

Reprezentarea AoA este mai greoaie:

A

d(a) @
X (N B
S N am) '@

Figura 11.10.2

Observatie: (SS)as = 0 inseamna ca activitatea B poate incepe chiar odatd cu A (dar nu mai inainte!).
Exemplu: intr-o actiune de reimpadurire, ,,plantarea puietilor = B” nu poate incepe mai inainte de
»saparea gropilor = A” in care vor fi pusi puietii (trebuie sdpate cateva gropi, nu?)
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IIT) Dependenta terminare — terminare (finish to finish)

Activitatea B nu se poate termina mai inainte de terminarea activitatii A

Reprezentarile AoN si AoA aratd astfel:

(FF)ag @ A, X
/ . d(A) @ (FF)as \
da)| | d(B) @ B <>
d(B)

Figura 11.11.1 Figura 11.11.2

(FF)ap este un interval minim de timp,prestabilit, intre momentele de terminare ale celor doud
activitati.

Exemplu: ,,Scrierea unui roman = B” nu se poate socoti incheiatd mai inainte de terminarea ,,scrierii
ultimului capitol al cartii = A”

Observatie: (FF)ap = 0 inseamna cad B se poate termina in acelasi timp cu A, dar nu mai inainte!

IV) Dependenta inceput — terminare (start to finish)
Activitatea B nu se poate termina mai inainte de inceperea activitatii A

Diagramele AoN si AoA ale acestei dependente sunt:

(SF)an
A N
d(A) dB)| |
d(B)
Figura 11.12.1 Figura 11.12.2

unde (SF)ap este un interval minim de timp, prestabilit, intre momentul inceperii activitatii A si
momentul terminarii activitatii B.

Exemplu: intr-o uzina cu activitate neintrerupta, terminarea ,,activitatii unui schimb de lucru = B” nu
poate avea loc mai inainte de inceperea ,,activitatii schimbului urmétor = A” din cauza operatiilor de
predare — primire a utilajelor si a sarcinilor curente de serviciu!
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Observatii finale

Diagramele de mai sus aratd clar ca reprezentarea AoA este mai putin flexibild in vizualizarea

acestor dependente necesitand introducerea unor noi activitati cu semnificatia generald de intarzieri.

Nu sunt excluse situatiile in care intre doud activitati sunt date simultan mai multe dependente

ca in diagrama din figura 11.13

Figura 11.13

in care sunt reprezentate doud activitati A si B cu duratele 10 respectiv 6 zile. Ele trebuie astfel

planificate incat:

- intre Inceputul lui A si inceputul lui B sa treaca cel putin 3 zile;
- intre terminarea lui A si terminarea lui B sa treaca cel putin 5 zile.

Reprezentarea AoN a unui proiect in care existd dependente de tipul celor descrise mai sus se
face dupd aceleasi reguli folosite pentru proiectele cu dependente uzuale (normale). Se va tine cont ca
in reprezentare sd existe o unica activitate initiala si o unica activitate finala. Daca In proiect exista mai
multe activitati initiale (finale) se va introduce o activitate fictivd * cu durata zero care va preceda
normal (va fi precedatd normal de) toate activitatile initiale (finale)

Exemplul 11.4 Analizdm proiectul dat prin urmatoarea lista de activitati

Activitatea | Durata (zile) | Tipul dependentei si intarzierea (zile)

A 10 _

B 24 _

C 8 (S8S)ac=1 ; (FFac=0

D 12 (FF)ap =4

E 14 (FS)pg=10 ; (FS)cg=4

F 16 (SS)gr=16 ; (FS)gr=0

G 20 (SS)g=2 ; (FF)pg=4

H 22 SS)gu=6 ; (FF)gu=10

Tabelul 11.3
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Comentarii: Lista contine numai dependente de tipul FS (normale), SS si FF.Existd si cupluri de
activitdti intre care existda doud tipuri de dependenta. De exemplu, executarea activitdtii G este
conditionata de cea a activitatii F in doud moduri:

- activitatea G poate Incepe imediat ce au trecut 2 zile de la inceperea executarii activitatii F;
- terminarea activitatii G trebuie sd aibe loc la cel putin 4 zile de la terminarea activitatii F.

Proiectul are doua activitati initiale A si B al caror inceput sau sfarsit nu este conditionat de nici o alta
activitate. Un statut aparte are activitatea D care conditioneaza prin terminarea ei inceputul activitatii E
dar al cérei inceput nu depinde de nici o altad activitate. Prin urmare activitatea D poate incepe odata cu
intreg proiectul!

Activitatea H nu conditioneaza nici o altd activitate din proiect nici prin Inceputul si nici prin
sfarsitul ei. Pe de alta parte, activitatea E conditioneaza prin inceputul ei startul activitatii F, dar
terminarea ei nu afecteaza nici o alta activitate din proiect. Este firesc sa admitem ca activitatea E poate
fi intrerupta sau prelungita astfel Tncat terminarea ei sa coincida cu terminarea intregului proiect!

Observatiile de mai sus motiveaza urmatoarele definitii: o activitate se va numi semiinitiala
daca inceputul ei nu este conditionat de nici o altd activitate din proiect. Evident, o activitate initiala —
adicd o activitate ale carei momente de incepere si terminare nu sunt conditionate de nici o altd
activitate — este si semiinitiald. O activitate se va numi semifinald daca terminarea ei nu conditioneaza
vreo alta activitate.Orice activitate finald, deci o activitate care nu afecteazd pe celelalte nici prin
inceput si nici prin sfarsit, este si semifinala.

In concluzie, proiectul dat are doud activitati initiale A si B si o activitate semiinitiald, D. Ca
urmare 1n reteaua AoN se va introduce o activitate fictiva de start * care va precede normal si fara
intarziere activitatile A , B si D.

Proiectul are o activitate finald H si o alta semifinala, E ; in consecinta, reteaua AoN va fi completata
cu o alta activitate fictivd * * cu semnificatia de terminare a proiectului, precedatd normal si fara
intarziere de H si E.

Reteaua AoN a proiectului este redatd in figura 11.16, Impreuna cu termenele activitatilor, calculate
conform explicatiilor din urméatoarea subsectiune.
11.2.2 Calculul termenelor activitatilor.Drumul critic

Intr-o retea AoN cu multiple dependente, calculul termenelor activitatilor urmeaza aceleasi instructiuni
folosite in retelele cu dependente normale.

I) La pasul inainte se calculeazi termenele timpurii de incepere si terminare ale activititilor.

Principiul schemei iterative de calcul este acelasi doar ca trebuie sa tinem seama de tipul
conditionarilor impuse unei activititi din partea celorlalte!
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Pentru edificare s@ studiem situatia din figura 11.14 in care avem de calculat termenele EST si
EFT ale activitatii Y.

12|A |21
7
10 \
0|B|I12 0 21Y 7?7 EST(Y)=max{12+0,11+2}=13
12 6 EFT(Y)=max{I12+10,17+3, 13+ 6}=22
2
11|C|17 3
4

Figura 11.14

Inceperea activitdtii Y este conditionata de sfarsitul lui B si Inceputul lui C. Deoarece un eveniment
nu se poate produce mai inainte de satisfacerea tuturor conditiilor impuse de evenimente deja
petrecute urmeaza ca

EST(Y) = max{12+0, 11 +2}=13

La calcularea termenului timpuriu de terminare al activitatii Y va trebui sd tinem cont nu numai de
conditiile impuse de inceputul lui A si terminarea lui C dar si de propriul ei termen timpuriu de
incepere deja calculat, de unde

EFT(Y)=max{12+ 10,17 +3, 13+ 6}=22.

La terminarea calculelor pasului inainte, termenul timpuriu de terminare al activitatii finale din
retea indica durata proiectului.

IT) La pasul inapoi se vor determina termenele tarzii de incepere si terminare ale
activitatilor.

Schema de calcul este ilustratd prin studiul situatiei din figura 11.15 in care se cere evaluarea
termenelor LFT si LST pentru activitatea X.

Terminarea activitatii X conditioneazd momentul inceperii activititii B §i momentul terminarii
activitatii C. Deoarece LST(B) =35 si LFT(C) = 49 urmeaza ca X nu se poate termina mai tarziu de
momentul 35 — 1 = 34 respectiv de momentul 49 — 10 = 39 de unde relatia

LFT(X) = min{35- 1,49 - 5}=34.

La calcularea termenului tarziu de Incepere al activitatii X vom tine seama de conditiondrile pe care
inceperea lui X le impune activitdtilor A si C dar si propriului moment de terminare astfel ca

LST(X)=min{51 - 18,28 - 10, 34-14}= 18
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LFT(X) = min{35-1,49 - 5}= 34

LST(X)=min{51 - 18,28- 10, 34-14}=18  [o;

Figura 11.15

A
31/20(51
18
X 1 .| |B
14| 2 35(14(53
5
10 | |C
28(17|49

Observatie: in prezenta dependentelor multiple nu este obligatoriu ca diferentele intre termenele de
terminare si incepere ale unei activitdti EFT — EST, LFT — LST sd coincidd cu durata activitatii

respective!

Termenele activitatilor proiectului de referintd din exemplul 11.4 sunt date 1n figura 11.16

4
0[Af10] [o][D]14]10 [24[E38 0 72|72
0 [10[10\ 2 [12[14] A24]14]72 #7210 (72
0 0 4
48[H[72
16 50[22[72
| 2
1
0[]0 1[C10 140[ F [56 42[GJ62
0[ofo 12[ 820 40[16]58 42[20[62
0 0 4
0[B]24
[16]24]40

Figura 11.16
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Concluzii:
Durata minima de executie a proiectului de referinta este de 72 zile.

Reteaua coordonatoare din figura 11.16 pune in evidentd un fapt interesant, ne mai intalnit in
retelele AoA si AoN uzuale.
Termenele de incepere, timpuriu si tarziu ale activitatii E coincid, dar cele tarzii difera! Concluzia
logica care se degaja este cd pentru respectarea termenului final al proiectului este neaparat necesar ca
E sa inceapa la 24 (= EST = LST) de zile de la inceperea executiei proiectului, terminarea ei putand
avea, functie de conditiile concrete de lucru, ,,undeva” intre momentul 38 (zile de la inceperea
proiectului) si 72 (sfarsitul proiectului). In aceeasi situatie se afla activitatile F si H ale caror termene
de respectat ,,cu sfintenie” — adica cu prioritate: sunt cel de incepere, respectiv cel de terminare! Prin
contrast, executarea activitatii G conditioneazd nemijlocit termenul final al proiectului atat prin
momentul ei de incepere ( 42 = EST = LST) cat si prin cel e terminare (62 = EFT = LFT). In aceeasi
situatie se afla si activitatea A.
In concluzie, utilizarea dependentelor multiple are ca efect ,,nuantarea”conceptului de acticitate critica.
Ca urmare, vom spune ca o activitate X este semicritica daca

EST(X) =LST(X) sau EFT(X)=LFT(X)
Ca de obicei, vom spune cd X este o activitate critica daca
EST(X) =LST(X) si EFT(X)=LFT(X)

In proiectul de referinti, numai activititile A si G sunt critice in timp ce activitatile D , E , F si H sunt
semicritice.

Durata de executie a proiectului este egala cu suma duratelor activitatilor critice la care se
adauga intarzierile aferente activititilor semicritice. In cazul concret analizat

T* =d(A) +(FF)ap +(FS)pg +(SS)gr +(SS)Fg +d(G)+(FF)gy =
=10+4+10+16+2+20+10=72

Pentru rezerva totald a unei activitati X avem formula:

Rezerva totald a activititii X = max{LST (X)—EST(X), LFT(X)—EFT(X)}

care extinde definitia datd in sectiunea 11.1.2 pentru cazul precedentelor directe uzuale. Ea se poate
interpreta ca maximul de timp ce poate fi adaugat — functie de necesitati — la durata activitdtii. De
exemplu, rezerva activititii C este de 11=max{I2—1,20—10} zile. Daci C ar incepe la cel mai
devreme moment 1 = EST(C), am avea la dispozitie 8+11= 19 zile pentru executare.in schimb, daca C
ar Incepe la momentul 7, pana la termenul cel mai tarziu de terminare ar mai fi doar 20 — 7 =13 zile si
durata lui C poate fi prelungitd cu cel mult 13 — 8 = 5 zile. Activitdtile semicritice, cu un singur termen
ferm fie de incepere fie de terminare, au o anumitd rezerva de timp. De exemplu, activitatea semicritica
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F are o rezerva de doua zile. Ea trebuie inceputd la termenul ferm 40 si dupa aceea se poate admite
o prelungire a duratei sale cu maximum doud zile! Ca si pand acum rezerva unei activitati critice este
Zero.

Probleme propuse

1. Pentru proiectele ale caror liste sunt date in tabelul 9.6 (unitatea de invatare 9):

- trasati reteaua AoN;
- calculati termenele activitatilor si drumul critic.

2. Sa se calculeze termenul timpuriu de incepere EST si termenul timpuriu de terminare EFT pentru
activitatea X din diagramele date in figura 11.17

11A]18 1 8 Al34] >
5 6
2
8 16 X 20[B[35] 1 X
8 7 9 10
4 N 14
7 17| 3 24cC [35] 13
6 11
a) b)

Figura 11.17

3. Sa se calculeze termenul tarziu de incepere LST si termenul tarziu de terminare LFT pentru
activitatea Y din diagramele date in figura 11.18

0
27] 4 [31 23] 7 [31
15 N 15
Y 2 B Y B
8 255 ]33 10 2411236
4
0, |I€ 0o,
213 ] 26 30] 9 |41
a) b)

Figura 11.18
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4. Se considera proiectul dat prin lista de activitati din tabelul 11.4
Trasati reteaua coordonatoare AoN. Identificati activitdtile initiale, semiinitiale, finale si

semifinale.

Determinati durata minima a proiectului, activitatile critice si semicritice.

Calculati rezervele totale ale activitatilor din proiect.

Activitatea [Durata (saptamani) Conditionari

A 7 -

B 3 -

C 5 (FF)ac=1; (SF)pc =9
D 4 (FS)ap=0 ; (SS)cp =3
E 8 (FS)ce=0 ; (SS)ge =6
F 6 (SS)pr =8

G 3 (FS)cg =2 ; (FF)gg =2
H 2 FB)u=4 ; (FS)gu=0

Tabelul 11.4

5. (Sursa IBM) S-a decis producerea unui nou tip de unitate centrala si, Intr-o discutie preliminard de
planificare s-au identificat activitatile din tabelul 11.5

Nr. Descrierea activitatii Codul Durata
crt. ’ activitdtii | (zile)
1 | Elaborarea unui plan initial A 16
2 | Stabilirea setului de date initiale B 6
Generarea, sortarea si introducerea

3 L. C 3
datelor initiale

4 |Rularea datelor initiale D 8

5 Perfectionarea planului intial ca E ]
urmare a primei rulari

6 Revizuirea structurii datelor initiale F 5
ca urmare a primei rulari
Generarea, sortarea si introducerea

7 .. G 1
datelor revizuite

8 |Rularea datelor revizuite H 8
Elaborarea programului de firma ca

9 . . J 4
rezultat al rularii datelor revizuite
Aprobarea de catre conducere a

10 . - . K 4
programului de firma realizat

Tabelul 11.5
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Daca aceste activitdti s-ar desfasura una dupa alta — cum de altfel este si plauzibil! — timpul necesar ar
fi de 60 de zile.Aceastd duratd s-a considerat a fi prea mare drept care s-a convenit asupra unei noi
intalniri de planificare, in cadrul careia s-au degajat urmatoarele concluzii:

- activitatea B (stabilirea setului de date initiale) ar putea incepe la sase zile de la inceperea
elaborarii planului initial (activitatea A) iar cele doud activitati s-ar putea termina in acelasi
timp;

- activitatea C ar putea Incepe la doua zile de la inceperea activitatii B dar terminarea ar trebui
sd aibe loc la cel putin o zi dupa terminarea lui B;

- activitatea F ar putea incepe de indatd ce jumatate din activitatea E ar fi realizata, cele doua
activitati putand fi terminate in acelasi timp;

- activitatea G ar putea Incepe odatd cu activitatea F si cele doua activitdti ar putea fi terminate
in acelasi timp.

Identificati toate tipurile de dependenta existente intre activitatile proiectului dat;

Desenati reteaua AoN cu dependente multiple;

Care este timpul minim de executie al proiectului? In ce masura una sau alta dintre activititi
conditioneaza termenul final?
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Unitatea de invatare 12

ANALIZA DRUMULUI CRITIC
Optimizari cost — durata. Alocarea resurselor

Cuprins

11.1 Optimizari cost — durata

12.1.1 Preliminarii

12.1.2 Durata prestabilita la un cost minim

12.1.3 Durata minima in limita unui buget prestabilit
11.2 Alocarea resurselor

12.2.1 Preliminarii

12.2.2 Rezolvarea unui conflict de resurse

12.2.3 O euristica de alocare a resurselor

Probleme propuse
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12.1 Optimizari cost — durata

In problemele de planificare a actiunilor complexe, timpul, reprezentat prin duratele activitatilor, este
un factor deosebit de important din punct de vedere economic si toate consideratiile si analizele
dezvoltate in sectiunile precedente au avut in vedere, in exclusivitate, acest factor.

Alaturi de timp, costul executarii unei actiuni complexe este un alt factor de care trebuie sd se tina
seama 1n planificare.

12.1.1 Preliminarii

Admitem ca fiecarei activitati din proiect i s-a stabilit o durata normala de executie dn implicand un
cost acceptabil cn si o durata accelerata da < dn realizabild la un cost mai ridicat ca > cn. Durata
d luata in calcul la planificare se situeaza Intre cele doud limite da si dn, costul asociat ¢ fiind presupus
— pentru simplitate — a depinde liniar de d (figura 12.1)

cost
A

cn

» timp
da d dn

Figura 12.1

Ipoteza variatiei liniare a costului permite introducerea costului unitar de accelerare (in unitati
monetare pe unitatea de timp)

_ca—cn
¥ dn —da

astfel ca dependenta dintre costul ¢ si durata d va fi data de relatia:
c=cn+y(dn—d) unde da<d<dn
Daca pentru fiecare activitate din proiect a fost fixata o durata intre limitele sus mentionate, se poate

calcula un cost total al executiei proiectului, ca suma a costurilor individuale ale activitatilor,
corespunzatoare duratelor stabilite.
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Cunoscand aceste elemente, se pot formula urmatoarele probleme de optimizare inrudite:

I) Sa se determine duratele activitatilor astfel incit sa se realizeze o durata prestabilita a

proiectului la cel mai mic cost;

II) Sa se determine duratele activititilor astfel incit si se minimizeze durata proiectului

cu conditia incadrarii costului total intr-un buget prestabilit.

Exista proceduri algoritmice eficiente pentru rezolvarea acestor probleme dar al caror fundament
teoretic depaseste totusi limitele impuse lucrarii. Ne putem face o idee asupra modului de abordare

examinand urmatoarele exemple simple.

12.1.2 Durata prestabilita la un cost minim

Exemplul 12.1 Se considera proiectul dat prin lista de activitati din tabelul 12.1

Activitate Activitati direct | Durata| Cost
precedente (sapt.) |(mii lei)
A — 6 1000
B _ 8 800
C A.B 4 1000
D C 12 | 1200
E C 16 | 3000
F B 8 900
G D.E 7 1000
H E.F 8 900
Total 9800
Tabelul 12.1
C E
12| D |24 28/ G |35
117]12]29 29| 7 [36
G *
* B C E H
0[]0 [0]A 8|Cl12 |12 |28 .28/ H |36 36| = |36
0(0/0 12168 81412 1201628 28| 8 |36 36| 0|36
B C E H «
* B
0|B 8 | F|[16
lo[8]8 20{ 8 |28
C H

Figura 12.2.1
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Pentru analiza s-a ales reprezentarea AoN — vezi figura 12.2.1 unde, pe langa cei doi pasi, s-a aplicat si
procedura de etichetare (subsectiunea 11.1.2) necesard identificarii secventelor maximale asociate

activitatilor din proiect

Durata de executie a proiectului ar fi de 36 sdptamani la un cost de 9800 mii lei. Drumul critic are in
compunere activitatile B, C, E si H.

Beneficiarul lucrarii crede ca durata rezultatd din calcule este cam mare si a cerut managerului de

eqe ey

Considerand duratele initiale drept durate normale, pentru fiecare activitate s-a analizat posibilitatea
accelerarii executiei si s-au evaluat costurile suplimentare corespunzatoare (tabelul 12.2) Astfel, durata
activitatii D poate fi redusd cu cel mult doud saptdméani la un cost de 100 mii lei pe sdptaména de

e wy e

.. Durata normald |Durata accelerata [Cost unitar de accelerare

Activitate . e A N C e e A
(sdptdmani) |(sdptimani) (mii lei/ saptdimana)

A 6 5 175

B 8 6 125

C 4 3 300

D 12 10 100

E 16 15 200

F 8 8 -

G 7 6 150

H 8 6 100

Tabelul 12.2

In contextul descris, se pune problema determinarii duratelor activitatilor astfel incat lucrarea sa fie
gata in 36 — 5 = 31 de sdptamani la cel mai mic cost (problema de optimizare I). Avand ca punct de
referintd rezultatele planificarii initiale, chestiunea este echivalenta cu a stabili ce activitati urmeaza a fi
accelerate si cu cat pentru ca:

- durata normala a proiectului sa se reduca cu 5 saptamani;
- costul total al accelerarilor sa fie minim.

In principiu, reducerile de duratid se vor opera pe drumul critic dar in limite rezultate din
compararea acestuia cu celelalte secvente maximale din reteaua coordonatoare. Prioritare la

reducere sunt activitatile cu cele mai mici costuri de accelerare.

In tabelul 12.3.1 au fost afisate secventele maximale asociate proiectului dat. Generarea lor s-a realizat
cu ajutorul etichetelor din reteaua coordonatoare (figura 12.2.1)
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Activitatea | Secventa maximald asociatd |Durata secventei| Rezerva totala
B,C,E,H| * 5 B—>C—>E - Ho=* 36 0

G * >B>CoE > G 35 1

A *>A>Co>E > Hox 34 2

D *>B>C—oH>D o> Go* 31 5

F * > B —>F—> Hox 24 12

Tabelul 12.3.1

Listam activitatile proiectului in ordinea crescatoare a costurilor de accelerare (tabelul 12.4)

Activitatea D H B G

Cost de accelerare 100 100 125 150 175 200 300

Nr. maxim de
saptamani de reducere

Tabelul 12.4

Etapa 1 Pe drumul critic * - B — C —- E — H— * activitatea cu costul de accelerare cel mai
mic este H. Reducand durata lui H cu 2 saptdmani cat este permis, costul lucrdrii ar creste cu
100 x 2 =200 mii lei dar durata proiectului ar scade cu numai o saptdmana din cauza secventei * — B
—- C > E — G — * a carei duratd se mentine. In consecinti reducem durata lui H cu numai o

saptamana, costul lucrarii marindu-se cu 100 mii lei Duratele actualizate ale secventelor maximale sunt
date 1n tabelul 12.3.2

Activitatea | Secventa maximald asociatd |Durata secventei] Rezerva totala
B,C,E,H| *5>B—>C—>E - Ho* 35 0
B,C,E,G|*—>B—>C—>E > Go* 35 0

A *>A>C—>E > Hox 33 2

D *>5>B>C—o>D 5> Go* 31 4

F * > B —>F > Ho* 23 12

Tabelul 12.3.2

Etapa 2 Remarciam faptul ci activititile B, C si E au cate doud secvente maximale asociate. In
retea vor exista doud drumuri critice * > B—>C > E - H> *si* > B—>C —>E —» G — *ale
caror durate (egale) vor trebui reduse simultan. Existd mai multe variante de reducere dar cea mai buna
— sub aspectul efectului si costului — consta 1n accelerarea executiei activitatii B cu doud sdptamani.
Durata proiectului scade la 33 de saptamani iar costul suplimentar ajunge la valoarea 100 + 125 x 2 =
350 mii lei.Actualizdm si duratele secventelor maximale (tabelul12.3.3)
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Activitatea | Secventa maximald asociatd |Durata secventei] Rezerva totala
B,C,E,H|*5>B—>C—H>E > H>* 33 0
B,C,E,G|*>5>B—>C—H>E > Go=* 33 0
A,C,E,H|*>5>A—>CHE > Ho=* 33 0

D *>B>CH>D 5> Gox 29 4

F * >B—>F—> Ho* 21 12

Tabelul 12.3.3

Etapa 3 Ca urmare a ,scurtarilor” efectuate, activititile C si E au trei secvente maximale
asociate iar B si H cate doua. Este posibil sa existe secvente de activitdti succesive, nesemnalate pana
acum si care, datoritd rducerilor operate, devin secvente maximale §i numai recalcularea termenelor si
actualizarea etichetelor pot lamuri situatia (figura 12.2.2)

C E
10| D[22 26/ G |33
14]12]26 26| 733
G *
* A,B C E G.H
0[«]o lo[ale 6|c]io 10 E 6 |26 133 33] « [33
olofo “lofe]6 6410 01626 26] 733 33/ 033
* B
0|B[6 J6|F[14
lo]e]e 18] 8 |26
C H

Figura 12.2.2

Durata proiectului a scazut la 33 de saptamani, asa cum deja stiam dar au aparut si noi secvente
maximale, evidentiate in tabelul 12.3.4

Activitatea Secventa maximala asociatd |Durata secventei| Rezerva totald
B,C,E,H *>B—>C—>E > Ho* 33 0
B,C,E,G *>B—>C—>E > G —>=* 33 0
A,C,E,H * >A>C—>E > Ho=* 33 0
A,C,E,G *>A>C—HE 5> G * 33 0
D *>B—>C—>D > G =* 29 4
*>A>C-H>D 5> Go* 29 4
F *>B—>F—> Ho* 21 12

Tabelul 12.3.4
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O examinare atentd a datelor din tabelul 12.3.4 aratd ca durata cerutd de 31 de saptamani poate fi
realizatd reducand duratele activitatilor H, G si E cu cate o saptamana.Costul suplimentar ar ajunge la
valoarea de 350 + 100 + 150 + 200 = 800 mii lei, ceeace reprezintd 8,16% din costul initial.
Recapituland, reducerea duratei lucrarii de la 36 la 31 de saptdmani, adica cu 13,9%, mareste costul

total cu 8,16% care ajunge la 9800 + 800 = 10600 mii lei.

Reteaua actualizatd este data in figura 12.2.3; cu exceptia activitdtilor D si F toate celelalte devin

activitati critice.

10| D22 25 G |31
113]12]25 25(6 |31
0[]0 |0 c 10 [10[E s |25/ H 31 31] « [31
0lo]o 10616 6410 |10 |15 |25 25| 6 |31 31/ 0 |31
0[B|6 6|F|14
lo]s]6 17] 8 |25

Figura 12.2.3

12.1.3 Duratia minima in limita unui buget prestabilit

Exemplul 12.2 Consideram proiectul cu datele din tabelul 1

2.5

Activitatea|Act. direct prec| dn (luni) [ da (luni) | dn — da |en (mii lei)|ca (mii lei)|y (mii lei/lunid)

A — 1 1 0 200 200 0

B - 5 3 2 1000 1200 100
C A 2 1 1 600 750 150
D A 9 7 2 3000 3400 200
E B,C 8 4 4 4500 5400 225
F B,C 3 2 1 800 925 125

Total 10100 11875

Tabelul 12.5

Se doreste realizarea proiectului in cel mai scurt timp dar cu un buget de cheltuieli care sa nu

depaseascd 11000 mii lei (problema de optimizare IT).
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Vom determina mai Intai cea mai scurtd duratad posibild de executie a proiectului; ea se obtine luand in
considerare duratele accelerate da ale activitatilor componente. Reteaua AoN cu duratele accelerate si
calculele aferente sunt date in figura 12.3.1 de unde rezultd ca lucrarea nu poate fi terminatd in mai
putin de 8 luni, drumul critic fiind format din activitatile A si D. Costul executarii accelerate a tuturor
activitatilor insumeaza 11875 mii lei. Totusi, lucrarea poate fi realizatd in § luni cu un buget mai mic!
Putem face acest lucru marind duratele unor activititi necritice de asa maniera Incat duratele
secventelor maximale asociate sd nu depaseasca durata drumului critic de 8 luni. De aceasta data au
prioritate activitatile cu costul unitar de accelerare mare. in tabelul 12.6.1 sunt listate secventele
maximale asociate activitatilor proiectului.

*
>

0lA|1 1
011 1|7
D *
A B D
0 0 11C|2 31E 8
0(0]0 3|14 4|8 0
A E *
* B
0 3 3|F
3|4 612
E *

Figura 12.3.1

Activitatea Secventa maximala asociatd |Durata secventei| Rezerva totala
A,D * >A—>D—>x* 8 0
B,E *—>B 5>E —=* 7 1
C *>A>CH>E > x 6 2
F *>B—>F—x 5 3
Tabelul 12.6.1

Etapa 1 Determindm bugetul cel mai mic cu care intreaga lucrare poate fi realizatd in 8 luni.
Din tabelul 12.6.1 rezulta ca existd numai doua variante de reducere a bugetului actual de 11875 mii
lei:

- sd se mareasca duratele activitatilor E, C si F cu o lund; costul proiectului ar scade cu
225+ 150 + 125 =500 mii lei.

- sa se mareasca duratele activititilor C, F si B cu o lund; costul proiectului ar scade cu
150 + 125 + 100 = 375 mii lei.
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Cum este si firesc adoptam prima variantd. Refacem calculul termenelor in reteaua coordonatoare
(figura 12.3.2) dupa care actualizdm duratele secventelor maximale (tabelul 12.6.2 in care sublinierile
indica activitatile a caror duratd nu mai poate fi marita!). Bugetul minim cu care proiectul poate fi
terminat in 8 luni este de 11875 — 500 = 11375 mii lei.

Etapa 2 Noul buget este insd superior limitei maxime impuse; va trebui sd acceptam ideea ca
durata proiectului trebuie maritd! Drept care, determindm cel mai mic buget cu care lucrarea s-ar
termina in 8 + 1 =9 luni.

* A
0|A]1 R
011 Tl
CD *
A B.C D.E
0 0 1 3|E 8 | *
0({0]0 11213 315 0
A *
* B,C
0 3 3
01313 513
E *
Figura 12.3.2
Activitatea Secventa maximala asociata Rezerva totala
A,D * >A—>D—* 8 0
B,E * >B 5> EFE = 8 0
A,C,E * >A>C—HE > =* 8 0
8 * >B>Fo=* 6 )
*>A>CH>F—>x 6

Tabelul 12.6.2

Exceptand F, toate activitdtile proiectului sunt critice iar E este activitatea a carei ,,relaxare” ar aduce
cea mai mare reducere a costului total.

Prelungind E cu o luna, duratele secventelor * > B - E — * si * > A —> C —> E — * casi durata
intregului proiect cresc la 9 luni. Din tabelul 12.6.2 rezultd cd singura posibilitate de a mai reduce
cheltuielile 1n limitele celor 9 luni este sa marim durata activitdtii D cu o lund. Prin aceste operatii
costul total scade cu 225 + 200 = 425 mii lei ajungand la valoarea de 11375 — 425 = 10950 mii lei.

In concluzie, bugetul impus de 11000 mii lei permite realizarea proiectului in 9 luni si orice reducere a
sa sub 10950 mii lei implica prelungirea executiei.
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12.2 Alocarea resurselor

Executarea activitatilor unui proiect implica utilizarea unor mijloace cum ar fi forta de munca — cu
diferite calificari — si utilajele specializate, denumite generic resurse. In general, aceste resurse sunt
disponibile, la un moment sau altul, In cantititi limitate astfel ca planificarea activitdtilor trebuie sa
tind seama nu numai de conditiondrile dintre ele si de duratele lor dar §i de necesitatea incadrarii

eqge vyt

problema alocarii resurselor.
12.2.1 Preliminarii

Planificarea activitatilor unui proiect in conditiile utilizarii unor resurse limitate este o problema
complexa si ca urmare vom adopta urméatoarele ipoteze simplificatoare:

- Disponibilul oricérei resurse este constant pe tot parcursul executiei proiectului (in vederea
ridicdrii unui imobil, constructorul are la dispozitie 6 fierari- betonisti, 10 zidari, 8 tamplari, 15
muncitori necalificati, un escavator...)

- Necesarul dintr-o resursa in vederea executarii unei activitdti este constant pe toatd durata
activitatii (in proiectul ridicarii unui imobil, activitatea ,,cofraje i armaturi” cu durata de 3 zile are
nevoie — in fiecare zi — de 6 fierari betonisti, 4 tamplari si 8 muncitori necalificati).

In continuare folosim notatiile:

H = multimea resurselor considerate;

bh = disponibilul din resursa h e H asigurat si constant pe toati durata de realizare a
proiectului;

I, = necesarul din resursa h€ H pentru activitatea i presupus constant pe toatd durata
executdrii activitatii.
In mod firesc vom presupune ci I, <D, pentru orice resursi h si orice activitate i.

Exemplul 12.3 In tabelul 12.7 este data lista de activitati a unui proiect de reorganizare a unui flux
tehnologic.

Activitatea Activitati direct quata Necesar resurse

precedente | (zile) | R, R,
A — 1 2 2
B — 3 2 3
C B 5 1 3
D A 4 1 2
E A 5 1 1
F C,D,E 3 2 3
G C 1 1 2

Tabelul 12.7
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La realizarea proiectului se utilizeaza doud categorii de forta de muncd R; si Ry,. De exemplu, pentru
executarea activitatii F sunt necesari — in fiecare din cele trei zile ale duratei sale — 2 muncitori R; si 3
muncitori R,. Zilnic sunt disponibili 3 muncitori R si 5 muncitori R,.

In acest caz, alocarea resurselor inseamnad stabilirea duratei minime de executie a proiectului si
planificarea 1n timp a activitatilor astfel Incat:

- sa fie respectate duratele activitdtilor si precedentele dintre ele;
- necesarul de resurse sa se Incadreze in disponibilele limitate date.

Elaboram o prima planificare a lucrdrii fara a tine seama de resurse; este posibil ca rezultatul sa
satisfaca si conditia Tncadrarii necesarului de resurse in disponibile. Reteaua coordonatoare AoA este
data in figura 12.4
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Figura 12.4

Dacd am avea resurse suficiente intreaga lucrare s-ar termina in 11 zile. Disponibilele b, =3 si b, =5

permit acest lucru?

Pentru raspuns, vom trasa profilul necesarului din fiecare resursd si il vom compara cu profilul
disponibilului din resura respectiva, considerand ca toate activitatile incep la termenul timpuriu rezultat
din analiza retelei coordonatoare — vezi figurile 12.5.1 si 12.5.2

Termenele timpurii de incepere EST sunt date in tabelul 12.8

Activitatta| A B C D E F G
EST| 0 0 3 1 1

Tabelul 12.8
Se constata ca disponibilul resursei R; este depasit in primele trei zile(figura 12.5.1); disponibilul din

R, este depasit din ziua 2 pana 1n ziua 5 (figura 12.5.2).
In concluzie, cu resursele existente proiectul nu poate fi terminat in 11 zile!
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In continuare, o depasire a disponibilului dintr-o resursa sau alta se va numi conflict de resurse. In
exemplul de fatd avem un conflict de resurse in primele cinci zile de la inceperea — simulatd! — a
executiei proiectului.

Rl RZ
A A —
Profilul lui din R
|Prof11ul necesarului din R1| | Lo il necesaluiul ain 2|
6 |Proﬁ1ul disponibilului din R,
: PRTRERRET 5 —— b p————
Profilul disponibilului din R,
4 41 A G
E E
3 A e ey T c— 3
D G
’ E B C F
B F
C
»timp »timp
3 8 3 8 11
Figura 12.5.1 Figura 12.5.2

12.2.2 Rezolvarea unui conflict de resurse

In cazul in care, la un moment dat, apare o depasire a necesarului fatd de disponibil la una sau
mai multe resurse, singura cale de rezolvare a conflictului constd in aménarea unei activitdti sau a mai
multora care pot incepe la momentul respectiv.

Operatia de améanare este delicatd din mai multe motive:

- amanarea unor activitati poate antrena amanarea altor activitati care depind direct sau indirect
de primele;

- rezolvarea unui conflict de resurse la un anumit moment poate modifica conflictele ulterioare
in sensul acutizarii sau diminudrii lor sau poate determina aparitia altora noi!

ege e,

conflict de resurse dat. Conform celor spuse mai inainte, fiecare modalitate de amanare are propriile el
conflicte ulterioare si rezolvarea fiecaruia dintre ele genereaza noi alternative de améanare care trebuie
studiate. Astfel, cdutarea solutiei optime a problemei alocarii devine un proces ,,stufos” si greu de
controlat chiar si pentru proiecte de mici dimensiuni. In aceasti situatie, ne vom multumi cu
determinarea unei solutii, nu neaparat optime, dar care:

- este (subiectiv vorbind) satisfacatoare, acceptabila;
- se obtine relativ usor si in timp util.
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Un procedeu care conduce la o asemenea solutie se numeste euristica. In esenti, o euristici pentru
rezolvarea unei probleme de optimizare (P) este un procedeu iterativ care, in cdutarea unei solutii a
problemei (P), incearca sa faca, la fiecare pas, cea mai buni alegere. In general, optimizarea locali
nu conduce decat in anumite cazuri catre solutia optima, astfel ca rezultatul aplicarii unei euristici este
de regula o solutie suboptimala, destul de apropiatd de solutia optima cautata.

12.2.3 O euristica de alocare a resurselor

Caracteristic euristicilor de alocare a resurselor este faptul cd, in rezolvarea unui conflict de resurse nu
se examineaza toate alternativele de amanare ci numai una dintre ele, construitd pe baza unui criteriu
de prioritate la amanare cum ar fi:

- se amand cu prioritate activitatea cu cea mai mare rezerva actualizata sau activitatea cu
durata cea mai mica (rezerva actualizatd — la un anumit moment - a unei activitati este diferenta dintre
rezerva totald si numarul unitatilor de timp cu care activitatea a fost amanata in momentele anterioare);

- activitatile amanate se aleg in asa fel incat cele ramase sa asigure o utilizare cat mai bund a
resurselor.

In practica, aceste criterii se utilizeaza fie separat fie in combinatie.
Pentru descrierea schemei generale a euristicilor de alocare a resurselor introducem urmatoarele notatii
si termeni:

- fiecare activitate va avea atasat un termen potential de incepere(abreviat TPI) care se poate
modifica pe parcurs. La start, TPI se initializeaza cu termenul timpuriu de Incepere EST al activitatii.

- pe parcursul derularii algoritmului, activitatile proiectului se impart in:

activitati programate (cu resursele necesare asigurate);

activitati (inca) neprogramate.
In momentul in care o activitate este declarati programati, termenul ei potential de incepere devine
termen definitiv de incepere si nu va mai putea fi modificat in etapele ulterioare ale algoritmului.
La start, toate activitdtile proiectului sunt neprogramate.

- programarea activitatilor, cu luarea in considerare si a asigurarii resurselor necesare, se face la
anumite momente de timp. Momentul curent, notat t, este minimul termenelor potentiale de incepere
ale activitatilor (incd) neprogramate. La start t = 0.

- in raport cu momentul curent de programare t activitatile programate pot fi

- terminate = termenul definitiv de terminare < t;
sau
- in curs de desfasurare = termenul definitiv de terminare > t.

Printre activitatile (Incd) neprogramate vom distinge activitatile candidate la programare: este vorba de

activitatile al caror termen potential de incepere este egal cu t.

Vom nota cu »# multimea de activitati in curs de desfasurare sau candidate la programare la momentul t
- la fiecare moment de programare t vom compara disponibilul de resurse cu necesarul pentru

sustinerea activitatilor din . Diferenta:

Ay =b, - ¥,

leA
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se numeste indicator de aménare.Daci A, >0,(V)heH existd suficiente resurse pentru

sustinerea simultana a tuturor activittilor din 4 In caz contrar unele activitati din 4, evident dintre
cele candidate, vor fi amanate. Modul in care se aleg activitatile ce vor fi amanate — a caror multime se
va nota cu 2 - depinde de criteriul de prioritate la amanare adoptat. In ceeace priveste noul termen
potential de incepere al activitatilor amanate, acesta se va fixa cel mai devreme cu putinta dar, in asa
fel, incat sa nu afecteze ,,sustinerea cu resurse” a activitatilor programate!

Cu aceste pregatiri se poate trece la prezentarea schemei generale a euristicilor de alocare a resurselor.

START

- trasdm reteaua coordonatoare (AoA sau AoN dupa dorintd) si calculam termenele timpurii de
incepere ale activitatilor luand in considerare numai duratele si conditiondrile dintre activitati..

- trasam profilul necesarului din fiecare resursa considerdnd ca toate activitdtile incep la
termenele timpurii.

- daca pentru fiecare resursa profilul necesarului nu depaseste profilul disponibilului STOP:
prin programarea facuta sunt asigurate si resursele necesare sustinerii tuturor activitatilor din proiect. In
caz contrar:

- pentru fiecare activitate initializam:

Termenul potential de incepere TPI = EST = termenul timpuriu de incepere, calculat mai inainte

- toate activitdtile proiectului se declard neprogramate

- se fixeaza criteriul de prioritate care va fi folosit in rezolvarea conflictelor de resurse.

Nota: In principiu, se pot utiliza mai multe criterii de prioritate, fie separat fie in combinatie, in final
alegandu-se cea mai ,,bund” cale de urmat...

Continutul unei iteratii

Pasul 1 Daci toate activitatile proiectului au fost declarate programate STOP. In caz contrar:

Se determina:

- momentul curent de programare t = minimul termenelor potentiale de Incepere ale activitatilor
neprogramate.

- se formeaza multimea » compusa din:

- activitatile in curs de desfasurare la momentul t;
- activitdtile candidate la programare la momentul t.

- se calculeaza indicatorii de amanare:

ieA4

Pasul 2 Dacd A, >0, heH sepune #'= 4 ,D = T si se trece la pasul 4. Daci pentru cel putin o

resursd avem A, <0 se trece la pasul 3.

Pasul 3. Se formeazd multimea 2, compusa din activitatile candidate din 4# ce urmeaza a fi amanate
pe baza criteriilor de prioritate la amanare avute in vedere. Se pune #' =4 —D.
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Nota: Este de dorit ca 2 sa fie cat mai ,,mica” deoarece activititile candidate din /# si neincluse in
D vor putea fi programate!

Pasul 4 Se programeaza activitatile candidate din 4 ' - in caz ca sunt - sd inceapd, definitiv, la
momentul t. Aceste activitati se declara programate.
Daca 2 = J se revine la pasul 1. Daca 2 # J se trece la pasul 5

Pasul 5 Tuturor activitatilor din 2 li se fixeaza un nou TPI egal cu minimul termenelor definitive de
terminare ale activitatilor din 4 '. Daca este cazul se vor modifica si TPI ale activitatilor care

depind direct sau indirect de activitatile amanate!
Se revine la pasul 1 in cadrul unei noi iteratii.

Exemplul 12.4 Euristica descrisa va fi aplicata proiectului din exemplul 12.3. In operatiile de améanare
se va folosi criteriul rezervei actualizate combinat cu criteriul utilizarii eficiente a resurselor.

Reamintim ca rezerva actualizata a unei activitati candidate la programare la momentul t este rezerva
totala initiald diminuata cu numarul unitatilor de timp cu care activitatea a fost amanatd la momentele
de programare anterioare lui t. Obtinem imediat formula:

R*'=LFT — t — durata activititii = LST — t

unde LST si LFT sunt termenele tarzii de incepere, respectiv de terminare ale activitdtii in cauza.
Atentie: o rezerva actualizatia negativa indica depasirea duratei de executie a proiectului stabilita
initial, fara a tine seama de resurse!

Rezultatele aplicarii procedurii au fost inscrise progresiv in tabelul 12.9

Start Etapele premergatoare au fost parcurse in exemplul 12.3 de unde a rezultat necesitatea aplicarii
euristicii de alocare a resurselor!

Termenele timpurii de Incepere ale activitdtilor au fost inscrise in coloana ,,start” a tabelului 12.9 ca
termene potentiale de incepere.

Iteratia 1
Pasul1t=0

4 =1{A,B}
A =3-(242)<0 Ay =5-(2+3)=0

Pasul 2 Resursa R; nu este suficienta pentru sustinerea simultana a activitatilor A si B.

Pasul 3 Se observa usor ca pentru rezolvarea conflictului de resurse aparut la momentul 0 este
suficientd amanarea uneia dintre activitatile A , B.Conform celor convenite din start, are prioritate
activitatea cu rezerva mai mare:

R(A)=3-0-1=2 R(B)=3-0-3=0 — seamana A.
In notatiile generale: 2= {A} , #'=4#—-D={B}
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Pasul 4 Se programeaza B sa inceapa, definitiv, la momentul 0. Trecem acest termen in coloana
»termene definitive de Incepere” a tabelului 12.9 dupa care notdm si termenul definitiv de terminare. In
coloana ,,Iteratia 1” trecem un * in dreptul activitatii B, semn ca aceasta a fost declaratd programata.

Pasul 5 Pentru activitatea amanata A fixam un nou TPI egal cu termenul definitiv de terminare
al activitdtii programate B: TPI(A) = 3, Trecem acest termen in coloana ,,Iteratia 17
Reteaua coordonatoare (figura 12.4) arata ca activitdtile D si E nu pot incepe acum mai devreme de
temenul 3 + 1 = 4. Completam coloana ,,Iteratia 1” cu TPI(D) =4, TPI(E) = 4.
Amanarea activitatii E implica si amanarea inceperii activitatii F la termenul TPI(F) =4+ 5=09.
Activitatile C si G isi mentin TPI, nefiind conditionate de activitatile amanate.
Coloana ,Iteratia 1” este acum completa. Se poate trece la:

Iteratia 2
Pasul1t=3

A#={A,C}
A =3-(2+1)=0 Ay =5-(2+3)=0
Pasul 2 Resursele sunt suficiente pentru sustinerea simultana a activitatilor A si C
mentin termenele potentiale de incepere curente. (vezi coloana ,,Iteratia 2” din tabelul 12.9!)

Iteratia 3

t=4 Activitate in curs de desfasurare
{

D,E;C}
\_ Activitati neprogramate, candidate
A=3-(1+1+1)=0 Ay =5-(2+1+3)<0
Va trebui sa amanam una dintre activitatile candidate D sau E.
- dupa criteriul rezervei, actualizate la momentul t = 4:
R*(D)=8-4-4=0 R*(E)=8-4-5=-1 —> ar trebui amanati D.

- dupa criteriul utilizarii eficiente a resurselor ar trebui s amanam activitatea E, deoarece, in
acest fel s-ar asigura utilizarea integrala a resursei R,.

Deoarece urmarim sa terminam proiectul cat mai repede preferam sd amanam activitatea D (desi, nu
stim daca aceasta este alternativa corecta!!)
Deci:
D={D} , #'=4#-D={E,C}
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Programam E sa inceapd la momentul 4. Pentru D fixdm un nou TPI egal cu minimul termenelor
(definitive) de terminare ale activitatilor programate E si C: TPI(D) = min {8,9} =8
In mod necesar, F se amana la termenul 8 +4 = 12.

Iteratia 4

=8 /— Activitate n curs de desfasurare
A#={D,G;E}
H_J

\_ Activitdti neprogramate, candidate
A =3-(1+1+1)=0 A,=5-2+2+1)=0
Declaram D si G activitati programate cu termenul definitiv de incepere 8.

Iteratia 5
Activitatea F se programeaza sa inceapa la momentul t = 12.

.. Termen definitiv| Termen definitiv Termene potentiale de incepere
Activitatea | Durata . . - — - - -
de incepere de terminare Start [Iteratia 1[Iteratia 2[Iteratia 3|[teratia 4|Iteratia 5

A 1 3 4 0 3 * * * *

B 3 0 3 0 * * * * *

C 5 3 8 3 3 * * * *

D 4 8 12 1 4 4 8 * *

E 5 4 9 1 4 4 * * *

F 3 12 15 8 9 9 12 12 *

G 1 8 9 8 8 8 8 * *

Tabelul 12.9

|Pr0ﬁlul necesarului din R1|

|Proﬁlul disponibilului din R,

p timp

Figura 12.6.1
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|Proﬁlu1 necesarului din R2|

|Pr0ﬁlu1 disponibilului din R,

Figura 12.6.2

12

» tim
5 p

Concluzii: Euristica descrisa a condus la o programare a activitatilor proiectului pe o durata de 15 zile
cu patru mai mult decat durata minima stabilita fard a tine seama de resurse. Figurile 12.6.1 si 12.6.2

arata clar incadrarea necesarului de resurse in disponibilele date.

Recomandam cititorului interesat sa analizeze cum ar fi continuat programarea daca la iteratia 3 se
amana activitatea E 1n locul activitatii D.

Probleme propuse

1. Fiecarei activitati din proiectul dat in tabelul 12.10 1i sunt asociate:
- 0 durata ,,normald” de executie dn;
- 0 durata de executie ,,accelerata” da;
- un cost suplimentar al accelerarii executiei y.

Codul | Activitati direct|Durata normald dn| Durata accelerata da Cost unitar de accelerare y
activitatii| precedente (saptamani) (saptamani) dn-da (mii lei/sd@ptamana)
A - 4 3 1 125
B A 5 4 1 200
C A 4 2 2 150
D B 3 2 1 225
E C 3 2 1 100
F B,E 4 2 2 175

Tabelul 12.10

1) Sa se traseze reteaua AoA;
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i1) Sa se determine durata proiectului si activitatile critice ludnd in considerare duratele normale
(la efectuarea pasilor inainte si inapoi este bine sd aplicati si procedura de etichetare pentru a fi
pregatiti sa raspundeti la urmatoarea intrebare);

ii1) Ce activitati ar trebui accelerate si cu cat pentru ca proiectul sd se termine in 11 sdptamani
iar costul suplimentar sa fie minim.

2. Se considera proiectul dat prin lista de activitati din tabelul 12.11. Pentru fiecare activitate sunt date
o duratd normald de executie dn §i una acceleratd da (saptdmani) impreuna cu costurile aferente cn si
respectiv ca (milioane lei).

i) In ipoteza unei dependente liniare intre costul unei activitati si durata de executie calculati
costurile unitare de accelerare y pentru toate activitatile proiectului dat.
i1) Determinati durata minima de executie a proiectului luand in considerare duratele normale.
ii1) Care ar fi durata cea mai mica de realizare a proiectului cu un buget de pana la 300 milioane
lei?
iv) Care ar fi bugetul cel mai mic cu care se poate realiza proiectul Tn mai putin de 70 de
saptamani?

Activitatea |Act. direct preced.| dn | da cn ca
A - 20 11 2 11

B - 36 33 45 48
C - 22 12 4 24
D - 36 12 | 102 | 174
E A 25 15 12 37
F A 9 7 2 14
G B 40 30 32 52
H C 45 25 28 68
K D,E 26 16 15 45
I F 50 25 35 60
J G,K,I 8 6 1 11
Tabelull12.11

3. Pentru realizarea proiectului dat in tabelul 12.12 s-au previzut 6 muncitori necalificati.in ultima
coloanad a tabelului este indicat numarul de muncitori necesari zilnic fiecarei activitati.

Codul [ Activitati direct | Durata Necesar munca
activitatii] precedente (zile) | Necalificata (persoane/zi)
A - 2 1
B - 3 2
C - 5 3
D - 4 2
E A 2 2
F E 6 1
G B 6 1
Tabelul 12.12

251



1) Trasati reteaua coordonatoare AoA. Determinati durata minima de executie a proiectului
luand in considerare numai duratele activitatilor si precedentele dintre ele. Desenati profilul necesarului

de fortd de munca necalificatd corespunzator planificarii rezultate.

i1) Aplicati algoritmul de alocare pentru a obtine o duratd de executie cdt mai mica cu
respectarea incadrarii necesarului de fortd de munca in disponibilul dat.

4. Sa se determine o duratd cat mai mica de executie a proiectului dat prin lista de activitati din tabelul
12.13 in cazul in care sunt utilizate doud resurse R; si R, farad a depasi disponibilele b; = 6 si respectiv

b, =8.

1) Trasati reteaua coordonatoare (AoA sau AoN dupa dorintd) si stabiliti durata minima de

realizare a proiectului fara a tine seama de resurse;

i1) Pentru fiecare resursa desenati profilul necesarului si comparati-1 cu disponibilul;

ii1) Aplicati euristica de alocare, luand drept criteriu de prioritate la améanare, criteriul rezervei
actualizate (in exclusivitate!);
iv) Reluati aplicarea euristicii de alocare in situatia in care, in rezolvarea conflictelor de resurse,
se va avea in vedere in primul rand criteriul utilizarii cat mai bune a celor doud resurse si

numai daca este cazul se va apela si la criteriul rezervei actualizate;

v) Comparati rezultatele obtinute la iii) si iv).

Activitatea Act. direct quata Necesar resurse

precedente (zile) R, R,
A - 2 4 6
B A 1 2 4
C A 5 4 2
D A 3 4 6
E B 1 2 2
F B 4 2 2
G C 8 3 4
H D 2 2 4
I E 3 2 4
J F,G,H 8 2 2
K 1,] 2 2 6

Tabelul 12.13
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13.1 Neliniaritatea in modelarea proceselor economice

Caracteristic unei probleme de programare liniara este faptul ca toate functiile implicate in ea — functia
obiectiv si restrictii — sunt liniare. Desi ipotezele de liniaritate au loc in numeroase situatii practice tot
atat de frecvent ele nu sunt indeplinite. De fapt, multi economisti teoreticieni au constatat ca un anume
grad de neliniaritate este regula si nu exceptia in problemele de planificare economica.

Exista deci o puternica motivatie economicd pentru studiul problemelor de programare neliniara
a caror forma canonica de prezentare este:

Si se determine X" = (X", X3,...,Xp)
care minimizeaza valoarea functiei obiectiv z = f (X, X5,...,Xp)
cu satisfacerea restrictiilor gj(x;,X,,...,X,)<0 i=12,....m
si a conditiilor de nenegativitate x; >0,X, >20,...,X, =20
sau condensat
min f(x) xeR"
g;(x)<0 i=L2,..,m
x=0

Daca in cazul liniar (< f si g; sunt functii liniare) exista (cel putin) o metoda generala de
rezolvare — de exemplu metoda simplex — in cazul neliniar nu existd o asemenea metoda. Totusi
progrese substantiale au fost facute in unele cazuri speciale prin impunerea unor conditii asupra
functiilor f si g; .

Sa consideram problema firmei al carei obiectiv este determinarea unui program de productie
astfel ncat:

e necesarul de resurse pentru sustinerea programului sa se Tncadreze in disponibile date;
e profitul total, rezultat din vanzarea bunurilor produse sd fie maxim.

In multe situatii practice, preturile si costurile unitare de fabricatie pot fi considerate constante astfel ca
si profiturile unitare vor fi la fel. In consecinta, in aceste cazuri functia obiectiv, care reprezintd profitul
total, va fi liniara:

f (X5 Xy,e0s X)) = P X, + PoX, +...+ P X,
(unde X; reprezinta cantitatea produsa si vandutd din bunul j iar P; este profitul unitar corespunzator)
Nu intotdeauna tot ceeace se produce dintr-un bun se poate si vinde la un anumit pret. Apare asa

numita problema a elasticitatii pretului: cantitatea de marfa vandutd se afla intr-o relatie inversa cu
pretul cerut asa cum arata curba pret — cerere (fig. 13.1.1)
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Pret profit
’ A

P(x)

PO
cost unitar de
productie )
cantitate produsa
= » cerere - p si vanduta
Figura 13.1.1 Figura 13.1.2

Daca c este costul unitar de productie, cost pe care il presupunem — pentru simplificarea expunerii —
fix, atunci profitul firmei, rezultat din producerea si vanzarea cantitatii x este dat de functia neliniara
(vezi fig. 13.1.2):

P(X) = X-p(X) — c-X

Daca fiecare din produsele firmei are o asemenea functie profit, notatd Pj(x;), profitul total va fi
exprimat prin functia neliniara:

f(xlaxza'--axn) = z Pj(xj)
i=1

O altd sursa de neliniaritati in functia obiectiv o constituie variatia costului marginal - pentru
producerea a inca unei unitdti dintr-un produs - in functie de nivelul productiei. Acest cost marginal
poate sa scadd in unele situatii (ca urmare a trecerii la productia de serie, al acumularii experientei si al
perfectiondrii procesului de productie) iar in altele poate sa creasca (ore suplimentare, utilizarea in
regim de urgentd a unor capacititi de productie mai costisitoare pentru satisfacerea unor cereri
imediate)

Neliniaritatea poate apare si in restrictii Intr-o maniera asemanatoare. De exemplu, daca exista o
restrictie bugetara asupra costului productiei, relatia corespunzdtoare va fi cu sigurantd neliniard in
cazul 1n care costul marginal al productiei este variabil.

Pentru restrictiile privitoare la alte tipuri de resurse, neliniaritatea apare ori de cate ori
consumurile nu sunt direct proportionale cu nivelele de productie.

Exemplul 1 In problema transporturilor se urmareste determinarea unui program pentru transportul
unui produs de la diferite surse la diversi consumatori, cunoscandu-se cantitatile disponibile si cererile,
astfel incét costul total al transportului si fie minim. In programarea liniara, costul transportului unei
unitati de produs de la o anumita sursa la o anumitd destinatie a fost considerat constant, independent
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de cantitatea transportatd. De multe ori se intdmpla ca la cantitdti mari sa se acorde la transport anumite
reduceri; 1n aceste situatii, costul marginal al transportului unei unitati suplimentare tinde sa scada si ca
o consecintd, costul C(x) al transportdrii cantitatii X este dat de o functie neliniara. Sa analizam datele
din figurile 13.2.1 si 13.2.2

Cost
. Cost
marginal A
A

186 O

5 132 ’7/

4 -3/ —

3
39 |

: Cantitate
_ Cantitate transportata
6 15 97 45 transportatd ; s ) 45
Figura 13.2.1 Figura 13.2.2

Fie X cantitatea transportatd si C(X) costul transportarii cantitatii X.

e daca 0 < x <6 costul unitar de transport este de 6,5 u.m. deci
Ci(X) =6,5xu.m.;
e daca6 <x <15, 6 unitati vor fi transportate cu costul 6.5 u.m. per unitate iar urmatoarele
cu numai 5 u.m. per unitate astfel ca :
C(X) = 6.5 x6 + 5.(x - 6) =9 + 5%
e daca 15 < x< 27, 15 unitati vor fi transportate cu costul C(15) = 84 iar urmatoarele cu

numai 4 u.m. per unitate. Costul total va fi :
C3(X) =84 +4.(x— 15) =24 + 4x
e daca 27 <x<45,27 unitati vor fi transportate cu costul C3(27) = 132 iar urmatoarele cu 3

u.m. per unitate de unde costul total:
Ca(Xx)=132+3.(x—27)=51+3x
Prin urmare, costul C(x) al transportarii a X unitati este dat de functia:

6,5X 0<x<6
9+5x 6<x<15
24 +4x 15<x<27
51+3x 27 <x<45

C(x) =
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care este neliniard dar “liniard pe portiuni”. Din figura 13.2.2 rezulta ca pantele portiunilor liniare ale
graficului functiei C(x) sunt chiar costurile marginale evidentiate in figura 13.2.1

Daca fiecare cuplu (sursd i, destinatic j ) are o functie cost similard, asa incét costul
transportului a Xjj unitati de la i la j este dat de functia neliniara Cijj(Xj) atunci costul total este
reprezentat de functia de asemenea neliniara:

f (Xps Xy s X ) = Zcij (Xij)
i,

Aceste consideratii nu modifica restrictiile problemei de transport care raman liniare:

n
> Xij < g; i=12,...m <
j=1

suma cantitatilor livrate de sursa i nu depaseste disponibilul sau;
m
> Xij > bj j=12,...n &
i=1

suma cantitatilor primite de consumatorul j acopera cererea sa.

Exemplul 2 La terminalul unei conducte petroliere situat Intr-un port sosesc vasele A,B,C pentru a fi
incarcate. Vasul A trebuie incarcat cu 15 mii tone, vasul B trebuie incarcat cu 20 mii tone iar vasul C
trebuie incarcat cu 45 mii tone Terminalul dispune de pompe si conducte care insumeaza o capacitate
de incarcare de 2 mii tone pe ord. Se pune problema de a stabili ce debit trebuie afectat fiecarei nave
astfel Incat ele sa fie incarcate in cel mai scurt timp.

Daca se noteaza cuy, , Y2 , Y3 debitele (in mii t /ord) repartizate vaselor A,B,C, cu X; , Xo , X3 numarul de
ore necesar incarcarii lor si cu t durata incarcarii se obtine usor urmatorul program neliniar:
(min) t
X1y = 15 XYy = 20 X3Y3 = 45
yi+Y2+y3<2
X1 St,Xz St,X3 <t
Xj>Yij >0 j=123;t>0

Eliminand y, , Yy, , Y3 rezultd modelul mai simplu:

(min) t
15,0 45,
X1 X2 X3

XISt,Xz St,X3 <t
tZO,XIZO,Xz 20,X3 >0

Nota: Situatia descrisa s-a dorit a fi doar un exemplu de neliniaritate in modelare intrucét rezolvarea
este foarte simpld! Speram ca cititorul sd fie de acord ca solutia optima implicd cu necesitate:
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o 5 e 15 20 45
- utilizarea completa a capacitatii de pompare »>—+—+—=2

X1 X2 X3
- terminarea Incarcarii vaselor in acelasi timp — X| = Xy = X3 =t
Timpul minim de incarcare este de 40 ore iar capacitatea de pompare este impartita astfel: 375 t/ora
pentru vasul A, 500 t/ora pentru B si 1125 t/ora pentru C.
Mergand pe aceeasi linie, invitdm cititorul sd determine timpul minim de incarcare a celor trei vase in
situatia n care operatia de Incarcare a vasului B nu trebuie sd dureze mai mult de 25 de ore din motive
de urgentare a plecarii.

13.2 Dificultati cauzate de neliniaritate

Consideram problema de optimizare:

min f (X) , xeR"
(P) g(X) < 0 b g(X) = (gl(x)a gz(x)a'"a gm(x))
X=0

a carei multime de solutii admisibile o notdm cu #

A = {xeR"[g(x) <0 = g,(x)<0,9,(X) <0,..,9,,(X) < 0;x > 0

(P) se rescrie:
Si se determine x € cu proprietatea: f (x") = min{f (X),X € # }

Este cunoscut faptul cd dacd (P) este un program liniar (adicd f si g1,92,...,0m sunt functii liniare)
atunci multimea # este convexa si mai mult chiar poliedrala (= intersectie finitd de semispatii).Aceste
proprietati ale multimii # plus faptul cd functia obiectiv este si ea liniard ne asigura ca:

e 0 solutie optimd — daca exista — este un punct de minim global adica:
fxX)<f(x) (V)X e#

e cel putin o solutie este un varf al multimii #

Cum numarul varfurilor multimii poliedrale # este finit urmeaza ca, pentru programul liniar (P),
problema determindrii unei solutii optime X din multimea, in general infiniti, a tuturor solutiilor
admisibile se reduce la gisirea lui X" in multimea finita a varfurilor acestei multimi.

Metoda simplex realizeazd in mod sistematic aceastd cautare oferind Intr-un numadr finit de pasi
(iteratii) solutia optima X .

Neliniaritatea obiectivului sau a unora dintre restrictii face ca unele din proprietatile relevate
mai sus sa dispara fapt care duce la complicarea sarcinii de determinare a optimului.
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1) De la bun inceput vom sublinia faptul ca in programarea neliniara — cu citeva exceptii
— metodele de rezolvare obtin “teoretic” solutia optima ca limita a unui sir de solutii. Astfel, un
proces concret de optimizare neliniara este finit nu datorita structurii problemei ci prin vointa
utilizatorului care limiteazd numadrul pasilor in functie de o serie intreagd de factori cum ar fi:
complexitatea calcului, timpul disponibil, performantele echipamentului de calcul etc.

2) este posibil ca functia obiectiv din (P) sd aibe mai multe minime locale pe multimea

solutiilor admisibile 4# .Reamintim ci X" €4 s-a numit punct de minim local al functiei f daci

f(x")< f(X)pentru toti X €4 “suficient de apropiati” de X. Pentru exemplificare considerim
problema:

min f(X,,X,) =2X, +3X,
(P): X +x;>4
X, 20,X%,20

Figura 13.3

Multimea solutiilor admisibile # este vizualizata in figura 13.3. Evident, »# nu este o multime convexa.
Punctul A(0,2) oferd obiectivului valoarea 6 care este cea mai mica valoare a functiei f pe solutiile
admisibile situate in imediata apropiere de A! Totusi A nu este solutia optima a problemei (P) deoarece
in B(2,0) f are valoarea 4 < 6. Ca si A, punctual B minimizeaza functia obiectiv pe solutiile admisibile
“vecine” cu B dar, spre deosebire de A, B minimizeazd obiectivul pe Intreaga multime 4 si In
consecinta reprezintd solutia optima a problemei (P). Prin urmare A si B sunt puncte de minim local ale
functiei obiectiv f, B fiind chiar un punct de minim global.

Posibilitatea existentei mai multor minime locale ale functiei obiectiv reprezintd o serioasd
dificultate in rezolvarea unui program neliniar. Intr-adevir, prin insisi formulare, intr-o asemenea
problema se cere determinarea minimului global al obiectivului. Or, toate metodele de optimizare
neliniara cunoscute, nu reusesc sa determine decit cel mult un minim local, neexistand garantia
ca acesta coincide cu minimul global cautat.

Dupa cum vom vedea, dacd # este convexa iar functia obiectiv este convexa si se minimizeaza
atunci aceasta are cel mult un minim local care — daca existd —este automat global ! Din fericire, marea
majoritate a aplicatiilor economice au proprietatile de mai sus, fapt care constituie un serios avanta;.

3) Chiar daca restrictiile din (P) sunt liniare dar obiectivul ramane neliniar Tnsa convex, solutia
optima, desi se afla pe frontiera lui # nu este neaparat varf.
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Consideram urmatorul exemplu:

. 2 2
min f(X,,X,)=(X, —2X,)" +2(x, —4) Ay X' =(52,7/2)
X, + X, < 6 fminf:f(x*):3/2
X, =X, <1 foE-
2X, +X, 26 K
_%Xl +X, < 4 punctul de minim
liber al functiei f
X, X, =20 x?=(7/2,4)
> Xi

Figura 13.4

Curbele de nivel ale functiei obiectiv patratice f sunt elipse centrate in x? = (7/2, 4) care reprezinta si
punctul de minim nerestrictionat al lui f. Se poate arata, prin mijloace algebrice elementare, ca f are pe
A4 un minim global X = (5/2, 7/2) care nu este varf al lui # - vezi figura 13.4

4) este posibil ca solutia optima sa fie situata in interiorul multimii # . Pentru exemplificare sa
atasam restrictiilor din problema precedenta functia

f (Xl’ Xz) = (Xl - 2)2 + 2(X2 _3)2
al carei minim liber este punctul xZ = (2, 3). Deoarece x° € »# (si mai precis x° e Int (#) ) acest punct

. - . . - *
reprezinta solutia optima x .

13.3 Clase de probleme neliniare de optimizare

Pe o scard crescatoare a complexitatii si tindnd cont atit de utilitatea practicd cat si de cercetarile
intreprinse in vederea rezolvarii, se pot contura unele clase de probleme neliniare.

1) Problemele de optimizare fara restrictii au forma generala:

- . * P . - . . PR .
Sa se determine x € R" care minimizeaza valoarea functiei z = f(X,,X,,...,X,), minimul fiind luat

dupi toti x € R" in care functia f este definita.

2) Probleme de optimizare cu restrictii liniare si functie obiectiv neliniari. In aceasta clasa
un loc deosebit il ocupa problemele de programare patratica in care functia obiectiv este un polinom de
gradul doi in variabilele sale:

n
F XXy e Xy ) = Co + DG+ D C XX,
i=1

I<i<j<n
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Importanta problemelor de programare patratica este motivata prin:

e faptul ca modeleaza cu suficientd acuratete multe situatii practice;

e se rezolva prin metode derivate din metoda simplex intr-un numar finit de pasi;

e rezolvarea multor probleme cu restrictii liniare si functie obiectiv neliniara se poate reduce
la rezolvarea unei secvente de probleme de programare patratica ale caror functii obiectiv aproximeaza
din ce in ce mai bine obiectivul neliniar original.

3) Problemele de programare convexa se caracterizeaza prin:

e functie obiectiv convexa daca aceasta se minimizeaza (echivalent: functie obiectiv concava
daca aceasta se maximizeaza);

e restrictiile inegalitati sunt de forma g¢;(X)<0 1in care g; este o functie convexa (echivalent

g,(X)=0 cug; functie concava);

e cventualele restrictii egalitati sunt liniare, cerintd motivatd prin aceea ca functiile liniare
sunt singurele functii simultan convexe si concave.

Problemele convexe au urmatoarele proprietati fundamentale:

e multimea solutiilor admisibile este convexa;

e functia obiectiv admite cel mult un optim (minim sau maxim) local; automat acesta va fi un
optim global si va reprezenta optimul problemei;

e daca optimul liber (nerestrictionat) al functiei obiectiv nu este o solutie admisibila atunci
optimul restrictionat se gaseste cu necesitate pe frontiera multimii # .

Importanta acestei clase de probleme este covarsitoare. Intr-adevar:

e programarea convexa include programarea liniara ;

e in acest domeniu a fost depus cel mai mare efort de cercetare si s-au obtinut cele mai
puternice rezultate teoretice (cum ar fi teoria dualitatii neliniare, conditiile de optimalitate Karush-
Kuhn — Tucker) si practice (metode si algoritmi de optimizare);

e intregul formalism matematic al teoriei economice moderne se bazeaza pe ipotezele de
convexitate.

4) Problemele de programare separabila se caracterizeaza prin faptul ca functia obiectiv f ca
si functiile g; din restrictii sunt separabile in sensul urmatoarei definitii:
Functia f(X,,X,,...,X,)se numeste separabild daca ea se poate scrie ca o suma de functii,

fiecare de cate o singura variabila:
F (X, Xy X )= F,(X) + F,(X,) 4+ ..+ T (X,)
Separabilitatea este importantd prin aceea cd usureaza optimizarea. De exemplu, optimizarea unei

functii separabile fara restrictii se reduce la optimizarea independentd a termenilor!

5) Problemele de programare neconvexa reunesc toate problemele care nu satisfac ipotezele
de convexitate. Ele sunt “grele” in primul rand din cauza faptului ca au mai multe minime locale. Dupa
cum s-a mai spus, metodele actuale pot determina un asemenea optim local dar nu garanteaza ca
optimul gasit este cel global. Din fericire, exista cateve tipuri de probleme neconvexe, utile in practica,
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care pot fi rezolvate fard dificultati deosebite prin metode speciale. Printre aceste tipuri, se numara
problemele de programare fractionara. lata un exemplu:

CX +C,
dx+d,
Ax<b
x>0

min f(X)= =(X;, X,y X, ) €R"

unde se presupune cd dx+d, >0 pe# ={x eR" | |Ax<b, x> 0}.
O asemenea problema se reduce la un program liniar uzual punand:

1 1 1
= ) s°2*s ¥ n :—'Xot:— tfelca x=—--y.
Y= Y2rn o) dx +d, dx+d, el f=

Rezultd programul liniar echivalent in n + 1 variabile y = (y1,Y2,...,Yn) §i t:

min Cy +C,t
Ay -bt <0
dy+d,t=1
y>0,t>0

13.4 Modelare neliniara prin exemple

Nota: din motive de unitate a expunerii toate problemele prezentate in continuare sunt insotite si
de modalitatile de solutionare chiar daca, pentru intelegerea unora, sunt necesare cunostinte ce
vor fi date in sectiunile urmitoare. Cititorul este indemnat ca, intr-o prima etapa, sa se
familiarizeze cu partea de modelare, recomandiandu-i ca de indata ce elementele de teorie a
optimizarii convexe sunt insusite sa revina si sa studieze si solutiile. Succes!

1. CARTONASUL GALBEN este o mica intreprindere producatoare de ambalaje de carton. Recent, ea
a primit o comanda pentru 100 de cutii cu urméatoarele specificatii:
- volumul unei cutii sa fie de cel putin 6000 cm’;
- aria bazei si nu depaseasca 400 cm’;
- raportul dintre latimea cutiei si lungime sa fie situat intre 0,75 s1 0.9;
- dimensiunile orizontale, adica lungimea si latimea, sa aibe cel putin 15 cm dar nu mai mult de
26 cm;
- capacul si fundul cutiei vor fi de doua ori mai groase decat peretii laterali, deoarece fiecare
pereche de flapsuri opuse — superioare, respectiv inferioare — trebuie sd acopere integral
suprafata capacului, respectiv a fundului conform figurii 13.5.

262



In figura 13.6, care insoteste comanda, se dau explicatii privitoare la confectionarea unei cutii. Este
reprezentatd foaia dreptunghiulard de carton din care rezultd o cutie. Portiunile hasurate sunt resturi
care se Indeparteazd. Mai departe, in foaie se executd taieturile interioare reprezentate de cele 6
segmente verticale groase dupa care foaia se indoaie la 90° dealungul liniilor reprezentate punctat. In
final, marginile libere ale peretilor laterali se lipesc ca si marginile libere ale ale flapsurilor inferioare
pentru a forma fundul dublu al cutiei.

Costul confectiondrii unei cutii este proportional cu greutatea ei. Greutatea adezivului folosit la lipire
este nesemnificativa astfel cd greutatea unei cutii este proportionald cu aria suprafetei cartonului
incorporat.

Flapsurile superioare care formeaza
capacul dublu al cutiei

Figura 13.5

1 | % L Flapsurile superioare care
2 formeaza capacul dublu al cutiei

1
1
:
]
o «— | —»ie———| ——»| Peretii laterali
1
1
1
1
1
]

Flapsurile inferioare care
formeaza fundul dublu al cutiei

L = lungimea ; | =Ilitimea ; | = iniltimea
Figura 13.6

Ce problema de optimizare se poate pune?

Solutie: De vreme ce costul confectionarii unei cutii este proportional cu aria suprafetei
cartonului Tncorporat, problema de optimizare constd in minimizarea acestei arii!
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Sa urmdrim cu atentie datele figurii 13.6. Bucata dreptunghiulard de carton din care se confectioneaza o
cutie are dimensiunile 2(L + I) si L + I avand deci aria: 2(L+1)(L+1) = 212 +2L -1+ 2(L+1)-1. Aria
. . 9 DR < 1 S

portiunilor hasurate, care se indeparteazd, insumeaza 4-L E(L - = 212 2L -1 .Urmeazi ca
suprafata cartonului incorporat intr-o cutie are aria: A=4L-1+2(L+1)-1 .Aceasta expresie urmeaza a
fi minimizatd. Formalizam specificatiile comenzii:

volumul cutiei trebuie si fie de cel putin 6000 cm®: — L-1-1>6000;

aria bazei cutiei nu trebuie si depaseasca 400 cm® : — L-1<400;

raportul dintre 1atime si lungime trebuie sa fie situat intre 0,75 10,9 — 0,75 < T <0,9;

lungimea si latimea trebuie sa fie situate intre 15 i 26 cm: — 15<L,l1 <26

A rezultat programul neliniar:

min A=4L-1+2(L+1)- 1
L-1-1> 6000
(PY{ L-1<400

0,75 < ! <09
L

I5<L,1<26

Este usor de vazut cd solutia optima verifica cu egalitate restrictia de volum. Astfel, putem elimina

variabila | = &OIO.CU notatia S = LI din care scoatem | =% modelul (P) devine:
min A=4S +—12000 [L +%)

S

S o< |5

0,9 0,75

(P) iSLSi & max i,i,IS <L <min i,i,26
26 15 0,9 26 0,75°15

I5<L<26

S <400
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Un calcul elementar conduce la urmatoarea forma simplificata a programului (P):

min A=4S +—12000(L +§j

S L
ol [ e[S
0,9 0,75

300 <S <400

Pentru S fixat, A este o functie in variabila L, strict crescdtoare pe intervalul valorilor permise lui L
(lasam justificarea — cu ajutorul derivatei - in seama cititorului). Ca urmare, minimul lui A se atinge in

L= /% . Eliminand si variabila L obtinem forma finala a programului (P):

7600

40,1-S
300 < S <400

Functia A se dovedeste a fi strict crescdtoare pe intervalul valorilor permise variabilei S, astfel ca

min A=4S +

minimul se atinge inS* =300 cu valoarea min A = 2587,57 cm”. Dimensiunile optime ale cutiei sunt:

* *
U= 22 39 igo6em ;1 =2 —1643em ;1= _20em
0,9 0,9 L* s*

Daca se doreste ca orice dimensiune sa fie exprimata printr-un numar intreg de centimetri, solutia cea
mai bund ar fi L=19 1=16 | =20 care satisface toate specificatiile din comanda.Aria suprafetei

cartonului incorporat ar fi de 2616 cm” cu 1,1% mai mare decét valoarea minimi calculati mai sus.

2. O organizatie internationald de ajutor umanitar si-a propus sd trimitd specialisti in doud tari
subdezvoltate in vederea cresterii productiei alimentare prin utilizarea unor tehnologii agricole
performante.Expertii vor fi folositi in derularea unor proiecte pilot si a unor programe de instruire in
folosirea noilor tehnologii.

Numadrul proiectelor care ar putea fi sustinute de agentie este limitat de disponibilul a trei resurse
esentiale: echipament, experti si bani (tabelul 13.1)

Necesar resurse pe Disponibil
Resurse proiect resurse
Taral | Tara2
Echipament - 5 20
Experti 1 2 10
Bani 60 20 300 (mii $)
Tabelul 13.1
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S-a estimat cd derularea unui proiect in tara 1 (respectiv tara 2) ar putea satisface nevoile de hrana a 2
mii (respectiv 3 mii) de oameni.

Obiectivul organizatiei este acela de a folosi resursele disponibile de asa maniera incat populatia
beneficiara a proiectelor derulate sa fie cat mai mare in fiecare din cele doua tari.
Nota: pentru simplitate, pe langd proiectele intregi, vom admite si fractii de proiect. Pentru fiecare

fractie, necesarul de resurse ca si populatia beneficiara sunt proportionale cu marimea fractiei.
Vom lua ca variabile decizie.

X; =numarul proiectelor derulate in tara 1;
X» =numarul proiectelor derulate in tara 2.

Incadrarea necesarului de resurse in disponibile conduce la relatiile:

5X2S 20 X2S 4

Xi+ 2%, <10 X; +2X, <10
1 2 PN 1 2 (1)

60X1 +20X2 <300 3X1 + Xy <15

XIZO,XZ >0 XIZO,XZ >0

Exista doud obiective:
Maximizarea volumului populatiei beneficiare in tara 1: max 2X; ;
Maximizarea volumului populatiei beneficiare in tara 2: max3X» ;

Cele doua obiective vor fi urmarite simultan prin maximizarea minimului lor:
max| f (X, X,) = min(2x;,3X5)] )

Introducéand variabila:
Z = min(2X;,3X5) 3)

Programul neliniar (1) — (2) este echivalent cu programul liniar:

maxz maxz
z<2X -2X +z< 0
Z<3Xp -3X+z< 0
Xy < 4 Xo < 4
X] +2X5 <10 X] +2Xp <10
3X] + X5 <15 3X1 + Xo <15
X],Xp,220 X1,X2,220
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Utilizand algoritmul simplex rezulta solutia:

x| =4—f=4,09 X5 =%=2,73 7" =%=8,182 (=2%{ =3X3)

Se observa ca volumul populatiei beneficiare este acelasi Tn ambele tari: 8,182 mii persoane.
Neliniaritatea programului (1) — (2) dar si ,,asemanarea” lui cu un program liniar uzual vor rezulta cu
claritate din urmatorul studiu ,,grafic”. In fapt, (1) — (2) este un exemplu de problema de optimizare
convexa de care ne vom ocupa 1n sectiunile ulterioare.

Rezolvarea grafica a programului (1) — (2)

In figura 13.7 este vizualizatd multimea solutiilor admisibile .

(3.2)

Semiplanul 2x; > 3X,

Figura 13.7 Figura 13.8
Vom reprezenta cateva curbe de nivel f(X;,X,)=C (constant) ale functiei obiectiv:

De exemplu:

2% =3 3%, =3 X; = Xy =1
f(x;,x)=3 < { : sau { 2 < {1 A sau{ S

2X1 S3X2 2X1 Z?)Xz
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. . . o 3 . .
Prin urmare, curba de nivel f(X;,X5)=3 se compune din punctele verticalei X; :E situate in

semiplanul definit de inegalitatea 2X; <3X, si din punctele orizontalei X, =1 situate in celalalt
semiplan, dat de inegalitatea opusa 2X; > 3X,. Cele doud portiuni se intalnesc pe dreapta 2X; =3X, in

punctul X; = %, X, =1 rezultat din egalititile 2X; =3X, =3. Vezi figura 13.8 unde este reprezentata si

curba de nivel f(x;,X;)=6.

2X1=6 3X2=6 X1=3 X2=2
f(x,X)=6 < sau = sau
2X1 < 3X2 2X1 > 3X2 X2 >2

Prin urmare, curbele de nivel ale functiei f sunt ,,unghiuri drepte” cu laturile paralele cu axele si ale
caror varfuri se gasesc pe dreapta 2X; = 3X,. Este clar deci ca f este o functie neliniara!
Cu cat este mai mare constanta C din ecuatia curbei de nivel f(X;,X,)=C cu atat este mai departat de

origina varful unghiului drept corespunzator.
Cu aceste observatii §i pregatiri, rezolvarea grafica a programului neliniar (1) — (2) este datd in
figura 13.9

X2

dreapta 3X; + X, =15

dreapta 2X; =3X,

. . « 45 30
Solutia optimad X; =—, X, =—
TR T

rezultata din rezolvarea sistemului
2X1 = 3)(2
3X; + X, =15

|

Figura 13.9

Interesant: solutia optima se afla pe frontiera multimii solutiilor admisibile # - ca In programarea
liniara uzuald — dar nu este situatd obligatoriu Intr-unul dintre varfurile ei!

3. (Stocarea unui produs) Intr-un proces de productie, cererea pentru o materie prima M este constanti
si are intensitatea de r unitdti /unitatea de timp. Aprovizionarea nu poate fi facutd decat la anumite
intervale de timp astfel ca, pentru satisfacerea permanenta a cererii este necesard formarea unui stoc.
Ipoteze:

- stocul se reface la intervale egale de timp cu cantitati egale;
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- nu este permisa lipsa produsului M in stoc(ruperea stocului) iar comanda de refacere soseste in
momentul in care nivelul stocului curent este zero;

- fiecare comanda necesita un cost fix ¢; , numit cost de lansare a comenzii, independent de
marimea comenzii;

- existd un cost de stocare Cs pe unitatea de produs stocat si unitatea de timp.
Problema de optimizare:

La ce interval de timp trebuie refacut stocul si in ce cantitate astfel incat cheltuieleile de
intretinere a socului pe unitatea de timp sa fie minime?
Notatii:

X = cantitatea din materia primd M care se comanda periodic pentru refacerea stocullui;

t = intervalul de timp dintre doud aprovizionari succesive:

Nivel stoc

A Solutie:

Cererea fiind continua si cu intensitatea constanta r urmeaza ca:
x=t-r
(vezi si figura 13.10). Costul intretinerii stocului pe perioada
dintre doud aprovizionari succesive se compune din:
- costul ¢ al lansarii comenzii de refacere;
- costul stocdrii materiei prime M = stocul mediu X

X

» timp
t

. : 1
Figura 13.10 perioada de stocare x costul unitar de stocare = 5 X-t-Cg.
In consecinti, intretinerea stocului pe unitatea de timp are expresia:

K :l C| +lx-t-cs :l-c| +lx-cS
t 2 t 2

A . X . . . . o . . . . .
Inlocuind t =— obtinem expresia costului unitar de intretinere a stocului ca functie de o singurd
r

variabila:
r-C 1
K(X)=——+—=X-C
(X) . T %G

A rezultat urmatoarea problema de optimizare fara restrictii:

. r-c 1
mmK(x):—'+—x-cS ,X>0
X 2

Rezolvarea problemei este simpla:
r-c, 1

Pe intervalul (0, +0), K(X) este o functie convexa deoarece: K'(x) = -t 5 Cg si
X

r-c .. . . .. -
K"(x) = 2—3I > 0. Ca urmare, zeroul (pozitiv) al derivatei K'(X) este punctul de minim cautat:
X

*
r-c / r-c / c
K'xX)=0 — x2=2—1 5 x*= A t*=X_: il

269



In concluzie, pentru ca intretinerea stocului pe unitatea de timp sd aibe cea mai micd valoare este
necesar ca refacerea stocului sa se faca la intervalul de timp t cu cantitatea X .

4. (Stocarea mai multor produse Intr-un spatiu de depozitate limitat) Reludm problema de stocare din
exemplul precedent in cazul in care avem trei materii prime M;,M,,M3 spatiul de depozitare avand o
capacitate limitata I (se presupune cd pentru cele trei produse se foloseste aceeasi unitate de masura)
Ipoteze si notatii:

- pentru fiecare proodus in parte se mentin ipotezele formulate in exemplul 13.3;

- Ii = intensitatea cererii pentru produsul M; presupusa constanta in timp;

- Cl' = costul lansarii unei comenzi de refacere a stocului din produsul M;;

- ¢4 = costul stocdrii unei unititi de produs M; pe unitatea de timp.
Problema de optimizare: La ce interval de timp si cu ce cantitate trebuie refacut stocul fiecarui produs
astfel Tncat:

- capacitatea spatiului de stocare sa nu fie depasita;

- cheltuielile totale de intretinere ale stocurilor celor trei produse pe unitatea de timp sa fie la cel
mai mic nivel.
Model matematic: Cu notatia X; = cantitatea din produsul M; comandatd periodic pentru refacerea
stocului acestui produs, cheltuielile de Intretinere ale stocului din produsul M; pe unitatea de timp au
expresia:

f 'C|I 1 i .
Ki(Xj)=—+ 5 Xj-Cg 1=123 vezi exemplul precedent!

[
Pentru toate cele trei produse costul unitar de intretinere va fi:

K(X1,X2,X3) = Ky (X)) + Ky (%) + K3(X3)

Stocurile celor trei produse variaza in timp si in chip diferit deoarece cererea de consum este
permanentd si cu intensitati diferite astfel cd cerinta incadrarii acestor stocuri in spatiul de depozitare
dat va fi ,,aproximatd” prin cerinta ,,formalizabila”:

. o o < < . . X{ X X
suma stocurilor medii sa nu depaseasca capacitatea de depozitare: 71 + 72 + 73 <

(explicatie: pentru produsul M;, nivelul maxim posibil al stocului este cantitatea X; cu care stocul se
reface cand a ajuns la zero iar nivelul minim este zero, cand are loc o noud refacere; ca urmare stocul

mediu este %Xi )

Obtinem urmatoarea problema de optimizare cu functie obiectiv neliniard §i separabild si cu o singura
restrictie liniara:
min K (X}, Xy, %3) = Ky (X)) + Ky (X2) + K3(x3)
(P) X] + Xy + X3 <21
X1 20,X 20,X3 20
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In problema precedenti s-a stabilit ci functiile K;(X;)sunt convexe pe intervalul (0 , +0). La fel va fi
si functia K(X;,X,,X3) pe ortantul pozitiv X; >0,X, >0,X3 >0. In concluzie, (P) este un program

convex si in forma canonica.
Pentru rezolvare introducem lagrangianul:
L(X1, %0, X3,U) = K(X],Xg,X3) +U(X] + Xy + X3 —=21) X]>0,%X >0,X3>0s51u2>0

Scriem conditiile de optimalitate Karush — Kuhn — Tucker:

8_42()@ Ki(xj)+u=>0 (1.0) ; xia—‘d:O@xi[Ki’(xiHu]:O (1.1
aXi aXi

(KKT)
g—‘j§0<:>x1+x2+x3szl 2) ; ug—‘j:0c>u(x1+x2+x3—2l)=0 (2
X1, X2, X3 >0 ; uzo0

Valorile optime ale variabilelor X;,X,,X3vor fi cu sigurantd pozitive astfel ca din relatiile (1.1"), i =
1,2,3 va rezulta ca la optim au loc egalitatile:

Ki(x)) = Ka(x2) = K3(x3) = -u ©)
| . rcl
Insd: K{(xj) = ECIS —'—2| astfel ca din (3) obtinem:
X

Xj(u) = =123 4)

Prin constructie, u>0 si X(u) = (X;(u), X, (u),X3(u)) satisfac relatiile (1.i) si (1.i") din sistemul de
conditii (KKT). In continuare vom arita ci exista u” astfel incat u” si x(u") s verifice si relatiile (2) si
(2"). X(u') va fi atunci solutia optima a programului (P).

Doua situatii sunt de discutat.

Este posibil ca X(0) sa verifice (2): X;(0)+ X, (0) + X3(0) <21 Atunci X(0 este solutia optima a
programului (P). Remarcam faptul cd X;(0) este punctual de minim liber (= nerestrictionat) al functiei
K; (Xj) de unde rezulta ca x(0) este punctul de minim liber al functiei obiectiv K(X;, X5, X3) din (P).

Daca
X1(0) + X5 (0) + x3(0) > 21 %)
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atunci la optim vom avea cu necesitate U > 0 si Tn consecintad X(U) va trebui sa satisfaca relatia:

2r1c|1 2r2c|2 2r3c|3
Xp(U)+ Xy (U)+X3(u) =21 & ] +3 +a3 =21 (6)
Cg +2U Cg +2u cg +2u

2(u)

= Ecuatia (6) are o unica solutie u” > 0.Intr-adevar,

functia Z(U) = X; (U) + X, (U) + X3(U) este continud si

strict descrescatoare pe [0 , +o0) si in plus Z(0) > 21,
lim 2(u)=0 vezi figura 13.11

U—o0

v

Figura 13.11

Rezolvarea “analiticda” adica “cu formule” a ecuatiei (6) este practic imposibild astfel ca pentru
determinarea efectiva a lui U~ se poate folosi urmatoarea procedurd numerica:

Se alege un “pas “ h nu prea mare, de exemplu h = 0,5 si se evalueaza functia X(u) in punctele
h, 2h,3h,....Ne oprim in momentul in care in doud puncte consecutive h=(k—1)h si h =k-h avem

»(h)> 21, 3(h) < 21 . Evident solutia ciutatd u" va fi situata intre h si h.

Micsoram pasul h, luand de exemplu h = 0,1 si repetam schema: evaluam X(u) in punctele
h+h,h+2h...pana cand diferenta £(u) — 21 schimba semnul. Solutia U” va fi situata intr-un interval si
mai mic.”Sondam” noul interval cu un pas si mai mic s.a.m.d.

Procesul de calcul se opreste in momentul in care U~ este localizatd intr-un interval cu lungimea
mai micd decat o toleranta € data, de exemplu € = 0,001. Atunci, orice punct din intervalul de localizare
va aproxima U~ cu toleranta prestabilita.

Avertizam cititorul ca pentru intelegerea urmatoarelor exemple sunt necesare cunostintele de
teoria probabilitatilor!

5. Saptamanal,intr-un atelier mecanic se prelucreaza prin strunjire S piese cilindrice identice..
Diametrul pieselor prelucrate nu este intotdeauna acelasi putand diferi de la o piesa la alta dintr-o
multime de cauze. Astfel, diametrul unei piese poate fi considerat ca variabila aleatoare normal
distribuita. Valoarea medie | a acestei variabile, socotitd ca valoare de referintd a diametrelor pieselor
produse poate fi fixata sau modificatd prin reglarea corespunzatoare a strungului. Se presupune totusi
ca abaterea medie patratica ¢ este independentad de reglarea strungului adica este aceeasi indiferent de
valoarea medie p, aleasa. Piesele strunjite sunt supuse unui control privind lungimea diametrului. O
piesd este consideratd bund daca diametrul ei este situat intre doud limite X; < X, . Daca diametrul X

este < X piesa este declaratd rebut. Daca X > X, atunci piesa poate fi reprelucrata. Atelierul nu executa
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operatii de reprelucrare ci vinde piesele respective altui atelier la un pret g. Piesele bune sunt vandute la
un pret p > (. Fie ¢ costul prelucrarii unei piese in atelier.

Problema de optimizare : care este valoarea medie p a diametrului pieselor ce trebuie luata ca valoare
de referinta pentru ca profitul mediu saptamanal sa fie maxim.

Solutie:Utilizdm notatiile:

X = lungimea diametrului, socotitd variabila aleatoare continua cu densitatea de probabilitate
f(x,u), p fiind valoarea medie. Abaterea medie patratici 6 nu a mai fost pusa in evidenta fiind o
constanta.

P(u) = profitul saptdmanal al atelierului; el este o variabild aleatoare ce depinde nemijlocit de
valoarea de referintd p a lungimii diametrului.

P(u) = profitul mediu.

Putem scrie:

Profitul mediu = venitul mediu rezultat din vanzarea pieselor bune + venitul mediu realizat din vanzarea pieselor
cu diametrul prea mare — costul pieselor prelucrate = p- (numarul mediu de piese bune) + (- (numarul mediu de piese cu
diametrul prea mare) — S - C

unde:
- numarul mediu de piese bune (cu diametrul x; <X <xp) =S-
X2
Prob(x; <X <Xz) = S- [ f (X, u)dx
X
e e}
- numdrul mediu de piese cu diametrul prea mare (X > X2) = S- Prob(X > xp) = [ f (X, ¢)dx
X2
Astfel:
X 00
P(u)=p-S- [T(Xu)dx+q-S- [f(x,)dx~S-c
X X2
Problema de optimizare: Si se determine p” care minimizeaza P(u).
Solutia optima 1’ satisface ecuatia:
oS %2 of ° of
P(w) =0 < p- [ —(%mdx+q- [ —(X,u)dx=0
Xy ou X5 ou
Prin ipoteza, diametrul pieselor strunjite este o variabild normala deci are densitatea de probabilitate:
C(x-p)? C(x-w)?

e 207 deunde 2 (x,p1) = e
ou

1
f(x, u)=
(X 4) oN27m o\2r o2
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Cu notatiile simplificatoare:

2 N2
v:% = dv=" 2’“-dx si v _ izt él) i=1.2
20 lo} 20
avem:
X2 af 1
— (X, p)dx = e Vdv= (e Vi —e™V2)
le Op o2 I oN2r
_ 1 iy
—(x 1)dx = e Vdv = 72
I o2 j o~N2m
si astfel.
P(r) =0 = pe ™ —e"2)rge 2 =0 = peVi=(p-qe V2 = e2v-P1
p
de unde:
P—(
Vo =V = In
p
Deoarece:
2
vy =V = (X2 = )% = (X = ) _ (o =X)(X +Xp —24)
202 2072
urmeaza ca:
2 J—
X1+X2—2/J= 20 lnp 9
X2 =X p
si in final:
2
* X X
Ho= 1% - In P

2 Xp =X P-—(

6. Proprietarul unui magazin de imbracaminte si-a rezervat $3000 pentru achizitionarea a trei modele
noi ce vor fi puse in vanzare in cursul urmatorului sezon. Noile modele trebuie cumparate la inceputul
sezonului si nu existd posibilitatea modificarii ulterioare a comenzilor. Modelele, codificate 1,2,3 sunt
cumparate la preturile $35, $20 respectiv $50 bucata si revandute la preturile $60, $37 respectiv $105
bucata. Modelele nevandute pana la sfarsitul sezonului vor fi vandute ulterior cu 20% sub pretul de
achizitionare.Proprietarul crede ca lipsa din magazin a unui model sau altul constituie o ,,pierdere de
imagine” si apreciaza aceastd pierdere la $70, $40 respectiv $20 per bucata lipsa. Cererile pentru cele
trei modele pot fi considerate variabile aleatoare normal distribuite cu mediile 30, 60 si respectiv 15 si
abaterile medii standard 8,12 respectiv 3.

Cate articole din fiecare model ar trebui comandate la inceputul sezonului pentru ca profitul mediu sa
fie maxim?

Modelul matematic. Pentru claritatea constructiei vom utiliza urmatoarele notatii:
e =123 codifica modelele ce vor fi achizitionate;
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e ri = nivelul cererii pentru modelul i.Conform ipotezei r; este o variabila aleatoare normal

distribuita cu densitatea de probabilitate
(i -mp)?

20i2

| _
fi(j) =———=¢
i
oiN2r
in care m; = valoarea medic si oj = abatereca medie standard.
Despre variabilele 11 , ', '3 vom presupune ca sunt independente, aceasta insemnand ca un client nu
cumpadra alt model in cazul in care modelul preferat lipseste.
e X; = numarul articolelor din modelul i ce urmeaza a fi achizitionate la inceputul sezonului.

va

® (i, pi(cuqgi< pi) = pretul de achizitie respectiv pretul de vanzare in sezon al unui articol din

modelul i;

e 0 < 1 =procentul din pretul de achizitie la care va fi vandut un articol din modelul i dupa

terminarea sezonului;
e ;= penalizarea pentru lipsa unui articol din modelul i in cursul sezonului;
| = suma investita in achizitionarea celor trei modele.

Pentru fiecare din cele trei modele putem scrie ecuatia:

ITi(x;) = profitul din — Vi(x)) = venitul din vanzarea Wi(xi) = venitul din vanzarea a ceeace a mai
comercializarea modelului i modelului i in sezon ramas din modelul i la sfarsitul sezonului
(1
Li(x;) = penalizarea cauzatd de lipsa din 0i-X; = costul achizitionarii
magazin a modelului i in cursul sezonului modelului i la inceputul sezonului

Deoarece cererea I este o variabila aleatoare, componentele Vi(xi), Wi(Xi), Li(Xj) - care depind de r; -
vor fi si ele variabile aleatoare cu aceeasi densitate de probabilitate f;.
Valorile posibile ale variabilelor Vi(X;) , Wi(Xi) , Li(X;) sunt:

piXj daca X; <

VKM)={

pir; dacda X; >r;

0 daca Xj <
Wi (Xj) =

aiqi(xi —ri) daca Xj > T

Li(xi):{ﬂ-i(ri —Xj) dacd Xj <r;

Pif; daca Xxj >

Trecand la valori medii, din ecuatia (1) obtinem:

IT; (%) = Vi (X)) + Wi (Xi) = Li (%) — Qi X (2)
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unde:

Xi 400
Vi(xi)= [pifi fi(r)dr + [ pix; fi(r)dn

Xi +00
Wi (xj) = Jeqi (X — 1) i (r)dr Li(xi) = [z (i —x) i (r)dr;

—00 Xj

Pentru simplificarea calculelor introducem notatiile:

X X
Fi(x))= [ fi(r)dr Gi(xj) = [ fi(r)dn
—0 —00
Conform teoriei variabilelor aleatoare continue avem relatiile:

+00 +00
[fi(r)dr =1 [rifi(r)dr =m;

si ca urmare:
+00 +00
[fi(r)dr =1-F(x}) [ri fi(r)dr = mj —Gj(x)
Xj X
Cu aceste pregatiri egalitatea (2) devine:

IT; (%) = (P — «iqi + 7)[Gj (Xi) — X F (X)) + (pj — qj + 7)) X —7im; (3)

Profitul total:
IT(Xq, X, X3) = IT; (X)) + 1, (X5 ) + I13(X3 ) este o variabild aleatoare cu media:

TI(X1, X2, X3) = T (X)) + TTp (X2) +T13(X3) “4)
Aceastd valoare urmeazd a fi maximizatd in ipoteza ca achizitiile facute la inceputul sezonului nu
depasesc plafonul I:

d1X) + 02Xy +03%3 < | %)

Relatiile (4) si (5) conduc la problema de optimizare:

max I1(xy, X3, X3) min - TI(X;, X2, X3)
(P) 101X + 02Xy +03%X3 < | < (P) 101X +0pXy +03X3 — | <0 (forma canonica de prezentare) (6)
XIZO,Xz 20,X3 >0 XIZO,Xz 20,X3 >0

cu functie obiectiv neliniard si o singura restrictie inegalitate liniara.

276



Observam ca functia obiectiv I1(X;, X5, X3) definita in (4) este separabila adicd este suma a trei functii

fiecare depinzand de o singurd variabild.Vom arata cd fiecare componentd IT;(X;)este o functie
concava pe [0 , +o0) ; va rezulta cd T1(X;,Xp,X3) este o functie concava pe Ri, ca suma de functii

concave. Atunci functia opusd —II(X;,X,,X3)va fi convexa pe Ri, de unde concluzia ca programul
neliniar (P) este convex!

Avem:
I (%) =(pi —«idi +7)[Gi (X)) — F (%) — XK' (Xi)]+ pi —dj + 7
Deoarece:
Gi (xj) =X fi () F(xi) = fi(x)
rezulta:
ITi(xj) = pi —0i +7i —(Pi —«idj +7j)F(Xj) (7
si de aici:

n

I (xj) =—(pj —aidi +7j) fi(xj) <0 (pentrucd pj —;jq; +7; >0 si fj(xj)>0)
ceeace probeaza ca m este o functie concava pe [0 , +00).
Atagam programului convex (P) lagrangianul:
£(X1, X, X3,U) = =T1(X1, X2, X3) +U(Q1 X| + 02X +03X3 = 1)

si scriem conditiile de optimalitate Karush — Kuhn — Tucker:

a—JZOQ—Hi(Xi) +ug; 20 8.1) ; Xig—‘Z:O@Xi(qu—Hi(Xi)jZO (8.
X Xi
oL oL ,
(KKT) 530©q1x1+q2x2+q3x3 <t ) ua'0<:>u(q1x1+qzxz+q3X3—I):0 ")

Xj =20 ; uz0

Folosind (7) inegalitatea (8.1) se rescrie:

pi —(+u)g;j +7;

Fx) =
Pi —aiQj t 7

(10.i)

Ca functie de repartitie, Fj(X;) este o functie strict crescatoare ale carei valori acopera intervalul [0, 1].
Pe de alta parte, membrul drept din (10.i) este subunitar:
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pi —(1+u)q; +7;
Pi —aiQi + 7
putand fi si negativ pentru u suficient de mare. Ca functie de u, membrul drept din (10.1) descreste cand
U creste!

<1 deoareceu>0si O0<aj<1

Probim ci existd valorile numerice X* = (X{,X5,X3)si U* care si satisfaci conditiile (KKT).
Conform teoriei X va fi solutia optima a programului (P).
Consideram ecuatia:
ol i —(1+u)g; + 7
%0 o Fi(xi):pl (1+u)qj + 7
OXi Pi —@idi + 7

(1D

Consideratiile precedente arata cd pentru U > 0 ,suficient de mic” ecuatia (11) are o unicd solutie
pozitiva pe care o vom nota X;(U). Ca functie de u, solutia xj(U) este strict descrescatoare!

Pentru U ,,mai mare”, ecuatia (11) poate avea solutie (oricum unica, F; fiind strict monotona) dar
negativa (!) sau poate sa nu aibe solutie (cand membrul drept este negativ). Indiferent de situatie vom

. oL N - . .
avea atunci vy >0 in orice X;j > 0! In toate aceste cazuri, vom pune Xj(U) = 0. Functia Xj(u) astfel
Xi

definitd pentru toti U > 0 este continua!
in concluzie pentru orice u > 0 existi setul de valori X(u)= (X1 (u), X5 (u),X3(u)) care

depinde continuu de U si care impreuna cu u satisface relatiile (8.i) si (8.i').
Ramane sa gasim u astfel incat u si X(u) sa verifice relatiile (9) si (9').

Daca pentru U = 0 am avea:

01X (0)+02%2(0) +q3%3(0) < | (12)
atunci U” = 0 si X = X(0) ar satisface toate conditiile (KKT) si deci x(0) ar fi solutia optima a

programului (P). De remarcat ca x;(0) este si solutia ecuatiei IT;(Xj) =0(< 2—1 =0 cuu=0-vezi
Xi
(8.1) si (11)) ceeace este echivalent cu faptul ca x(0) reprezintd punctul de maxim liber (adica
nerestrictionat) al functiei IT(X;,X5,X3)!
Daca din contra:
1 X1 (0) + 02X (0) +03%3(0) > |

atunci ,,la optim” vom avea cu necesitate U > 0 si ca urmare X(U) va trebui sa satisfaca egalitatea:

Qr X1 (U) + 0 X (U) +g3X3(u) = | (13)
Ecuatia (13) are o unica solutie U > 0. Aceasta rezulta din faptul ca functia:

Z(U) = qrxp(U) + a2 X (U) +q3xX3(u) ,u=0 (14)

este continua, strict descrescatoare si in plus
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2(0)>1
Y(Uu) =0 pentru u suficient de mare.

Recapituland, u” definit de ecuatia (13) si X = x(u*) satisfac toate conditiile (KKT) si in consecinta
X =X(U ) este solutia optima a programului convex (P).

Aplicatia numerica
Rescriem ecuatia (11) in formatul:

Fi (%) =06;) (15)

unde

o (uy =P —(1+u)g; + 7

Pi —&iQj + 7j

Inlocuind

p; =60; py =37; p3 =105

q; =35:;0p =20;03 =50

V3 270;72'2 240;72'3 =20

a)p =0y =03 =0,8
rezulta

6,(u) = 0,9314-0,3431-u
6, (U) = 0,9344 —0,3279 - U
65 (u) = 0,8824 — 0,5882 - U

Prin ipoteza, F; este functia de repartitie a unei variabile aleatoare normal distribuite cu media m; si
abaterea medie patratica o; astfel ca putem scrie:

Fi(xi>=<1>{xi ‘m‘j (16)

Oj

unde
142

£ 1t
®(z)= [e 2 dt
—0

este functia de repartitie a variabilei normale standard cu media 0 si abaterea medie patraticd 1 numita
si functia lui Laplace.
Din (15) si (16) obtinem:

Xi (U) =m; +0;j -~ (6(u))
Concret:

X (U) =30+8- DG (u))

X5 (U) =60+12- 71 (6, (u)) (17)

X3(U) =15+3- @71 (65(u))
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Nota: relatiile (17) nu pot fi considerate ca ,,expresii analitice” pentru componentele solutiei variabile
X(u) = (X (u), X5 (u), X3 (u)) deoarece inversa o 'a functiei Laplace nu are o asemenea expresie.
Totusi, folosind un tabel de valori pentru functia Laplace putem calcula valorile functiilor X;(u),
X (U), X3(u) in orice argument U. O data obtinute aceste valori putem evalua si functia X(u) definita
in (14). Dupa cum se stie nu putem avea decat doud situatii: sau I)X;(0),X,(0), X3(0) satisfac
inegalitatea bugetara (12) sau II) trebuie gasit u > 0 astfel Incat X;(u),X,(u) Xs3(u)sa verifice
egalitatea (13). In tabelul 13.2 sunt afisate valorile functiilor X;(u), X, (U), X3(U)si Z(u)pentruu =0 ;
0,2;0,6;09;1;1,1;1,05si 1,1. Situatia I) nu are loc pentru ca X(0) > 3000. Deoarece Z(1) > 3000
si 2(1,1) <3000 rezulta ca situatia II) va avea loc pentru un U situat intre 1 si 1,1. S-a ales argumentul

intermediar 1,05 1n care bugetul destinat achizitiilor este depasit cu numai $10,55 reprezentand 0,35%
din valoarea prestabilitd. Admitand aceastd depasire, programul neliniar convex (P) are solutia optima

x* = (31,4336 ; 62,7324 ;13,1145)
pe care o putem accepta doar ca punct de referintd intrucat, dacd avem in vedere semnificatia lor,
X[, Xy, X3 trebuie sd fie numere Intregi. Cea mai buna variantd de rotunjire este

x; =31 buciti din modelull;
X| =63 buciti din modelul2;

x| =13 buciti din modelul3;

a caror achizitie ($2995) nu depaseste bugetul initial.

U | 61(u) | 6x(u) | 63u) | Xu(U) | Xa(u) | Xa(U) X(u)
0 10,9314(0,9344 | 0,8824 141,8896|78,1104|18,5610] 3956,394
0,2 | 0,8628 | 0,8688 | 0,7648 |38,7456|73,5492(17,1657] 3685,365
0,6 10,7255 10,7377 | 0,5295 134,7952|67,6356|15,2220] 3321,644
0,9 |0,6226 | 0,6393 | 0,3530 |32,4992|64,2792|13,8681] 3116,461
1,0 |1 0,5883 | 0,6065 | 0,2942 |31,7848]63,2436|13,3764] 3046,160
1,05 10,5711 ] 0,5901 | 0,2648 |31,4336(62,7324|13,1145| 3010,549
1,1 10,5540 0,5737 | 0,2354 |31,0864/62,2308(12,8361| 2974,445

Solutia optima intreagd 31 63 13 2995

Tabelul 13.2

Pentru completa lamurire a cititorului vom arata cum se foloseste un tabel de valori ale functiei Laplace
® la calcularea unei valori z=® ! (0) a functiei inverse @' intr-un O dat.

Evident, ecuatiile z = o () st ®(z)=6sunt echivalente. Se cauta in tabel doud valori consecutive
Z < Z ale argumentului z cu proprietatea ca valorile corespunzatoare 8 = ®(z) si 0= (D(E) ale functiei

@ incadreaza valoarea datd 0: <6< 0. De reguld, argumentele z si Z sunt foarte apropiate, de
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exemplu z- Z2=0,01, asa incat se poate admite ca functia @ se comporta ,,liniar” pe intervalul [;,E] -

vezi figura 13.12. Atunci:

-2 0-0
z- z 0- [
de unde -
-1
1=1+=—-(0-0) (18)
0-0
D(z Formula (18) aproximeaza ,,suficient de bine” valoarea

exactd z :CD_l(H) cautatd. Sa calculdm spre exemplu

z=0"1(0=09314)unde 0,9314 = 6,(0) din tabelul 13.2

5 ........................................ Se géseste incadrarea:
Y — . S, 172 0-0) @(1,48) = 0,9306 < 0,9314 < 0,9319 = d(1,49)
0l S 0-0 -

B 7 =148 7=149

-1 Dect {5 09306 © {‘ 10310
Z 7 7 >z 0=0, 6=09319
Figura 13.12
1,49 — 1,48

(0,9314-0,9306) = 1,48 4+ 0,0062 =1,4862

Cu formula (18) obtinem: z =1,48 +
0,9319-0,9306

Deoarece ®@(z)+ D(—2z) =1, un tabel de valori pentru functia @ afiseaza numai valorile ®(z)cu
Z > 0. O este o functie strict crescatoare astfel ca valorile tabelate sunt > ®(0) = 0,5.
Sa zicem cd avem de calculat z = CD_l(@ =0,3530)unde 0,3530 = 65(0,9) din tabelul 13.2. Deoarece
0 < 0,5 tragem concluzia ca z < 0. Atunci ®(-2) =1-D(z) =0,6470.
Incadrarea ®(0,37) = 0,6443 < 0,6470 < 0,6480 = ®(0,38)si formula (18) conduc la:
0,38-0,37

-2=037+ (0,6470-0,0,6443) =0,37+0,0073=0,3773 = z=-0,3773
0,6480 —0,6443

7. Steven Cake este proprietarul unei cofetarii i un mare admirator al metodelor matematice aplicate
in afaceri. El comanda zilnic un numar de prajituri la un laborator la pretul a = $1,90 per bucata.
Prajiturile sunt oferite clientilor la pretul b = $2,50 bucata. Prajiturile nevandute in ziua respectiva sunt
pastrate in frigider si puse in vanzare a doua zi cu a = 40% sub pretul unei prdjituri proaspete. Cererea
fiind destul de mare prajiturile ramase peste noapte se vand toate a doua zi. Steven crede ca lipsa
acestui sortiment in cazul unei cereri foarte mari este de natura sa afecteze prestigiul magazinului sau si
apreciaza pierderea la ¢ = $4 pe fiecare prajiturd lipsa. Din experienta trecutd, Steven stie ca cererea
pentru sortimentul de prajiturd in cauza este o variabila aleatoare, normal distribuitd cu media m = 25 si

abaterea medie standard ¢ = 7.
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Care ar fi numarul de prajituri pe care Steven ar trebui sa-1 comande zilnic pentru ca profitul sdu mediu
sa fie maxim?

Solutie: Introducem notatiile:

X = numadrul de prajituri comandate zilnic;

I = nivelul cererii, presupus a fi o variabild normala cu media m si abaterea medie standard c;
V1(X) = venitul rezultat din vanzarea prajiturilor proaspete;

V1(X) = venitul rezultat din vanzarea prajiturilor ramase peste noapte;

L(x) = pierderea datorata lipsei de prajituri proaspete;

C(X) = costul prajiturilor comandate;

P(x) = profitul obtinut intr-o zi.

Deoarece cererea este aleatoare este clar ca si Vi, V, si L sunt variabile aleatoare ale caror valori

posibile sunt:
bx daca x<r 0 dacda x<r c(r—x) daca x<r
Vi(x) = } ; Vo (%) = § ; L) =
br daca x>r (I-a)b(x—r) daca x>r

Costul prajiturilor comandate este: C(X) = ax.
Profitul zilnic:

0 daca x>r

P(X) =V (X) + V2 (X) = L(X) - C(X)
este o variabila aleatoare cu media;

P(x) =V (X) + V3 (X) = L(x) - C(x)
in care:

X +00
Vi(x)=b- [rf(r)dr+bx- [f(r)dr = venitul mediu rezultat din véanzarea prdjiturilor
—00 X

proaspete;
- X
Vo(X)=(1—-a)b- [(Xx=r)f(r)dr = venitul mediu rezultat din vanzarea prajiturilor ramase
—
peste noapte;

m:c'Jﬁr—x)f(r)dr
X

si unde f(r) este densitatea de probabilitate a cererii r. Se stie ca:

+00 +o0
[f(r)dr=1 si [rf(r)dr =m = valoarea medie a variabilei r.
—0 —00

Daca se noteaza:

X X
F(x)= [ f(r)dr= functia de repartitie a variabilei r si G(x) = [rf(r)dr

—0o0 — 00
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atunci:
+00 +00
[f(r)dr=1-F(x) [rf(r)dr =m—-G(x)
X X
Este usor de vazut ca:

V] (X) = bG(x) +bx(1 - F(x)) = bx — b[XF () = G(X)]

V5 (X) = (1— a)bxF (X) — (1— 2)bG(X) = (1 - ar)b[XF (X) = G(X)]

m =c(m—-G(x))—cx(1-F(x)) =cm—cx+ c[xF(X) —G(X)]
asa Incat:

P(X) =—cm+ (b+¢—a)Xx—(C+ ab)[XF(X) - G(X)]

A rezultat problema de optimizare neliniara:

max P(X), x>0 < min-P(X),x>0

Functia obiectiv P(X) care se maximizeaza (!) este concava intrucat:
P(xX) =b+c—a—-(c+ab)[F(X)+ xXF'(x)-G'(X)]=b+c—a—(c+ab)F(X)

P(x) =—(c+ab)F'(X)=—(c+ab)f(x)<0
(s-au folosit relatiile F'(x) = f(x) si G'(x) =xf(x))
Ca urmare, solutia optima satisface ecuatia:

PX) =0 < F(y=2rc-a
C+ab
Prin ipoteza F este functia de repartitie a unei variabile aleatoare normale, deci:
X—m : Z 142 . :
F(x)= @( ) unde @ este functia Laplace ®(z) = [e 2 dt ale carei valori sunt tabelate.
o —0

Inlocuind mai sus obtinem:

(D(x—mj:b+c—a oo =m+a'®_1[b+c—a)
o C+ab C+ab

Aplicatia numerica.
Pentru a=1,90;b=2,50;c=4;a0=0,4;m=25; 0 =7 rezulta:

X" =25+7-®71(0,92) =25+7-1,4053 = 34,8371 ~ 35

8. Fie X o variabild aleatoare continua cu functia de repartitic F si densitatea de probabilitate f.
Conform definitiilor:

F(X) = P(X < X)

f(X)=F'(X) < F(x)= )j(f(t)dt

—0o0
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Fixdm un numar « € (0,1), de regula foarte aproape de 1. Se pune problema determinarii unui interval

(a,b),a<bcu proprietitile:
Lungimea b — a sa fie minima;
Pla<X<b)>«a

Intervalul (a , b) se numeste interval de incredere pentru variabila aleatoare X , cu pragul de
incredere a.

Luand a, b ca variabile obtinem problema de optimizare:

minb—-a
deoarece P(a< X <b)=F(b)-F(a)
Fb)-F(a)>«a
. . minb—a , ,
Rescriem problema in forma canonica si formam lagrangianul:
F@-Fb)+a<0

Z(a,b,uy=b-a+u(F(a)—F(b)+a)

Scriem conditiile de optimalitate KKT (atentie: nu avem conditii de nenegativitate explicit formulate):

X 11uF(a)=0 (1.1)

oa

oL ey

= FuF®=0 (1.2)

g—‘:’£0<:>F(b)—F(a)2a 2); ug—j=0<:>u[F(b)—F(a)—a]=0 2"

u=0

Din (1.1) sau (1.2) deducem ca u=0. Prin urmare,la optim avem u>0 si din (2") obtinem:
F(b) - F(a) = « . Solutia problemei va rezulta din rezolvarea sistemului:

~1+u-F'(@)=0 f(a)=f(b)=&

I-u-F'(h)=0 < b

Fb)-F(a)=a [fdt=a
a

Este clar ca rezolvarea depinde de expresia analitica a densitatii de probabilitate f. Vom studia cazul in
care X este o variabild normal distribuitd: X = N(m,o). Se stie cd densitatea de probabilitate a
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variabilei N(m, o) are expresia:

_(x-m)?

1 2 . . -
f(x)= e 207  unde m = valoarea medie si G = abaterea medie patratica.
oN2rx

Graficul ei este curba numita clopotul lui Gauss si vizualizata in figura 13.13

f(x)

Figura 13.13

Curba este simetricd fata de verticala X = m pe care se afld si punctul de maxim. Graficul si egalitatile
1 : 5 : : 5 .
f(a) = f(b) =— aratd ca punctele a, b de pe axa orizontala sunt simetrice fata de m, deci au forma:
u

a=m-k ; b=m+Kk
unde constanta k > 0 urmeaza a fi determinata. Se stie ca:

F(x)=®(x_mj
O

unde O este functia Laplace:

'[2
1 Z
T —o

ale carei valori sunt tabelate. Atunci:

- F-a=of £)-of -] 20 KJ-1-am of ) 1202 o 0i(122)

o o (o}
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de unde:

a=m—a-<D_1(1+TaJ ; b=m+a-(D_1[1+Ta]

De exemplu, pentru = 0,96 avem q)_l(#) = (0,98) =2,056 astfel ca

a=m-2,056-c ; b=m+2,056-0

Probleme propuse

1. Compania BALVACA produce doua tipuri de ingrasaminte A si B. Tipul A contine 25% ingrediente
active si 75% ingrediente inerte. Tipul B contine 40% ingrediente active si 60% ingrediente
inerte.Capacitatile de depozitare ale companiei limiteazd stocurile la 500t ingrediente active si 1200t
ingrediente inerte. Stocurile de materii prime se refac complet o datd pe sdptamand. Tipul A este
similar altor ingrasaminte de pe piata si la un pret de $250 per tona, compania nu are probleme in a
vinde intrega cantitate produsad. Pentru tipul B nu existd deocamdatd pe piatd un produs asemandtor
astfel ca n-ar trebui sa existe presiuni concurentiale asupra pretului. Totusi, vanzarile trecute au aratat
ca cererea D pentru ingrasamantul B este influentatd de pretul P dupa relatia (determinatd statistic)
P = 600 — D. Ce cantitati de ingrasaminte din fiecare tip ar trebui sd produca sdptdmanal compania
pentru a-si maximiza venitul?

Indicatie: Revedeti schema generala de construire a unui model matematic din unitatea de invatare 1!
Se vor nota cu Xz §i Xz cantitdtile in care vor fi produse (saptamanal) cele doua tipuri de Ingrasdminte.
Elementul de noutate este pretul la care va fi pusa in vanzare productia tipului B, egal cu 600 — X;!
Astfel, functia obiectiv, care formalizeaza venitul va avea expresia neliniara 250X; + (600 — X5 )X,

2. Conducerea companiei MOV a decis construirea unei noi rafindrii care va fi aprovizionatd din trei

porturi. Portul B se afla la 300 km est si 400 km nord de portul A in timp ce portul C se afla la 400 km

nord est si 100 km sud de portul B. Unde ar trebui situatd rafindria

A pentru ca lungimea totald a conductelor de legatura cu porturile

sd fie minima?

Indicatie: Enuntul este destul de ambiguu. Totusi ceva se poate

5 face: se va determina punctul pentru care suma distantelor — in

C linie dreapta — la cele trei porturi este minima. Solutia va putea

.................................. O fi luatd ca punct de referintd la stabilirea ,in teren” a
)"( amplasamentului rafinariei si a traseelor conductelor.

Al
> est C o . . D
vest ®"  Considerim un sistem de axe in care portul A este origina iar

directiile axelor indica estul si nordul — vezi figura 13.14. Atunci
portul B va avea coordonatele (300,400). Pozitia portului C
Figura 13.14 este datd relativ la B astfel ca C are coordonatele
(700 =300 + 400,300 =400 - 100)

sud
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Daca X(x, y) este locatia rafindriei, rezultd problema de minimizare fara restrictii:

minS = XA+ XB + XC =/ x2 + y2 +y(x=300)2 + (y — 400)> ++/(x —700)2 + (y —300)>

3. a) Sa se reprezinte grafic curbele de nivel f(Xq,Xy)=2si f(X;,X,) =5 ale functiei
f(Xl,Xz) = mil’l{Xl +2X2 -3, - X1+ Xo +1}

b) Se considera programul neliniar:
max f(X;,Xy)
—X|+ Xp £2
) x11+3x§ >3
X; 20,X, 20
Sa se determine grafic solutia optima.

¢) Sa se transforme (P) intr-un program liniar echivalent si sa se rezolve cu algoritmul simplex.
(vezi exemplul 13.9)

4. Sa se determine solutia optima a programului fractionar:

2X1 +5X%, =3
X] + Xy +1
3Xp+ Xp 23
X|— X 20
—X] +2Xy £2
X1 =20,X, 20

min f =

(vezi indicatiile de rezolvare din sectiunea 13.3)
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Unitatea de inviatare 14

INTRODUCERE IN PROGRAMAREA NELINIARA
Elemente de programare convexa

Cuprins

14.1 Multimi si functii convexe

14.2 Forma canonica a unui program neliniar. Programe convexe

14.3 Lagrangianul unei probleme de optimizare in forma canonica.Puncte sa

14.4 Conditiile de optimalitate Karush — Kuhn — Tucker in programarea
convexa

14.5 Programe patratice convexe

Probleme propuse
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14.1 Multimi si functii convexe

Reamintim ca o multime de puncte din dreapta R sau din planul R? sau din spatiul fizic R® s-a
numit convexa daca o data cu doua puncte continea si segmentul care unea aceste puncte.

- singurele multimi convexe ale dreptei sunt intervalele;
- in figura 14.1 sunt reprezentate cateva multimi convexe si neconvexe din plan;

Multimi convexe in plan

O

disc  Multime poliedrald Multime poliedralad con
marginita nemarginita

Multimi neconvexe in plan

Figura 14.1
- sfera plind (sau bila), cubul, piramida sau cilindrul sunt exemple de corpuri convexe in spatiu.

Conceptul geometric de multime convexa este generalizat la spatii generale in felul urmator

Fie X,y doud puncte din R". Se numeste segment cu extremititile X,y multimea punctelor z € R" de
forma:
Z=(l-a)x+ay cu 0<a<l

In planul R? sau spatiul R? regdsim conceptul geometric binecunoscut.

O multime C — R" se numeste convexii dacii o dati cu doui puncte X,y contine si segmentul cu
extremitatile X, y. Formal: C este convexa daca oricare ar fi X,y € C siscalarul 0 <o <1

(l-a)x+ayeC

Multimea vida, orice punct din R" si intreg spatiul R" sunt exemple banale de multimi convexe. Se
aratd usor cd intersectia unei familii arbitrare de multimi convexe este 0 multime convexa.
Se demonstreaza fara dificultate cd urmatoarele multimi sunt convexe.
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e Fie a=(a1,...,an)eR”un vector nenul si feR. Multimea H a punctelor

X = (Xq,..., Xy ) care satisfac egalitatea:
a-x=pf4 < aX+aXy+---+apXy =4

se numeste hiperplan. Vectorul nenul a se numeste normala la hiperplanul H.

e Multimea punctelor X = (X;,..., X, ) care satisfac inegalitatea:
a-X<pf o aXgt+ayXy+--+apXyg <P

se numeste semispatiu (inchis).

e O intersectie finitd de hiperplane din R" se numeste multime afini. Urmeaza cd o multime
afini din R" se identifica cu multimea solutiilor unui sistem de ecuatii liniare:

n
> ainj Zbi i=1...,m
j=1

e O multime poliedrali (inchisd) in R" este o intersectie finitd de semispatii. Rezultd ca o
multime poliedrala din R" se identificd cu multimea solutiilor unui sistem de inecuatii liniare:

n
zainiji i=1....m
j=1

e multime de puncte K = R" se numeste con (convex) daca

X, yeK=x+yekK
xeKsia>0 = axeK

Separarea multimilor convexe

Sa consideram multimile plane disjuncte din figura 14.2 a). Observam ca nu exista nici o dreapta d care
sa le separe in sensul ca A sa se gaseasca intr-unul din semiplanele determinate de dreapta d iar B sa se

gaseasca 1n celalalt semiplan.
Pentru multimile convexe din plan — disjuncte sau care se ,,ating” doar pe frontierd - separarea este

intotdeauna posibild asa cum sugereaza figura 14.2 b). Observatia este generalizabila
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a) b)
Figura 14.2

Fie A , B multimi oarecari din spatiul R". Vom spune ca hiperplanul H de ecuatie
aX=Lpf < aX +aXy +--+aXy =4 cua=(a,...,a5) =0

separa multimile A si B daca A se gaseste intr-unul din semispatiile determinate de H iar B se gaseste
in celdlalt semispatiu.Formal, aceasta revine la a spune ca:

a-y<p (V)yeA si a-z>2p (V)zeB

Separarea se considera a fi efectiva dacd A si B nu sunt incluse simultan in H. Echivalent, vom spune

cd multimile A si B din R" sunt efectiv separate daci existi a € R" , a # 0 cu proprietatea
a-y<a-z (V)yeA,(V)zeB

inegalitatea fiind stricta pentru cel putinun y€ A siun z€ B.
Un rezultat fundamental al analizei convexe este urmatoarea:

Teoremi (de separare a multimilor convexe) Dacd A si B sunt multimi convexe in spatiul R"
ale caror interioare relative nu se intersecteaza (altfel spus, sau A si B sunt disjuncte sau A si B ,,se

ating” pe frontierd) atunci ele pot fi efectiv separate in sensul ci existd a € R" , a = 0 astfel incat
a-y<a-z (V)yeA,(V)zeB
inegalitatea fiind strictd pentru cel putinun y€ A siun ze B.

Separarea multimilor convexe este o proprietate extrem de utild in aplicatii. Astfel, pentru a
demonstra cd un anumit punct v apartine unei multimi convexe S, adesea se rationeaza prin absurd: se
~9

presupune ca V¢ S ,apoi V §i S ,,se separd” printr-un hiperplan, dupa care se exploateaza structura
simpla a hiperplanului separator.
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Fie CcR" o multime convexi si fie f:C — R o functie numerici definitd in toate punctele
multimii C. Functia f se numeste convexa ( pe multimea convexa C) daca inegalitatea

f(lI-a)x+ay)<(A—-a)T(X)+af (y)

are loc pentru orice X,y Csi 0<a <1 (din motive evidente, in aplicatii, se poate lua X =Yy si

O<a<l)
Functia f se zice strict convexa daca inegalitatea

f(l-a)x+ay)<(—a)f(X)+af (y)

are loc pentru toti X = ydinCsi O<a <1.

Functia f se zice concava (respectiv strict concava) daca opusa ei —f este convexa (respectiv strict
convexd) .Aceasta revine la schimbarea in inegalitdtile de mai sus a semnelor < §i <in > respectiv >.
Direct din definitie rezulta:

Propozitia 1 Fie f; , f, functii convexe definite pe aceeasi multime convexd C < R" .Daci A,
A2 sunt scalari pozitivi atunci combinatia A4; f; + 4, f, este o functie convexa pe C.

Multimea
Epi(f)= {(x,t)e R"*1 | xeC si f(x)gt}

se numeste epigraful functiei f. Pentru t € R variabil, multimile:
S ={xeC| f(x) <t}
se numesc sectiuni ale functiei f.

Propozitia 2 i) Functia f este convexa daca si numai daca epigraful sau Epi ( f ) este o multime
convexa.
i) Daca f este o functie convexa atunci orice sectiune a sa, S;, este o multime convexa.

Demonstratie: i) = Presupunem ca f este o functie convexa si probam ca Epi ( f ) este o
multime convexa. Fie (X,t)si (Y,S) doua puncte din Epi (f)si 0 <o <1. Avem de aratat ca:

I-a)X,)+a(y,s)=((1-a)x+ay,(1—a)t +as) € Epi(f) ceeace revine la a proba ca:

- (I-a)x+ayeC
- f(l-a)x+ay)<(l-a)t+as
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Conform definitiei epigrafului:
(x,t)e Epi(f)<=xeC si f(x)<t ; (y,5)eEpi(f)ecyeC si f(y)<s

Atunci (1-a)x+ay € C deoarece C este o multime convexa.
Functia f fiind convexa, avem:

f((l-a)x+ay) < (1-a)f () +af (Y) < (-t +as

< Presupunem ca Epi ( f) este 0 multime convexa. Probam ca f este o functie convexa.
Fie X,yeCsi 0<a <I1.Avemdeardtatca f((l-a)X+ay)<(1-a)f(X)+af(y).
In baza definitiei epigrafului (X, f (X)) si (Y, f(y))sunt puncte din multimea convexa Epi ( f ) si ca
urmare:

(I=a)(x, T (X)) +a(y, f(y) € Epi(f) < ((1-a)x+ay,(1-a) f(X) +af (y)) € Epi(f)

de unde:
f(l-a)x+ay) <(1-a) f(X)+af (Y)

i) Fie X,y € S¢ si 0<a <1.Avem de aratat ca (1-a)x+ay € S; adica f((1-a)x+ay)<t.
Prin ipoteza, f(x)<t, f(y)<t sicum feste presupusa convexa:

f(l-a)x+ay)<(-a)f(X)+af (Y)<(Q-a)t+at =t

Nota: Reciproca afirmatiei ii) este falsa in general

Exemple de functii convexe.

)
4 : :
1) Pentru o functic de o singura variabila f :l1 — R definitd pe un
interval | convexitatea se traduce prin faptul ca graficul ei ,,tine apa”
ceeace este tot una cu a spune cd multimea punctelor din plan situate
»deasupra” graficului, adica epigraful functiei f, este o multime
convexa — vezi figura 14.3

Daca I este un interval deschis si f este de doud ori derivabila pe |
atunci

f esteconvexa < f"(X)>0 (V)xel

Epigraful
functiei f

Figura 14.3
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2) Functiile liniare de mai multe variabile
X1
f(X)=Cp+CyX; +CyXy +:-+CnXp =Cy +C-X unde C=(Cy,...,CH) X=
Xn

sunt singurele functii simultan convexe si concave pe intreg R".

3) Norma euclidiana

X:(X19'~-:~Xn)—>||X||:<X,X>% :\/X12 —}-X% +"'+X%

este o functie convexi pe R". Intr-adevir, se stie cd norma euclidiani are proprietitile:

Ny [x[=0 (v)xeR";

X|=0<x=0
N2) ey <X+ D%y eR?
N3) [ X =|a|-|x| (")xeR"si aeR

Dacid x,yeR" si 0<a <1 atunci .

[t =ax+ ay| <1 =cx]| +]ay] = [t = &[] +]ed]-|¥] = 1 = x| + ]

4) Interesant este faptul ci patratul normei euclidiene este o functie strict convexi pe R".
Intr-adevir, avem identitatea:
fa-a+ el =0 -l + alyl a0 - @y

valabili pentru orice X,y € R" si @ €R.

Pentru X,y e R" ,x#y si 0<a <1 vom avea a(l—a)”x - y|| > (0 astfel ca:
[a-ax+ay* <a-a)x|* +afy

~ - . 2 . - ns . . 1 .
ceeace probeaza ca functia || || este strict convexa pe R".In particular, pentru X =y si o = E obtinem

inegalitatea stricta:

"L )
> y

H%(x " y)‘
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5) O functie patratica in variabilele X;,X,,..., X, este o functie de forma:

n
FXL X0, Xp)=Po+ Z PjXj+ X @jXiX;
j=1 I<i<j<n

Cu notatiile matriciale:

p=(py»...,Pp) vectorlinie ; Xx=| : | vectorcoloana
Xn
Cii = 2aii i=1...,n

. (C este deci o0 matrice simetrica!)

C=lci| 1<i,j<n d :

Functia fse scrie ,,compact”:
1
f(x)=po+ px+ExTCx
Reamintim ca o matrice patrati si simetrici C= lcij J‘ <ijen S8 numit:
pozitiv semidefiniti daci X' Cx>0 (V)xeR";

pozitiv definiti  daci x Cx>0 (V)xeR",x=0.

Exista urmatorul criteriu practic de recunoastere:
Matricea C este pozitiv definita (respectiv, pozitiv semidefinita daca toti determinantii

Cit = Cip

C C . .
1 12 Do : : |=detC

€1 Cx

C11

>

sunt pozitivi (respectiv nenegativi).
Cu aceste pregatiri avem urmatoarea caracterizare a convexitatii functiilor patratice:

Propozitia 3. Functia patratica f(X)= pgy+ px+ % x| CX este convexi (respectiv strict
convexd) pe R" daca si numai dacd matricea C este pozitiv semidefinita (respectiv definita)

Demonstratie: In baza propozitiei 1 si a faptului cd functiile liniare sunt si convexe si concave

in acelasi timp, functia f este convexa (strict convexa) o data cu functia ,,pur patratica” @(x) = X CX.
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Demonstratia rezultd acum din identitatea:

p((1-a)x+ay) = (1-a)p(X) +ap(y) —a(l-a)p(x-y)  (V)xyeR" si aeR
(de remarcat ca pentru C = E = matricea unitate ¢(X) = ||X||2 )

6) Mai general, fie f o functie definita si avand derivate partiale de ordinul doi in orice punct al
unei multimi convexe si deschise C din R". Atunci f este convexd daca si numai dacid matricea

hessiana
o f
H(x) = X
() inaxj( )}

este pozitiv semidefinitd, in fiecare punct x € C.
Daca H(X) este pozitiv definitd in orice punct din C, functia f este strict convexa (afirmatia reciproca

nu are loc: functia f(X) = x4 este strict convexa pe Rdar f"(x)= 12x? se anuleazi in X = 0)
Despre minimele functiilor convexe
Fixam o functie f:C — R definiti pe o multime oarecare C < R". Reamintim ci un punct

x* e C se numeste punct de minim local al functiei f daci inegalitatea f(x™) < f(x)are loc pentru toti
X € C suficient de apropiati de x . Formal:

X este un punct de minim local al lui f daci existd & > 0 astfel incat inegalitatea f(x™) < f(x) are loc
pentru toti X C cu HX— X*H <eg.

Punctul X~ se numeste punct de minim global al functiei f pe multimea C daci inegalitatea
f(x™) < f(x)are loc penru toti x e C .

Exemplu. i) Functia f(X)= —x* +2x2:R>R , al carei grafic apare in figura 14.4 are un minim local
in X =0 fard a avea un minim global pe R.

Figura 14.4 Figura 14.5
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ii) Fic 4= {x = (X1, %) e R [ xE +x3 21,% 20, %) > 0}, vizualizatd in figura 14.5 si functia

liniara f(X],X,) = X| +2X, . De notat ci # nu este o multime convexi! In desen apar dreptele de nivel

f(X)=f(A)=1<Xx +2%, =1 s1 f(X)=f(B)=2< X%, +2Xy) =2. Se observa ca f are doud minime
locale: unul in A cu valoarea f(A)=1 si altul in B cu valoareca f(B)=2; punctul A este un minim
global pe Intreaga multime # !

Importanta functiilor convexe pentru teoria optimizirii rezida in faptul ca ele nu au minime
locale. Intr-adevar, are loc:

Teorema 1 Fie f:C — Ro functie convexa definiti pe multimea convexi C — R". Daca

x* €C este un punct de minim local, atunci X este chiar un punct de minim global pe intreaga
multime C.
Demonstratie: Prin ipotezi avem inegalitatea f(x™)< f(X) pentru toti x € C suficient de

apropiati de X - vezi figura 14.6. Sa presupunem prin absurd ci X nu este punct de minim global.
Aceasta inseamnd ca In multimea C existd (macar) un punct X cu proprietatea

f(x™) < f(x")

. *x " . . . - . *
(evident, X nu se va afla in imediata vecinitate a lui X ...)
Deoarece C este o multime convexa, segmentul cu extremitdtile
.o * . k% A A . . A . .
distincte X s1 X  este in intregime inclus in C. Fie atunci

*

z=(1-a)x" +ax™* O<axl

un punct variabil in interiorul acestui segment. Deoarece f este o
Figura 14.6 functie convexd avem:

f(z2)= f(l-a)x" +ax™)<(U-a)f (X ) +af (X)) <U-a) F (X)) +af (xX*) = f(x)

In concluzie, pentru orice punct z = x* de pe segmentul cu extremititile X si X~ are loc inegalitatea:

f(x")> f(2) (1

Pe de altd parte, pentru a ,,suficient de mic” (o — O)punctul z va fi ,,suficient de apropiat” de X"

(z — x™) si conform ipotezei vom avea:

f(x*)< f(2) )

Inegalititile (1) si (2) sunt mutual exclusive, astfel cd X este intr-adevir un punct de minim global al
functiei f pe Intreaga multime C.
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Observatie: In exemplul precedent functia f(X,Xy) = X; +2X, este convexi pe R’ fiind o functie
liniara. Totusi, multimea pe care este datd nu este convexa si ca urmare teorema 1 nu este aplicabila...

Teorema 2 Fie f : C — R o functie strict convexa definitd pe multimea convexd C — R". Daci
f are un punct de minim pe multimea C acesta este unic.

Demonstratie: Presupunem prin absurd ca minimul functiei f pe multimea C se atinge in doua
puncte diferite x* = x™":

f(x*)= f(x**)=min{ f(x), xeC}
Fie z :E(X’k +x™) mijlocul segmentului cu extremitatile distincte x*, X**. Functia f fiind strict

convexa vom avea:

t@= eI < Lrotys Loy = minft o, xec)

Contradictie! Urmeaza ca, daca functia strict convexa f are un punct de minim, acesta este unic.

Caracterizarea diferentiala a functiilor convexe

Sa presupunem data o functie numerica f, definita in toate punctele unei multimi convexe si deschise

C = R" si care este diferentiabili in fiecare punct din C.

4 Fie
oA o

Vf (X) = |:_ )
6X1 6X2 aXn

P} cee Py

gradientul functiei f. Fixam x’ecC si seR",s=0. Multimea

0

scalarilor & € R cu proprietatea cd X~ +a-SeCeste un interval

deschis pe care vom defini functia

ga)= f(x’ +a-s)

v

Functia g va descrie comportarea functiei f cand argumentul X se
Figura 14.7 deplaseazi — in multimea C — pe dreapta care trece prin X’ si are
directia s (vezi figura 14.7)
Functia g este derivabila si

n
g'(@)= % Sj -i(xo+a-s):<s,Vf(x0+a-s)>
=1 O
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unde s-a notat cu <X , y> produsul scalar al vectorilor X = (Xj,...,Xp), Y =(Y15--->¥n)

(X, ¥) =X Y1 ++XnYn

In particular:
9'(0)=(s, Vi (x")) &)

Cu aceste pregatiri avem urmatoarea caracterizare diferentiald a convexitatii:

Teorema 3. In notatiile introduse, functia f este convexa pe C dacid si numai daci pentru orice
X,y € C are loc inegalitatea:

f(y)— )= (y-x, Vf(x)

Demonstratie: = Fie X,y € C . Putem presupune ca X # Yy . Pe segmentul cu extremitatile X,y
(continut in C) ludm punctul variabil (1-a)Xx+ay cu 0<a <1. Deoarece f este presupusa convexa

avem:

<f(y)-f(x)

F-ax+ay) <(-a)f(0+af (y) = ~EFey=x)= )
o

Sau

—g(“)_S(O)s f(y)-f(x) unde g(a)=f(x+a(y—-x)si0<a<l. )
.

g este derivabila astfel ca:

lim 9@)=9(0) =0'(0) = (y -x, Vf (X)> , conform (3)
a0 a

Prin trecere la limitd in (4) obtinem , <y -x, Vf (X)> < f(y)— f(x) adica inegalitatea ceruta.

< presupunem inegalitatea din enunt valabila in toate perechile de puncte din C si probam ca f

este o functie convexa.
Fie x,yeC si 0<a <1; putem presupune cd X#Yy si O<a<1. Fie z=(l-a)Xx+ay (Z este un

punct interior al segmentului cu extremitdtile X,Y). Scriem inegalitatea din enunt pentru urmatoarele

perechi de puncte:

- pentru X iz
f()-f(2)>(x-z,Vf(2)) (5)

- pentruy siz
fy)-f(@2)2(y-2,Vf(2)) (6)
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inmultim (5) cu 1-a si (6) cu o dupi care adunam relatiile membru cu membru:

(I-a)f () +of (Y)-(1-a)f(2)-of ()2 ((1-a)(x-2) +a(y-2), V(2))
Deoarece (1-a)(X—2)+a(y—2)=(1-a)X+ay—2=2—-12 =0 obtinem:
(1-a)f(X)+af (y) - F(1-a)X+ay) = 0adicd f((1-a)x+ay)<(1-a)f(X)+af(y).

Din teorema 3 rezultd urmatoarea caracterizare diferentiald a minimului unei functii convexe
(daca are...)

Teorema 4 Fie f :C — Ro functie convexa si diferentiabild definitd pe multimea convexa si

deschisi C < R" .Atunci x* € C este un punct de minim al functiei f daci si numai daca Vf (x*) =0

Demonstratie: Implicatia = este valabila fard ipoteza de convexitate si este un rezultat al
analizei clasice — teorma lui Fermat.

< pentru orice X € C avem inegalitatea
f(x) - f(x*)2<x—x* ,Vf(x*)=0>=o — f>f(x)

Astfel, X" este un punct de minim pentru functia convex f.

14.2 Forma canonica a unui program neliniar. Programe convexe

Orice problema de optimizare poate fi formulatd in urmatorii termeni:

- . * * * * o e . - o e . .
Sa se determine X = (X[ ,Xp,...,X;) care minimizeaza valoarea functiei obiectiv

f(xX)=f(X,X2,...,Xp) (1)
cu satisfacerea restrictiilor

gi(X)=0i(X;,X2,..,Xp) <0 i=1...,m 2)
si a conditiilor explicite

X=(X{,X2,...,Xp) €S 3)

In aceasta formulare, S este o multime oarecare din R" iar f si gy,95,...,dy sunt functii numerice

arbitrare definite pe S. In cele mai multe aplicatii, S = R" sau S =R/ = {X eR",x 2)} dar S poate fi

utilizatd si pentru includerea a tot felul de conditii suplimentare cum ar fi cerinta ca variabilele sa ia
numai valori intregi.
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Vom spune ca formularea (1) — (3) reprezinta forma canonica de prezentare a problemei (P)
De retinut: caracteristicile formei canonice sunt:

- functia obiectiv se minimizeaza;
- restrictiile sunt inegalitati omogene de tipul <.

Exemplul 1 Forma canonica a programului.

max (%) min — f(X)
01002 by “aeox b=
(P)<g,(x)=b, este programul 92(x)=by <0
g3(x) < bs ~ 02005 =6
yes 93(X)—b3 <0
XeS

O problema de optimizare in forma canonica

min f(x) xeR"
(P){gi(x)<0 i=1,..,m 4)
XxeS

se numeste problema de programare convexa sau program convex daca

- multimea S — R" este convexi;
- functiile f si 9;,09,,...,0, sunt convexe pe multimea S.

Mai general, o problema de optimizare se va numi convexa daca, adusa la forma canonica, este
un program convex in sensul precizat mai sus.

Exemplul 2 se considerd programul (P) din exemplul 1 si se presupune cd multimea de definitie S este
convexa. In ce conditii (P) este un program convex?

Din examinarea formei canonice rezulta ca (P) este un program convex daca:

- functia —f este convexa pe S < f este o functie concava pe S;

- functia —g; este convexa pe S < (; este o functie concava pe S;

- functiile g, si —g2 sunt convexe pe S < @ este simultan convexa si concava pe S < Q> este
o functie liniara pe S;

- functia gs_este o functie convexa pe S.
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In continuare, vom justifica unele proprietdti ale programelor convexe anuntate deja in unitatea de
invatare 13,sectiunea 13.3.

Propozitia 4 Multimea solutiilor admisibile ale unui program convex este convexa.

Demonstratie: Fie (P) un program convex pe care il putem presupune a fi in forma canonica
(4). Multimea solutiilor sale admisibile:

A=1{xeS|gi(0<0,i=1...,m|
este o intersectie de sectiuni ale unor functii convexe

xes|g(0<0fn--nixeS|gn(x) <0}

Deoarece sectiunile unei functii convexe sunt multimi convexe (propozitia 2, sectiunea 14.1) urmeaza
ca 4 este convexa ca intersectie de multimi convexe.

Propozitia 5 Daca programul convex (P) are optim finit acesta este un optim global.

Demonstratie: Din nou putem presupune ca functia obiectiv din (P) este convexd urmand a fi
minimizatd pe multimea convexd a solutiilor sale admisibile (propozitia 4). Afirmatia decurge acum
nemijlocit din teorema 1, sectiunea 14.1

14.3 Lagrangianul unei probleme de optimizare in forma canonica. Puncte sa

Fixam un program de optimizare in forma canonica:

min f(x) xeR" min f (X) 91(X)
(P){gi(x)£0 i=1....m < 9(x)<0 unde Q(X)=
XES XESan gm(x)
Pentru xeS siu=[u; - Uy]>0- vector linie! — definim functia:

m
ZX, )= fX)+u-9(X) < L (X1, %Xn 5 UpyesUm) = F(Xq,..0,Xp) + 2 UG (X545 %)
i=1

numitd lagrangianul (asociat) problemei (P). Variabilele uj,...,u;,se numesc multiplicatori

Lagrange asociati restrictiilor g;(X) <0,...,95,(X)<0.

Un cuplu (x*,u™)cu x" €S siu* = (ul*,...,u;;) > 0 se numeste punct sa al lagrangianului £
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daca
Z(X,u) < LXK, Uu) < L(Xx,Uu) (1)

oricarear fi xe S siu=[u; - uy]>0.
Aceasta revine la a spune ca:

X minimizeaza functia £ (-, U ) pe multimea S;

u” maximizeaza functia £ (X", -) pe RN = {u eR™u> O}.

Teorema 1 (de caracterizare a punctelor sa) Cuplul (x*,u™)cu x* €S si u™ > 0este un punct

sa al lagrangianului £ daca si numai daca (x*,u”) satisface conditiile:

a) X minimizeaza functia £ (-, u’) pe multimea S;
b) g(x") <0< g;(x*)<0,i=1,...,m;

u'gxH)=0=uigi(x*)=0,i=1,..,m.

Interpretare: Conditia b) formalizeaza afirmatia “X" este 0 solutie admisibila a programului (P)”
Conditia c) este echivalenta cu afirmatia : pentru i = 1,...,m sau u; =0sau g;(x")=0adica X

satisface cu egalitate restrictia gj(X)<0.

Demonstratia teoremei 1: Mai Intdi vom observa ca cerinta a) coincide cu satisfacerea
inegalitatii £ (X ,u) < £Z(x,u) (V)xeS din definitia (1) a punctului sa.

= Presupunem ci (x*,u™) este un punct sa si probam satisfacerea conditiilor b) si c).

Din Z(X ,u) < Z(X ,u) (Y)u=0 rezulta
u-uMg(x" <0 (V)u=0 Q)

M sunt vectorii unitari din R™) obtinem:

Luéand succesiv u=u* +¢' (el,...,e
i (x")<0,i=1...,m < g(x*)<0 siconditia b) este indeplinita.
Luand u =0 in (2) obtinem u“g(x*)>0. Pe de alti parte din u* >0si g(x*) <0 rezultd

u*g(x*)<0. In consecintd, u*g(x*)=0 < u;'g;(x*)=0,i=1,...,m si conditia c) este indeplinita.
& presupunem acum ci (X" ,u”) -cu X" €S si u* >0 - satisface conditiile a) , b) , ¢). in

virtutea unei observatii anterioare raimane de probat satisfacerea inegalitatii < (X ,U) < Z(X ,U)
oricare ar fi U >0.
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Pentru orice U >0 avem ug(x") <0 - deoarece g(x")<0- siin consecinta:

Z(x ,u)= f(xH+u-gxH) < Fx")=F(x")+ug(x)= 2 ,u)
Importanta conceptului de punct sa este relevata partial de urmatoarea:

Teorema 2 Daci (x",u”) este un punct sa al lagrangianului £ atunci X este o solutie optimd a
programului (P).

Demonstratie: Fie (x*,u™) un punct sa al lagrangianului <. Conform teoremei 1 sunt
indeplinite conditiile a) , b) , ¢). Conditia b) arata ca X este 0 solutie admisibild a programului (P).Daca
X este o solutie admisibild oarecare a lui (P) atunci

f(x*)=f(x")+u g(x™) = « deoarece u*g(x") =0 conform c);
=Z(X ,u) <L(X ,u)= < conform a);
= f(X)+u*g(x) < f(X) «pentrucidinu >0si g(X) <0 rezulti u*g(x)<0.

In concluzie, X" este o solutie optima a programului (P).

Comentariu: teorema 2 a fost obtinutd in conditii extrem de generale privitoare la multimea S si la
functiile f si g1,..., Om . In principiu, teorema reduce cdutarea unei solutii optime pentru (P) la
determinarea unui punct sa pentru lagrangianul asociat. Existd insd probleme de optimizare care au
solutii optime fara ca lagrangianul asociat sa aibe puncte sa !

Pentru programele convexe, existenta punctelor sa este garantata in conditii destul de generale.

Teorema 3 Presupunem ca programul in forma canonica :

min f(x) xeR"
91(X)
(P)4gi(x)<0 i=1L....m g(X)<0 cu g(x)=| :
Im (X)
XeS

este un program convex, aceasta Insemnand ca:

- multimea S R" este convexi;
- functiile f i gy,..., gy sunt functii convexe pe S.

In plus, presupunem indeplinita conditia:

(S) exista X € S cu proprietatea ca g;(X)<0,i=L....m < g(X)<0
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Daci x* € Seste o solutie optima a programului (P) atunci exista u* = (u{k - ..,u;;) > () astfel Incat

cuplul (x*,u™) este un punct sa al lagrangianului:
Z(x,u)=FX)+u;g;(X)+--+UnIm(x) = () +ug(x)

Demonstratie: Justificarea teoremei este o aplicatie a proprietatii de separare a multimilor
convexe. Demonstratia contine si unele detalii tehnice propuse ca exercitii.

Rm+1

orice vector din va fi desemnat prin sigla (t,y) cuteR si y=(Yq,...,Ym) € R™. Pentru fiecare

X € S consideram multimea:

A= LY eR™ 13 10, y> g0 ¥ > 6;(0,i =L,...,m|
si fie
A= UA
Xe$S
Vom considera si multimea:

B:kLy)eRm+1t<f(%ﬁ,y<0¢:yi<0,i=Ln”m}

Se arata ca (exercitiu):
- A 51 B sunt multimi convexe din R m+1 ;
-AnB=yY

Conform teoremei de separare a mulfimilor convexe, va exista un vector nenul (r,v)e R ey
proprietatea ca oricare ar fi (t',y') € A si (t,y) € Bare loc inegalitatea:

t’ t
h,v{ }2[nv{ }c>HCHNan+vy¢>n”+wyy%~+vmyh2rt+wyrw~+vmym (1)
y y

In particular, pentru (t’,y") = (f(X),g(X)) cu X € S oarecare, obtinem inegalitatea:
rf (X)+vg(x) > rt+vy (2)
valabila oricare ar fi t < f(x™) si y<O0.

Se arata ca (exercitiu):
r-0si v20sv; 20,...,v, 20

Luand t —» f(x") si y — 0 din inegalitatea (2) rezulti prin trecere la limita:

rf (X)+vg(x) > rf (x*) (V)xeS 3)
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Probamca r > 0.

Presupunand prin absurd c¢a r =0 din (3) rezulta vg(x)>0 (V)xeS

Deoarece vectorul (r,v)=(0,v) este nenul si v>0 urmeazd cd vV are cu sigurantd o componenta

pozitiva. Atunci, pentru punctul X din conditia (S) a enuntului vom avea vg(X) < 0, contradictie!
Inegalitatea (3) devine:

f(x)+%vg(x)2 f(x") sau f(x)+u g(x)>f(x") (¥)xe$S 4)
unde s- notat
u* :%v (5)

Evident u™ >0 deoarece r >0 si v>0

Pentru X =Xx"din (4) obtinem u*g(x")>0. Pe de alti parte, din u* >0 si g(x’)<0 rezulta
u*g(x*) <0 siin consecintd

utg(x*)=0 (6)
Relatia (6) ne da posibilitatea sa rescriem (4) in forma:
fOO+u"g(x) > F(x")+ug(x™) < LK ,U)< L(xu) pentru toti X € S
Recapitulim: X dat in enunt §i u” definit in (5) au proprietatile:

SZ(XU)<S LZ(xU)  (Y)xeS;
- g(x™) <0 deoarece X este 0 solutie a programului (P);

- utg(x")=0.

In baza teoremei 1 cuplul (x*,u™) este un punct sa al lagrangianului <. Demonstratia teoremei 3 este
incheiata.

Observatie: Conditia (S) din enuntul teoremei 3 se numeste conditia Slater de regularitate a
restrictiilor (Slater constraint qualification). Se poate ardta ca daca restrictiile gj(X) <0 si multimea

convexa S sunt date prin functii liniare, atunci teorema 3 rdmane valabila fara nici o altd conditie
suplimentara.
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14.4 Conditiile de optimalitate Karush — Kuhn — Tucker
in programarea convexa

Reluam programul in forma canonica (P) din sectiunea precedentd in situatia S = R":

(P) min f(x), xeR"
gi(x)<0 i=1...,m

Presupunem ca functiile f i gy,...,dy sunt definite pe intreg R", sunt convexe si in plus sunt

diferentiabile.
Lagrangianul problemei (P)

m
Z(x,u)= f(X)+u-gx)= f(X)+ Zujgj(x) xeR", ueRM
i=1
are proprietatile:
- pentru X fixat, £ (X, U) este o functie liniara in variabilele Uj,..., Uy ;
- pentru U = (Uy,...,Uy) =0 fixat, £ (X, U) este o combinatie liniard, cu coeficienti nenegativi,
de functii convexe si diferentiabile pe R" si ca urmare este ea insisi o functie convexa si
diferentiabild pe R" (vezi propozitia 1, sectiunea 14.1).

Teorema 4. Se considera programul convex in forma canonica:

P) min f(x),xeR"
g;i(x)<0 i=1...,m

In care functiile convexe fsi g;,...,dy, sunt si diferentiabile pe R". In plus, se presupune indepliniti
conditia:

(S) exista X e R" cu proprietatea gi(X)<0 i=1L....,m

Atunci x" €R" este o solutic optimd a programului convex (P) daci si numai daci existd

u* = (uf,...,u;}) e R™ astfel incat (x*,u”™) satisface relatiile:

oL
X 8Xj ]=1...,n
(KKT) VUJSOQG—ISO <u,Vu1>:0<:>uia—1:0i:1,...,m
an aui
' U0 Ui 20 i=1,....m
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Nota: Mult timp conditiile incadrate s-au numit conditiile de optimalitate Kuhn — Tucker in
programarea convexd, dupd numele celor ce le-au anuntat in 1950. Ceva mai tarziu s-a descoperit ca
aceste conditii fusesera formulate de Karush in teza sa de doctorat din 1939.

Comparand enunturile teoremelor 3 si 4 si tinand cont si de teorema 2 rezultd imediat ca teorema 4
decurge nemijlocit din urmatoarea:

Teorema 5. in ipotezele teoremei 4 un cuplu (x*,u™) cux eR"si u e RT este un punct sa al

lagrangianului £ (X , U) asociat programului convex (P) daca si numai daca (x*,u™) verifica conditiile
(KKT).

Demonstratie: Evident §—1=gi(x) de unde uis—‘l:uigi(x) i=1,...,m. In consecinta,
Ui Uj
indeplinirea conditiilor:

éﬁgo glhéézo i=1...,m
ou; au;

nu inseamna altceva decat indeplinirea conditiilor b) si ¢) din teorema de caracterizare a punctului sa!
A ramas de aratat ca :

X este un punct de minim al functiei £ (X, u’) peR" < VXZ(X*,U*) =0 < (x",u”) satisface

sistemul de ecuatii o« =0 j=1,...,n.
&j

* . - . . . . . . .
Deoarece £ (-, U ) este o functie convexa pe R", echivalenta decurge din caracterizarea minimului unei
functii convexe si diferentiabile (teorema 4, sectiunea 14.1)

In mai toate problemele de optimizare practice, variabilele Xj,...,X, sunt supuse conditiei de

nenegativitate
XjZO j=1....,n

In multe consideratii teoretice, aceste conditii sunt incluse in sistemul restrictiilor ,,veritabile” sub
forma
—XjSO j=1....n

Existd si situatii in care este de preferat ca nenegativitatea variabilelor sd fie tratatd separat de
restrictiile ,,propriu zise”.

Drept care, ne propunem a vedea ce forma au conditiile de optimalitate (KKT) pentru programele
convexe in care conditiile de nenegativitate sunt explicit formulate.
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Teorema 6 Se considera programul in forma canonica:

min f(x) xeR"
(P){gi(x)<0 i=1,...,m
x>0

Presupunem ca functiile f si gy,...,dy, sunt definite pe intreg R" (pentru simplitate...), sunt convexe si
diferentiabile. In plus, se presupune ci

(S) existd X € R" cu proprietatile Xj>0 j=1L..,nsi gi(X)<0 i=L...m

. .. . . . o * n . . .o .
Atunci, conditia necesara si suficientd pentru ca X~ € R sa fie o solutie optima a programului convex

(P) este si existe u™ e R™ astfel incat cuplul (x*,u™) si satisfaca relatiile:

6_420 Xja_‘lzo jzl’.'.’n
an 8Xj
ol oL
— <0 uy—=0 i=1,...,m
(KKT) ou; 'aui
1=1 m
X; =20 u: >0
] ' ji=1...,n

unde

m
Z(x,u)= f(X)+u-gx)= f(X)+ Xujgj(x) xeR", ueRM
i=1

este lagrangianul problemei (P).

Demonstratie: Rescriem (P) in forma echivalenta:
min f(x),xeR"
(PH30i(x)<0 i=1...,m

= Xj <0 j=1,...,n

prin includerea conditiilor de nenegativitate In sistemul restrictiilor.
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Asociind restrictiilor gj(X) <0 variabilele uj 20 si ,noilor” restrictii —x; <0 variabilele v; 20,

lagrangianul problemei (P’) este:

m n n
Z'(X,u,v)= f(x)+_2 Uigi(X)— 2 VjXj =L (X, U) = X VjX]
1=1 ]=1 ]=1
Evident
ai’_a_.z_\/. ol oL od'
8Xj an . 8Ui 8Ui

Ipotezele teoremei 5 sunt indeplinite astfel ca x* € R" este o solutie optima a programului (P) daci si

. - . e * A - * oo . - e
numai daci existi u* € R™ care impreuni cu X si satisfaca conditiile:

oL’ oL .
=0eovj=""- j=1...,n
OXj Xj T
%SOQG—ZSO UiaiZOQUia—JZO i=1 m
Ou; Ou; ou; ou; e
o <0&Xx;20 vjai:0<:>xja—1:0 j=1...,n
j Vi Xj
uj 2
i=1....m
Vi = j=L...n
Se vede usor ca aceste conditii se Inscriu in formatul din enuntul teoremei 6.
Nota: Relatiile:
xja—‘lzo,jzl,...,n (1)
an
uia—‘lzo,i=1,...,m 2)
6Ui
se numesc relatii de complementaritate si In orice context ele vor fi interpretate astfel:
pentru fiecare j=1,...,n relatia (1) arata cd “la optim” fie X; =0 fie 5—4 =0;
X -

]
pentru fiecare i=1,...,m relatia (2) aratd ca “la optim” fie multiplicatorul u; este zero fie

restrictia g; (X) < 0 este verificata cu egalitate.
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Conditiile de optimalitate Karush - Kuhn - Tucker in programarea liniara

Orice program liniar este un program convex si drept urmare este firesc sd ne intrebam ce forma au
conditiile KKT in programarea liniara. In aceastd sectiune vom arita cd, in cazul liniar, teorema de
optimalitate 6 coincide cu un rezultat fundamental al dualitdtii liniare, teorema ecarturilor
complementare.

Fixam un program liniar (P):

(max)f(x): % Cij
j=1

n
(P)1 2 ajjxj <bj,i=1...m
=1
Xj20,j=L..,n

in formd canonicd de maximizare. Aducem (P) la forma canonicd de prezentare a programelor
neliniare:

(min) — f(x):—% CjXj
j=1

(P)

e

aij X j -bj <0,i=1,...,m

j=1

n m n
A’(Xl,...,Xn;Ul,...,Um)Z—.z CiXj +.Z Ui[_z ajjX; —biJ
J
pe care il putem scrie si astfel:

m n m
L(X]--o5Xn3UpseeeUpy) :—_Zluibi + _Zl (_Zluiaij —chxj
i= j=1\i=

Calculam:
oL m .
— = > ujajj —Ccij j=1L...,n
6Xj i=1 - :
oL n .
- = aii X i —b I=l,...,m
ou; jzz:l 7 !
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. . - . . - % * k - . . -
Conform teoremei 6, conditia necesara si suficientd ca X =(X{,...,Xp)sd fie o solutie optima a

programului liniar (P) este sa existe U™ = (uik yeens u,’;) astfel incat (x*,u”) si satisfaca relatiile:

oL m oL m _
—2>0< Y uja;; >C; D xi—=0< uiai; —C;i X; =0 ¥ =1,...,n
8Xj El i 4ij J @ J@Xj [El i djj j] i M |j=1L...,
ol n n .
—SO@Z ainiji (2) ui6—£:0<:>ui Zainj—bi =0 2" |i=1...,m
Ou; j=1 ouj j=1
=1
X;i >0 o> T
] Uj =0 j=1,...n

In mod evident:
- relatiile (2) si Xj 2 0 aratd ca X trebuie sa fie o solutie admisibild a programului (P);

- relatiile (1) i U; > 0 arata ca u” trebuie si fie o solutie admisibild a programului dual

om
min Y ujb;
i=1

m
Q) X ujagj =¢j, j=1...,n
i=1

Astfel, pentru programul liniar (P) teorema de optimalitate (6) are urmatoarea reformulare:

Conditia necesara si suficientd ca o solutie admisibild X* = (X{,...,Xn)a programului (P) s fie o
solutie optimi este si existe o solutie admisibilda u” = (uy,...,un) a programului dual (Q) astfel incat

cuplul (x*,u™) sa satisfaci relatiile (1') si (2"), adica:

m -
> Ujajj —Cj |Xj =0 J=1...,n

=1

n
Ui[ > ajj X | —bi]zo i=1,....m
j=1

Am regasit teorema ecarturilor complementare din programarea liniara.
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Modul in care conditiile KKT sunt utilizate in rezolvarea unor programe convexe este ilustrat prin
urmatoarele exemple:

Exemplul 1.Vom considera programul neliniar:

_ 3
(max)f =X; +2X%; — X3

(P) X] + Xy <1

X1 >0, X2 >0
Cercetam daca (P) este program convex. Pentru aceasta:
1) aducem (P) la forma canonica de prezentare a programelor neliniare:
(min) — f =-X; —2%, + xg

(P) X1+X2—1£O
X1 ZO,Xz >0

2) Functia obiectiv —f este convexa in cadranul nenegativ Rf ca suma a doud functii de cate o
singurd variabild, ambele convexe pe [0,+©):

—f = f,(x)+ f,(X,) unde fj(x)=—% este liniard iar f,(X,)=-2X, +X; are proprictatea
f7(X5) =6X, 20 pentrux, >0.

3) Programul are o singura restrictie, liniard in variabilele X;, X, .
In concluzie, (P) este un program convex caruia I se poate aplica teorema de optimalitate 6.

Atasam programului (P) — in forma canonica! — lagrangianul:
L(X],Xp,U) ==X; —2X, + xg +U(X + X, = 1)

Scriem conditiile de optimalitate KKT:

a—‘420<:>—1+u20 (1.1); xl.a—£:0<:>x1(—1+u):0 1.1

0X; X

ol 2 ol 2 ,

—2>20&<-2+43x54+u=0 1.2) ; X9-— =0 X(-2+3%x5+U)=0 1.2
(KKT) ox, 2 (1.2) 2o, 2 ( ) +U) (1.2

oL oL

— <0 X +X%X, <1 2); u-—=0suX;+x,-1)=0 2

U 1+ X (2) . (X + X —1) (2

Xp=20,X, 20 ; u=0
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Daca tripletul de valori numerice (X;,X,,u) satisface conditiile mai sus scrise, putem formula
urmatoarele judecati:

e Din (1.1) rezultd u > 0 si ca urmare (2') implica: X; + X, =1 3)
e Dacd amavea X, = 0,din (3) ar rezulta X; =151 mai departe (1.1") ar implica u =1.
Din (1.2) s-ar obtine & =-1<0. Contradictie! In concluzie x, > 0.
X2
e Deoarece X, > 0din (1.2") deducem -2+ 3X§ +u=0 (4)
e Dacd amavea X; =0, din (3) ar rezulta X, =1si din (4) am obtine: U =—-1<0 ceeace nu se
poate. In consecintd, X, > 0.

o Intrucit x; >0,din (1.1') rezulti u=1. Din (4) gisim X, = si din (3) obtinem

V3

V3

Programul (P) are deci solutia optimi: X, =1- L e

V3
Exemplul 2. Ne vom ocupa acum de programul:

(maX)f = Xl +2X2
(P) xl2 — X; Xy +x§ <21
X1 20,X, 20

Forma canonica de prezentare:
(min) — f =-Xx; —2X,
(P) X = XXy + X3 —21<0
X1 20,X, 20

Programul (P) este un program convex deoarece:
Functia obiectiv este liniara in variabilele X, X, ;

Functia patratica g(X;,X,) = Xlz —X{ Xy + X% care defineste unica restrictie a programului este o
functie convexa — chiar strict convexa! — pe R?. Intr-adevir, g are expresia matriciala

g(X,Xy) = x' Cx = [Xl Xz][ ? _1}[)(1}

-1 2 X,
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2 -1

in care matricea simetricd C ={ } este pozitiv definita (este bine ca cititorul sa revadad notele

privitoare la convexitatea functiilor patratice din sectiunea 14.1)

Lagrangianul programului: £(X;,X,,U) =—-X; —2X, + u(xl2 - X| Xy + X% —-21)

Conditiile de optrimalitate KKT:

oL oL

— 20 —-1+2ux —Uxy, 20 (I.1) ; X -—=0< X (=1+2ux; —UX,) =0 (1.1

Xy 28]

6—420<:>—2—ux1+2ux220 1.2) ; x2-8—1:0<:>x2(—2—ux1+2ux2):0 (1.2
(KKT) ox, Xy

Zig()@xf—xlxzugszl 2); u-z—“lzo@u(xf—xlx2+x§—21)=o 2"

u u

X; =20,X, 20 ; u=0

Daca tripletul de valori numerice (X;,X,,U)satisface conditiile mai sus scrise, putem dezvolta
urmaitoarele rationamente:

e Din(1.1) sau (1.2) rezultd ca nu putem avea U = 0. Prin urmare u > 0.

e Deoarece U > 0 din (2') rezulta: Xlz —X{ Xy + X% =21 3)
e Nu putem avea X; =0, pentru cd dacd ar fi asa, am avea 2—‘4 =—1-UX, <0 in
Xi
contradictie cu (1.1). Deci X; > 0 si ca urmare, (1.1") implica: —14 2ux; —ux, =0 4)
e Analog, din (1.2) rezultd X, > Oiar din (1.2") obtinem: —2 —ux; +2ux, =0 )

e Evident, relatiile (3),(4),(5) constituie un sistem in variabilele X;,X, si U. Din (4) si (5)

extragem: X; = 3i , Xy = 3i Inlocuind in (4) gasim u :é sideaici X; =4,X, =5
u u

Programul (P) are solutia optimi X" =4, x3 =5

Exemplul 3. Uneori, se intdmpla sd cunoastem ,,pozitia aproximativa” a solutiei optime a unui program
convex in sensul ca stim care restrictii sau conditii de nenegativitate sunt verificate cu egalitate si care
nu. In asemenea situatii, conditiile KKT sunt suficiente pentru determinarea ,,exacta” a solutiei optime
cautate.

315



Vom lua ca exemplu programul neliniar:
(max)f =2X; + X,
xl2 + x% <1
X; +2Xy <2
X; 20,%X, 20

(P)

pentru care vom ,,incerca” o rezolvare grafica in figura 14.8.(P) este un program convex, deoarece
multimea # a solutiilor sale admisibile este convexa si functia obiectiv este liniara.In figura este
reprezentata punctat si o dreapta de nivel a functiei obiectiv f a cérei translatii, in sensul maximizarii
lui f, conduce la solutia optima X a programului. Din desen rezultd c¢i X are urmitoarele proprietati:

- satisface cu egalitate restrictia neliniara Xl2 + X% <1 si cu inegalitate stricta restrictia liniara
X; +2Xy <2

- coordonatele sale sunt nenule.

X2

Dreapta de nivel a functiei obiectiv f

X1t 2%, <2

Figura 14.8

Pentru determinarea ,,precisa” a lui X vom folosi conditiile de optimalitate KKT: teoria ne asigura ca X
le satisface!

Forma canonica de prezentare a programului neliniar (P):

(mln) —f = —2X1 — X2
(P) xl2 + x% -1<0

X]+2%X,=2<0
X 20,X, 20
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Lagrangianul asociat:
L(X1,X9,U) ==2X; = X5 + ul(xl2 + x% 1)+ U, (X; +2X, =2)

Conditiile de optimalitate Karush — Kuhn — Tucker:

8_120C>—2+2UIX1+U2 20 (11) , Xla_IZOQXl(—2+2ulX1+Uz):O (11’)
oXq 0X;
Y o4 ,
0Xy 0Xy
oL 9 (%4 2,2 '
— <0 X +X; <1 21D; U -—=0cu(X +x5-1)=0 (2.1
ou; ou;
ou, ou,
X120,X220 ) UIZO,Uz20

Din studiul grafic rezultd ca solutia optima a programului (P) satisface:
- egalitatea Xlz + X% =1 3)
- inegalitdtile stricte X; >0,X, >0 si X; +2X; >2

Din (1.1"), (1.2") si (2.2") rezulta egalitatile:

—242U;X + U, =0 4)
—1+42U;X, +2U, =0 (5)
U, =0 (6)

Relatiile (3) — (6) constituie un sistem in variabilele X;,X,,U;,U, din a cdrui rezolvare rezulta solutia

: 5

optimd X; =—= , X5 = ﬁ s1 valorile optime ale multiplicatorilor Lagrange u; = - u, =0

7

In teoria economica, conditiile KKT permit degajarea unor concluzii calitative importante si
chiar regasirea unor legitati binecunoscute.

4 Profit Exemplul 4 Un agent economic doreste sd investeasca o suma de bani in
doud afaceri independente, ambele profitabile, obiectivul urmarit fiind
maximizarea profitului. Se presupune cd profitul ca functie de suma
investita are alura din figura 14.9 adica este o functie crescdtoare si
concavd. Teoria economica clasicd afirma si probeazid ca suma
trebuie astfel impartitd incat profiturile marginale corespunzitoare
sa fie egale (in cazul de fatd profitul marginal corespunzitor unei sume
investite este profitul suplimentar care s-ar obtine dacd suma creste cu o
unitate monetara).

Suma investita
»

Figura 14.9
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Problema pusa are urmatorul model matematic:

(max) f (X, %) = (X)) + f2(X3)
(P)e X +x, <1
X;=20,X, 20
in care;
X1, X, = sumele investite in cele doud activitati economice;
| =suma totala de investit;
f; (x;) = profitul rezultat din investirea sumei X; in activitatea i , i = 1,2

f (X1 , X2) = profitul total (egal cu suma profiturilor individuale deoarece activitatile sunt
presupuse a fi independente)
Functia obiectiv f este concava in cadranul nenegativ X; > 0,X, > 0ca suma a doua functii de cate o

singurd variabila, concave pe [0, +o0).Unica restrictie din (P) este liniard astfel ca (P) este un program
convex.
Lagrangianul asociat formei canonice de prezentare a programului (P) are expresia:

L (X, X,u) ==F (X)) = fL(X) +u(x; +x, = 1)

Vom scrie conditiile de optimalitate KKT:

a—‘420<:>—f1'(x1)+u20 (D ; xl-a—1=0<:>x1(—f1'(x1)+u):0 (1.1
0%y 0%
a—120<:>—f2'(x2)+u20 1.2); x2-6—1=0<:>x2(—f2’(x2)+u):0 (1.2"
(KKT) 6x, X,
g—‘j§0<:>x1+ngl (2); u-g—‘j=0©u(x1+x2—l):0 (2
X 20,%X, 20 ; uz0

Agentul doreste sd investeascd in ambele activitdti si ca urmare X; >0,X, > 0 .Profiturile marginale

f/(x))si fy(X,) sunt pozitive astfel ca din (1.1) sau (1.2) rezultd u>0. Atunci (2") implica
X; + X, = | iardin (1.1") si (1.2) obtinem f,(X;) = f;(X,) =u. Regasim concluzia mai sus subliniata!

4 pret Exemplul 5. Si notdim cu Q cantitatea dintr-un
anumit bun cerutd si vandutd pe piata la pretul P.

Cuplul (Q,P) este un punct pe curba cererii bunului

considerat, curbda a carei alurd esre vizualizata 1n

. figura 14.10 Vom putea presupune ca Q este o functie
cantitate vandutd  de P sau ci P este o functie de Q dupi necesitati.

»
»

Q Reamintim ca elasticitatea cererii pentru bunul
) considerat s-a definit prin raportul.
Figura 14.10
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dQ
E= — modificarea procentuald a cantititii cerute _ Q _ _E . d_Q
modificarea procentuald a pretului dP
P

Cererea s- numit elastica daca E > 1 si inelastica daca E < 1. Vom demonstra urmatoarea:
Lema O cerere inelasticd implica un venit marginal negativ.

Reamintim ca venitul marginal reprezinta cresterea de venit (pozitiva sau negativi) rezultata din
cresterea cantititii vindute cu o unitate. Formal, dacd R =P -Q este venitul (revenue) obtinut din

vanzarea cantitatii Q la pretul P atunci venitul marginal (marginal revenue) MR este dat de derivata lui
R in raport cu Q:
vr_ 4(P-Q)
dQ

Demonstratia lemei: Avem succesiv:

MR — P.dQ+Q.dP:P+Q.d_P:P.[l+g_d_Pj:P'(l_lj
dQ dQ P dQ

deundese vedeca E<1=MR <0

Sa consideram o intreprindere care produce doua bunuri notate 1 si 2. Fie Q, si Q; cantittile vandute
pe piata la preturile P1(Q;) respectiv P»(Q2). Fie C(Q1,Qz) costul producerii celor doua cantitati. De
obicei, in analiza economica se presupune ca functia C(Q,,Q) este crescatoare in ambele argumente si
convexa in domeniul Q; >0, Q, > 0.
Propozitie Daca intreprinderea urmareste maximizarea profitului sau si unul dintre bunuri are cererea
inelastica, ea nu trebuie sd producad bunul respectiv sau, daca situatia o cere, sa produca atat cat 1i este
impus.
Demonstratie: Problema constd in maximizarea profitului:

I=F-Q +P,-Q -C(Q,Q,)

cu conditia producerii cantitatilor minimale:

Q z=2m >0 Q,=2m, >0
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Rescriem prolema 1n forma canonica:
(min) —IT=-P-Q P -Q; +C(Q1,Q,)
Q<0
—Q; <0
Q1,Q, 20

si atasam lagrangianul:

£(Qp,Q5up,Uy) ==P -Q =P, -Qy + C(Q, Q) + U (M —Qp) + Uy (My —Qy)

Programul este convex si ca urmare conditiile KKT sunt aplicabile:

81 61 6,4
(?1 5 (?2
6Q1 8Q1 6Qz 8Qz
a_l < 0 N 1 8‘4 O 5 8_1 < 0 U2 8‘4 = 0
ou; 8u1 ou, ou,
Q:,Q, 20 uj,u, =20

Sa presupunem ca bunul 1, produs in cantitatea Q; are cerea inelastica. Dintre conditiile KKT de mai
sus consideram numai pe acelea care se refera la variabila Q.

L NN _ IR -Q)  oC

-Uu; 20 = —-MR +MC;—-u;20 (1)
oQ o  0Q
unde
MR, = %@QI)E venitul marginal rezultat din vanzarea bunuluil;
1
MC,; = ——= costul marginal al producerii bunului 1.
1
Q- 20 S Q- (= MRy +MC; ~uy) =0) (1"
8Ql
oL
—<0 = m <0 2
ou, 1—Q 2
w20 = um Q) =0 @)
ou,

Deoarece la optim Q; > m; >0 din (1’) rezulta:

_MR1+MC1—UIZO = UIZMCI—MRI
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Produsul 1 are cererea inelastica si conform lemei MR; < 0. Cum MC; > 0 urmeaza ca la optim u; > 0.

Atunci din (2') rezultd Q; = m,. Deci, din bunul 1 cu cererea inelastica nu se produce mai mult decat
cantitatea minima impusa.

14.5 Programe patratice convexe

Printre cele mai simple probleme de optimizare neliniard, dar si cele mai uzitate modele in analiza
economicd, se numara problemele de programare patratica, caracterizate prin aceea ca restrictiile sunt
liniare iar functia obiectiv este un polinom de gradul doi in variabilele problemei.

Problemele de programare patratica vor fi studiate in urmatoarea forma canonica:

(P) Si se determine x* = (Xik yeees X;) care minimizeaza valoarea functiei obiectiv:

n
f(X(seo0sXpy) = 3 pjxj+1 > Pij X X j
n

j=1 <i<igj<

cu satisfacerea restrictiilor:

n
> ajj X j Sbi i=1...,m
j=1

si a conditiilor de nenegativitate:

Cu notatiile matriciale:

| apg an
p:[pl,___, pn] , X= ; A= :
Xn ami Amn
c c
. 1 In . Cii = 2Pii i=1,...n
= unae .
Cjj =Cji =pjj I<i<]J<n
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(P) se rescrie condensat:
(min) f (X) = px+ % X! Cx

(P) Ax<b
x>0

In continuare vom avea in vedere numai programe patratice convexe. Conform definitiilor generale
(sectiunea 14.1, exemple de functii convexe) (P) este un program convex daca si numai daca functia

. 1 . g . - .
obiectiv f(X)= pX+§XT Cx este o functie convexd pe R" ceeace revine la a spune cd matricea

simetrica C este pozitiv semidefinita.
Importanta programarii patratice convexe este motivata prin:

- faptul cd modeleaza cu suficientd acuratete multe situatii practice mai cu seama de
natura economica;

- ca si programele liniare, programele patratice convexe sunt solvabile intr-un numér finit
de pasi prin metode derivate din metoda simplex.

Programarea patratica in exemple
Exemplul 1. Reludm problema determindrii programului de activitate intr-un sistem de productie in

care un numar de resurse disponibile in cantitdti limitate sunt transformate in bunuri, obiectivul fiind
maximizarea venitului rezultat din vanzarea produselor rezultate:

n
(max)f = Y Cij
j=1

n
Zainiji i=1....m (D)
j=1

in care:
X[,..., Xp reprezinta cantitatile de bunuri ce urmeaza a fi produse din resursele disponibile;

by,...,by reprezinta cantitatile de resurse disponibile;
aj i=1,...,m, j=1,...,n sunt consumurile unitare;
Cy,...,Cp sunt preturile cu care sunt vandute bunurile produse.

In multe situatii practice, preturile Cj pot fi considerate constante. Nu Intotdeauna insa ceea ce se
produce se poate si vinde la un anumit pret. In acord cu teoria economica, cantitatea de marfa vanduta
se afla Intr-o relatie inversa cu pretul cerut. Am putea exprima aceasta dependenta prin relatia liniara
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Cjzaj—ﬂij cu aj>0,/i’j>0 j=1,...,n 2)

Desigur, si aceasta relatie este o aproximare a situatiei reale insa de multe ori aceasta aproximare este
mai buna decét cea rezultatd din ipoteza unor preturi constante.
Inlocuind ¢; din (2) in functia obiectiv f obtinem:

n n n
2
f=2(aj-Fjxjxj= X ajxj— X BjXj
=1 j=1 =1

Astfel, programul (1) se transforma intr-un program patratic cu functia obiectiv convexa:

M=

n
ﬂjX%— > Olej — min
j=1 j=1

Exemplul 2. Un agent doreste sd investeasca suma Q in n fonduri de investitii prin cumpararea de
actiuni. Fie Xj numarul actiunilor de tipul j ce urmeaza a fi cumparate la pretul p;, astfel ca:

n
2 PiXj<Q
j=1

Xj >0 j=1,...,n

In general, venitul rezultat dintr-un plasament in fondul de investitii j este o variabild aleatoare cu
media m; si dispersia ojj j=1,...,n. Dupd cum este cunoscut, dispersia jj este 0 masura a riscului
ca venitul obtinut sd difere de valoarea medie. Un fond j cu dispersia cj; mare poate fi socotit ,,riscant”
existand posibilitatea unor fluctuatii mari fatd de valoarea medie.

Pentru doua tipuri diferite de plasament i # j fie Gjj covarianta veniturilor rezultate din acestea; Gjj este
un indicator al corelatiei acestor venituri: o covarianta pozitiva semnifica faptul ca veniturile cresc sau
descresc impreuna.

Mediile m; si dispersiile ojj se calculeaza cu mijloacele specifice statisticii matematice. Celelalte
elemente ale matricii de covarianta [JijJ sunt mai greu de estimat si abordarea uzuald presupune

postularea unor ipoteze privind comportamentul pietei bursiere, ipoteze care permit deducerea valorilor
cij din dispersiile Gji §1 Gjj.
Cu aceste pregatiri, venitul total rezultat din plasamentele Xi,...,X,, are valoarea medie:
n
E(X) = 2 mjX;
j=1
si dispersia
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n
V(xX)= O‘inin
i j=1

V(X) este o masura a riscului asociat vectorului de decizie X = (Xj,...,Xp) -

Problema agentului consta in alegerea unui ,,vector de plasamente” X" = (X{ ,..., X ) care, pe de o parte
g g p 1 n p p

sd creascd cat mai mult valoarea medie a venitului rezultat din plasamente, iar pe de altd parte sa
micsoreze riscul inerent. Formal, cele doud obiective pot fi combinate in functia:

aE(X) - fV (X) > max = f(x) = pV(X) —aE(X) > min

in care a s1 B sunt constante nenegative ce reflectd atitudinea agentului fata de risc; se poate presupune
caa+fB=1.
Astfel, combinatia oo = 1, B = 0 exprima atitudinea unui investitor lipsit de teama in fata riscului,
preocupat doar de maximizarea venitului mediu.
Din contra, combinatia oo = 0 , B = 1 formalizeaza atitudinea unui investitor excesiv de prudent,
interesat in obtinerea unui venit cat mai constant, scutit de fluctuatii, venit care poate avea insa o
valoare medie mica...

In concluzie, problema determinirii portofoliului de investitii este modelata de programul
patratic:

n n
(min)f(x):ﬂ > O'inin—(Zz ijj
i,j=1 j=1

n
2 pjxj<Q
j=1
Xj >0 jzl,...,n

Programul rezultat este convex Intrucat se stie ca matricea de covarianta |_O'i j J este pzitiv semidefinita.

Conditiile de optimalitate Karush — Kuhn — Tucker in programarea patratica convexa

Fixam programul patratic cu m restrictii §i n variabile, in forma canonica:
. 1
(min) f (X) = px+ 5 X! Cx

(P) Ax<b
x>0

cu notatiile matriciale introduse 1n sectiunea precedentd. Presupunem cad matricea simetricd C este
pozitiv semidefinita; functia obiectiv f este atunci convexa si intreg (P) este un program convex.
Asociem sistemului celor m restrictii liniare Ax <b vectorul linie u =[uj,...,uUy, Jal multiplicatorilor

Lagrange si construim lagrangianul programului (P):
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Z(X,U) = px+%xTCx+ u(Ax —b)

In scriere matriciala, conditiile de optimalitate KKT pentru programul (P) arati astfel:

VL0 p+X C+uA=0 (1) <VX1,X>:0<:>(p+xTc+uA)x:O (1

V£ <0 AX-b<0 () (U, Vy<L)=0<u(Ax-b)=0 2"

X=>0 u=0

Transformam inegalitatile (1) si (2) in egalitati introducand vectorii de variabile de abatere:

Y1

v=[v,...vp] = p+Xx " C+UA>0 ; y=| ! |=b—Ax>0
def y def
m

Rezulta relatiile:
xTC+uA—v:—p si Ax+y=hb
Mai departe:
(1) e w=0<vVjx;=0 j=1...,n deoarece Vj 20, Xj 20

2)Yeu=0<u;yj=0 i=1,...,m deoarece Uu; 20, y; 20
Cu aceste pregatiri, avem urmatoarea interpretare a conditiilor KKT:

- ., - . . - * - . . -
Teoremi Conditia necesard si suficientd pentru ca X" € R"si fie o solutie optimi a

programului patratic convex (P) este si existe u” e€R™, v*eR", y*eR™ astfel incat

% * % - . .o
(x*,u™,v*, y")sa verifice relatiile:

n m
XK Cri + 2Ujaji —V; =—p; j=1..,n
X'C+UA-v =-p kZ::1 K El ) P
= 1 (3)
AX ty= b Zaikxk +Y = bi i=1,...,m
k=1
x20,u20,v20,y20 < Xj=20,uj20,vj=0,y; 20 i=L...m;j=1...,n 4)
vx=0 ; uy=0 = ViXj=0 j=L..,n; uyj=0 i=1...,m (5)
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Se observa ca (3) este un sistem liniar cu m + n ecuatii 1 2m + 2n variabile.

In baza teoremei, rezolvarea programului patratic convex (P) s-a redus la determinarea unei
solutii a sistemului liniar (3) care:

- sa fie admisibila, adica sa verifice conditiile de nenegativitate (4);
- sa verifice ,relatiile de complementaritate” (5).

in principiu, aceasta se poate face cu ajutorul algoritmului simplex in felul urmitor:

e Se introduc vectorii de variabile artificiale:

Zl=l211,...,2”20 cu le=0 dacd p;=20; z°=| : [20 cu Zi2=0 daca b; >0

e Serezolva programul liniar:

: LI L
(min)w = _Z Zj +_Zzi
]=1 1=1
X C+UA—v +2! =-p

AX +y —-z°=b

xzo,uzo,vzo,yzo,z1zo,zzzo

folosind algoritmul simplex, modificat cu urmatoarea regula suplimentara care se referd la criteriul de
intrare 1n baza:

(*) la fiecare iteratie, noua variabila bazica va fi astfel aleasa incat:

- pentru orice j=1,...,n variabilele v; si X; sa nu fie simultan bazice;
- pentru fiecare i = 1,...,m variabilele u; si y; sa nu fie simultan bazice.

Aceasta regula ne asigura cd la fiecare iteratie, in solutia curenta:

sau Vj =0 sau Xj =0 deci ViXj =0 j=1,...,n

sau Uj =0 sau yj =0 deci ujyj =0 i=1,...,m

altfel spus, tot timpul relatiile de complementaritate (5) sunt indeplinite.
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La start se va pleca cu solutia:

Vi = |

pj daca pj =0 bj >0 daci b; >0
y-:
0 daca pj<0:>2j=—pj !

0 daca bi <0= Z'2 =—bi

care verifica (5) intrucat x=0 si u=0.

Se poate arata ca dacd (P) este un program compatibil atunci intr-un numadr finit de iteratii se
ajunge la o solutie in care (min)w =0 < toate variabilele artificiale introduse au valoarea zero.Este
clar atuci ca s-a obtinut o solutie a sistemului (3) care satisface conditiile de nenegativitate (4) si
relatiile de complementaritate (5). Componenta X a acestei solutii este solutia optimd a programului
patratic (P).

Observatie: Consideratiile de mai sus constituie o descriere de principiu a algoritmului lui Wolfe
pentru rezolvarea programelor patratice convexe.

Exemplul 3. Vom considera programul patratic:

(min) f (Xq,Xy) =—2X; —5X5 +x12 — X Xo +x§
(P) X; +Xo <2
X1 >0, X2 >0

Ne propunem:
1) sa aratam ca functia obiectiv este strict convexa,
i1) sa determinam minimul liber (< nerestrictionat) al functiei f;
ii1) sd determinam solutia optima a programului cu ajutorul algoritmului lui Wolfe, descris mai
sus.

Solutie: i) Aducem f la forma matriciala f(x)= px+ % X! Cx:

p=[-2,-5] x{:ﬂ c{_zl —21} - f=[—2,—5{:j+%[xl,x2{_21 —;}{:ﬂ

Deoarece

C11=2>0 $1

‘ =detC =3>0 = matricea C este pozitiv definita astfel ca f este o functie

. - 2 A .
strict convexa pe R” ; in particular (P) este un program convex.

i1) Stim ca pentru functiile convexe si diferentiabile in intreg spatiul, punctele de minim coincid
cu solutiile ecuatiei Vf(Xx)=0 (vezi sectiunea 14.1, caracterizarea diferentiald a functiilor convexe,

teorema 4).
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In cazul de fata:

of
X 242X — X» =0 X — X =2 R=3

Vi) =0l { 17— X2 o { 1 2 %
i:() —-5- X1+2X2=O —X1+2X2=5 X2:4
8X2

min f = f(X)=-13
Notam ca punctul de minim liber X = (3,4) nu satisface restrictia programului (P).

ii1) Programul (P) este In forma canonicd; asociem unicei restrictii din (P) multiplicatorul u si
construim lagrangianul:

L(X ,Xp,U)=-2X; —5X; + xlz — X1 Xy + x% +U(X] + Xy —2)
Vom scrie conditiile KKT cu notatiile din expunerea teoretica:

oL

aXl 8Xl
sza_‘dz—S—Xl+2X2+U20 ; Xza—‘Z:O@VzXz:O
Xy 29)

—y=a—£=X1+X2—2SO 5 UZ—‘[:O@Uy:O
u

ou

XIZO,X220 u=0

Rezolvarea programului patratic convex (P) se reduce la determinarea unei solutii a sistemului liniar:

2X; = X9 +U—V] =2
— X +2Xy +U -V, =5
X; + X +y=2

cu toate componentele nenegative:

X} 20,%X 20,uz0,v;=20,v,20,y=0

si care verifica relatiile de complementaritate:

ViX] =0 VoXy =0 uy=0
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Pentru aceasta se va rezolva programul liniar:

X1+ Xy

— X +2Xy +U

2X; — X9 +U—V]

+7 =2
+1p =5

+y =2
X[, X 20;u=0;v,vy 20;y20;21,2 20
(min)w = z; + 2,

cu algoritmul simplex,avand grija ca la fiecare iteratie variabilele:

sd nu fie simultan bazice (tabelele 14.)

Vi siox

9

Vy siXy 5 Usiy

1 1
CB|VBIVVB x3s X2 U Vvi Vo Yy Z1 Ip
ljz|2]2]1 1 -1 0 0 1 0
l{z|5|-1 2 1 0 -1 0 0 1
Oly|2]1 1 0 0 0 1 0 0
wi| 711 1 2 -1 -1 %= =% =%
O x| 1 |1 -1212-12 0 0 12 0
1 {z| 6|0 3232-12-1 0 12 1
Oy | 110321212 0 1 -12 0
W | 6 | x 3/232-12 -1 = -1/2 %
0 [xg[43]1 0 1/3-1/73 0 1/31/3 0
1|50 0 d - -1 1
0 [x2]23]0 1 -131/3 0 2/3-13 0
w|5 | = 2 -1 -1 -1 0 =
0 | X1 1/2
0 |u/|5?2
0 | x2 32
w| o0
Tabelele 14.1 -14.4
: . : "
Solutia optimd a programului dat este X; = >

Solutia de start

Xy = X =0;u =0;v; =V, = 0;
y =2;2; =2 172, =5

satisface conditiile de complementaritate (5).

Iteratia 1 Variabila U nu poate deveni variabila bazica
deoarece y este deja! Intrd x; si iese Z;.

Iteratia 2 Din nou U nu poate deveni variabild bazica.
Intra x; si iese y.

Iteratia 3 Abia acum U poate deveni variabila bazica
deoarece Y este nebazica! Vaiesi z, .

Iteratia 4 Deoarece W = 0, cu sigurantd solutia curenta
este optima si nu mai este necesara completarea tabelului
simplex!

, x’zk = % . Multiplicatorul Lagrange optimal: u* = %
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Probleme propuse

Fie Vl,vz,...,vpvectori din spatiul R". Reamintim ca vectorul X e R" este o combinatie liniara a

2

vectorilor V' ,V=,...,vP dacd exista scalarii ALy, Ay astfel incat:

X=aV' +av® e+ avP
In analiza convexi se utilizeazi frecvent unele combinatii liniare ,,mai speciale”. Astfel, combinatia
X=aV' + v+ +a,vP se numeste:
- afind dacd o) + oy +--+ap =1;
- conica daca oy 20,a, 2 0,...,ap >0;

-convexa dacd o +ay +--+ap =1si ¢, 20,5 20,...,a, 20.

1. Probati ca:
- o conbinatie afind a doi vectori X si Y se poate scrie in forma z=(1-a)X+ay cu ¢ € R;

-0 conbinatie convexd a doi vectori X si Y se poate scrie in forma z=(1-a)X+ay cu 0<a <1.

Fie x # y doud puncte (sau doi vectori) din ,,planul” R?. Din geometria analitici elementara se stie ci:

- multimea combinatiilor afine ale vectorilor X,y coincide cu dreapta care trece prin punctele
X,y -vezi figura 14.11a);

- multimea combinatiilor convexe ale vectorilor X,y coincide cu segmentul cu extremitatile
X,y - vezi figura 14.11b);

(1-o0)x+ oy
cuf0<a<l

ocy cuoeR

v
v

v

a) b) C)

Figura 14.11

- multimea combinatiilor conice ale vectorilor X,y este conul determinat de semidreptele
determinate de vectorii X,y . Intr-adevir - vezi figura 14.11c) — fiecare multiplu nenegativ al vectorului

X este un punct pe semidreapta determinatd de X. Analog, By cu 3 = 0 este un punct pe semidreapta
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determinatd de y. Compunerea vectorilor ax si By dupd ,paralelogramul fortelor” arata ca suportul
sumei aX + By se afla intre semidreptele determinate de vectorii X,y .

2. In planul R? se dau vectorii X! = (3,)si x? = (—L2). Sa se vizualizeze urmatoarele multimi:
AZ{XERZ x:a1x1+a2x2 cu al,azeR}
B:{XGR2 X:alxl+a2X2cu 0{1+a2:1}

C={Xe R? X=0{1X1+a2X2 cu a; 20,a, 20}

DI{XE RZ‘X:a1X1+a2X26u oy +a,=1s1t a; 20,0, 20}

Solutie: (cititorul este indemnat sa-si ,,reevalueze” cunostintele de algebra liniara...) Vectorii x!, x?

A . . . .. . .o o o . .2
avand suporturile diferite sunt liniar independenti si ca urmare formeaza o baza a spatiului R”. Aceasta

~ . v . . 2 . n . . . Coe . .
inseamni ca orice vector din R? se scrie — in mod unic — ca o combinatie liniard a vectorilor x'si x?.

In consecintd A = R*.Consideratiile precedente conduc la reprezentirile din figura 14.12.

A

Conul C

X Segmentul D

X Dreapta B

v

Figura 14.12

3. In planul R? se dau vectorii vl = (1,1),V2 = (3,2),V3 =(2,4). Fie T multimea combinatiilor convexe
ale celor trei vectori.
1) Exprimati un punct oarecare din T printr-o combinatie convexa a doi vectori;
.. L - s . 1 1 1 5. 1 1 1
i1) Aplicati schema gasitd combinatiilor a = Zvl + Evz + ZV3 sig= vy a3
ii1) Folosind rezultatele de mai sus vizualizati multimea T.
Solutie: 1) Fie X = 0¢1V1 + a2V2 —1-053V3 cuat+a,+ay=1s1a;20,a, 20,03 20.

-daca a; =1 atunci @y =a; =0 si x=V';
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- dacd o =0atunci X = 052V2 +053V3 cu a, +a3 =1 s a, 20,a;3 20de unde rezultd ca X

este un punct pe segmentul lv2 3 J;

- sd presupunem acum cd 0 < ¢y <1. Putem scrie: A
a a
x=aV' +(1-a)) | —2—V?+—-V} =gV +(1-a))y
1—0!1 l_al
unde
a a
y=—22 2, B 3
l—al 1—051

cpe o o . . o . 2 . 3
Se verifica usor cd y este o combinatie convexa a vectorilor v° si Vv

adicd este un punct pe segmentul lv2 V3 J

Apoi, X= 0{1V1 + (1 — )y aratd ca X este o combinatie convexa a

v

vectorilor V! si y ,deci un punct pe segmentul cu extremititile v*
siy — vezi figura 14.12 Figura 14.12

i1) Ca mai sus:

1,3 y

1 2 2
a=—VvV +—Yy cuy= V© +
FAE 1_14 1

%32213

_%v =§v +§v

LImpartind” segmentul [VZ,V3] in trei parti egale, y se afld la 1/3 de extremitatea v* si 2/3 de cealaltd

extremitate V°. Analog, a se afld la 3/4 de v* si la 1/4 de y pe segmentul vl y] .Coordonatele punctului

s LG
Bop, b

vl 2,13
1- 1
3

3 o2l 1,1,
_% 3 2 2

Conchidem ca y este mijlocul segmentului lv2 ,v3_| de unde rezulta ca segmentul l\/l , yJ este mediana 1n

Analog: ¢ =%V1 +§y cu y=

tringhiul cu varfurile v' , v? si V2. Punctul g se afld pe segmentul [vl, yJ la2/3 devtsi1/3 deysica

urmare coincide cu centrul de greutate al triunghiului.
iii) din cele de mai sus rezultd c¢i multimea T a combinatiilor convexe ale vectorilor V' , Ve, VP se
compune din toate punctele situate in interiorul sau pe laturile triunghiului cu varfurile v* , v#, V°.

Conceptul geometric de dreaptd poate fi extins la un spatiu oarecare R" in doud moduri:

- fie X # Y doud puncte din R". Numim ,,dreapti care trece prin punctele (diferite) x , y”
multimea tuturor combinatiilor afine ale punctelor X si y. Notatie:

D(x,y):{zeR” | z:(l—a)xmy,aeR}

332



- fie X° un punct oarecare din R" si reR" un vector nenul. Multimea:

d(XO,I’)z{ZeRn z=x0+a-r,aeR}

se va numi ,,dreapta care trece prin punctul X" si are directia r”

4. Sa se arate cd cele doud concepte de ,,dreaptd” introduse mai sus, coincid.

Indicatie: daca dreapta s-a dat prin doud puncte X # Y, ea coincide cu dreapta care trece prin X §i are
directia r =y — X # 0. Reciproc, daca dreapta s-a dat printr-un punct x° i directia r, ea coincide cu
dreapta care trece prin punctele distincte x° si x° + r.

Fie A < R"o multime oarecare nu neapirat convexa. Existd multimi convexe care contin multimea A,
ca de exemplu, intreg spatiul R". Intersectia tuturor acestor multimi este o multime convexd care
contine pe A si mai precis este cea mai mica multime convexa care contine multimea A. Ea se numeste
acoperirea convexa a multimii A si se noteazd Conv(A) — vezi figura 14.13

Figura 14.13

5. Fie A c R"o multime oarecare.
i) S4 se arate ci dacd X si Y din R" sunt combinatii convexe de puncte din A atunci orice punct

de pe segmentul [X, y]este o combinatie convexa de puncte din A. Sa se deducd de aici ca multimea A’
a tuturor combinatiilor convexe de puncte din A este o multime convexa care contine pe A.

ii) Sa se arate cd o multime este convexa daca si numai daca o datd cu doud puncte contine si
orice combinatie convexa a acestora.

ii1) Folosind 1) si ii) sd se arate cd A’ = Conv(A) adica acoperirea convexa a unei multimi A
se compune din toate combinatiile convexe de punte din A.
Solutie: Fie

m . m n . m
X=Yax'cu Yai=1siaf 20 y=2pjylcu X B =1si pj=0
i=1 i=1 j=1 i=1
doud combinatii convexe ale unor puncte x! yeey X respectiv y1 ,...,y"din A. Fie 0< A1 <1. Avem de

1

aritat cd z=(1—A)X+ Ay este o combinatie convexi a unor puncte din A. Fie z',...,z" punctele

rezultate din reuniunea colectiilor {Xl,...,xm} si {yl,..., y" } Observand ca intr-o combinatie convexa
a unor puncte putem introduce si alte puncte cu coeficientul zero rezultd ca x si y pot fi considerate
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combinatii convexe ale aceleiasi colectii de puncte 2!, zP:

p ; P P ; p
X=Yaiz'cu Yaj=15si a; >0 y=Xpz2"cu X B =1si >0
i=1 i=1 i=1 i=1
Atunci:
p ; p ;
2=(1=-)x+ 2y = X[(1=Da; + 4B, ' = Xyiz' cu yi =(1- D + 2B,
i=1 i=1
Deoarece:

p P p
Vi =(1—/1)ai +/1ﬂi >0 i=1,...,p sl 27| =(l—i)2ai +ﬁ“218i =l-A+A1=1
i=1 i=1 i=1

o P . g o 9 .
combinatia z = Y y;2' este intr-adevir o combinatie convexi de puncte din A.
i=1
ii) Fie C = R" o multime oarecare.
= presupunem ca C este o multime convexa in sensul definitiei date in sectiunea 14.1 Fie
p i p ) .
X = Zaix' cuyai=lstag; 20 1=1...,p
i=l i=1
O combinatie convexa a p puncte din C. Avem de aratatca x e C .
Daca p=1 atunci o =1 si x=x'eC;

Daca p = 2 atunci X:alx1 +0:2X2 =(1—a2)X1 +052X2 cu 0<a, <1 si xeC 1in virtutea
definitiei multimii convexe.
Fie p > 2 si presupunem cd orice combinatie convexda a p — 1 puncte din C este in C. Daca

ap =1 atunci o) =---=ap ;=051 X= xP e C . Putem presupune ci ap <l. Atunct:
a1 Xp1 . p-1

_ p_l i
X' e+ Xp +apo:(1—ap)y+C{po cuy= Zaixl
1-a, l-a, I=ap iz

X:ﬂ—aw

Se vede usor cd y este o combinatie convexd a p — 1 puncte din C si ca urmare y € C 1n baza ipotezei
de inductie. In fine, x = (1 - ap)y+apx Peuo0< o <1 aratd céd X este un punct pe segmentul [y, X pJ

in intregime inclus in C, multimea C fiind presupusa convexa. Deci x € C .
Implicatia <= este banala.

ii1) Din 1) rezultd ca A’ este o multime convexa. Evident A < A’ si de aici Conv(A) < A’
deoarece Conv(A) este cea mai mica multime convexa care contine multimea A. Pe de altd parte o
combinatie de puncte din A poate fi socotita ca o combinatie convexa de puncte din Conv(A) pentru ca
A < Conv(A). Folosind ii) rezultd A" < Conv(A) si in concluzie A" = Conv(A).

Un politop in R" este acoperirea convexi a unui numir finit de puncte din R" — vezi figura 14.14

1 2

X

Py ey

6. Se consideri politopul P = Conv {Xl,xz,...,xp }c R". Fie r = maxﬂx XPH} sd se arate ci

||X|| <r oricare ar fi X € P, altfel spus orice politop este 0 multime marginita.
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X
| o :
i
i . X4 i
A= {53 X XY Politopul Conv(A)

Figura 14.14

Se poate arita cd un politop este o multime poliedrala adicd este multimea solutiilor unui anumit
sistem de inecuatii liniare (nestricte) si mai precis este 0 multime poliedrala marginita. Este valabila
si afirmatia reciproca: o multime poliedrald marginita este acoperirea convexa a unui numar finit
de puncte.

A+B
A+v
SO N
,'/ V' Vizualizarea unei
‘ translatii

Suma dintre discul A si triunghiul B ’
este un triunghi cu colturile rotunjite

v

Figura 14.15

Fie A,B < R" si @ € R. Definim multimile:

A+B:{x+y| xeA,yeB}si aA:{ax| xe Al
A + B se numeste suma Minkowski a multimilor A si B. Daca B se reduce la un punct, B = {v}vom
scrie simplu A + v in loc de A +{v}si vom zice cd multimea A + v este translatia multimii A definita
de vectorul v. Daca o este un scalar si -a opusul sau vom scrie -aA in loc de (-a)A si A — B in loc de
A+ (-1)B. Evident A~B ={x—y|xeA,yeB|
Reprezenzirile grafice ale unei sume si a unei tranlatii in planul R* sunt date in figura 14.15

Translatia unei drepte este tot o dreapta. Intr-adevar daca D(x,y) este dreapta care trece prin punctele
distincte X si Y atunci D(X,y) + v =D(X +V, y + V) vezi figura 14.16
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Dreapta D(X + V, Y +V) 7. In planul R* se dau segmentele A:lvl,v2 J si

B = |v3.v*| unde vi= (1.-1) . V= @.1), V*=(2.1).
vi=(3,0). Si se reprezinte multimea A + B. Ce forma
are?

8. In notatiile introduse,probati ci daci A si B sunt
multimi convexe atunci A + B §i oA sunt multimi
convexe.

v

9. i) Sa se arate ca B={Xe RnH|X||Sl} este o

Dreapta D(X, )

multime convexa (B se numeste bila unitate (inchisa)
Figura 14.15 N — dimensionali)
ii) Fie X’eR" si r > 0. Multimea

B, (x*) = {XE R" HX—XOHS r}

se numeste bila (inchisi) cu centrul in x° sirazar. Aratati ca: B, (XO) =x"+rB
10. Se dau functiile numerice f si g cu acelasi domeniu de definitie C < R". Fie max (f,g) functia
definita pe C prin relatia: max (f,g) (X) = max (f(x) , g(x)). Sa se arate ca:

Epi (max (f, g)) = Epi (f) » Epi (9)

In particular, daca C este o multime convexa si functiile f,g sunt convexe atunci si functia max(f,g) este
convexa.

11. 1)Se considera functia patraticd @(X) = X' Cx , x e R"unde C este o matrice simetric. S se arate cd
pentru orice X,y € R"si a € Rare loc identitatea:
p((I-a)x+ay) = (1-a)p(X) + ap(y) —a(l - a)p(X - Y)

Folosind 1) sa se arate ca:
ii) @ este o functie convexd < @(Xx) =0 (V)xeR";
iii) ¢ este o functie strict convexd <> @(X) >0 (V)xeR",x#0;
12. Pentru ce valori ale parametrului a € R functia patratica:
1
f (X)X, X3) = TX; = 3%y +4X3 +2XE + XXy + X X3 + X5 +8- Xy X5 +§x32

este strict convexa?
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ST . . 1 : 3 :
13. Aratati ca functia patratica f(X;,X,)=-2X; — X, +5X12 —X{ Xy + 2X§ este strict convexa pe R* si

determinati minimul sau.

14. Rezolvati programul patratic convex:
(min) f = —8X, +2X, + X{ —2X; X5 +2%3
2X; =Xy <2
X; +Xy 22
X =20,%X, 20

Stiind ca solutia optima satisface cu egalitate prima restrictie §i cu inegalitate stricta cealaltd restrictie
precum si conditiile de nenegativitate.

(P)

15. Cercetati convexitatea urmatoarelor programe neliniare In forma canonicd, scrieti conditiile de
optimalitate KKT si determinati solutiile optime.

(min) f = X — 6X; + X3 —3X,

a) (P) X; + X, <1

X; 20,%X, 20

(min) f =4%; + 9%, +16X%;3
b) (P) L+i+££28
XX X3
X =20,Xy 20,%X3 20
2 2
. a a
(min) f = X; + ——+ X, +—=
1 X2
c) (P) X;+ Xy <1 unde a;,4a,, | sunt constante pozitive

X =20,%X 20

Caz particular: a; =2,a, =5,1=6.
Atentie: sunt doua situatii de analizat dupa cum minimul liber al functiei f satisface sau nu satisface
restrictia programului !

16. Cercetati convexitatea urmatorului program neliniar, aducandu-l in prealabil la forma canonica si
determinati solutia sa optima folosind conditiile KKT.

(max) f = In(1+X;)— X3 + X,
(P) X; —6X, <3
X =20,X, 20
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17. Se considera pogramul neliniar:
max X{X,
2
<
P X;+X5 <3
2X; =Xy 21
X; 20,X, 20

1) Reprezentati grafic multimea solutiilor admisibile;
i1) Probati cd programul (P’) rezultat din (P) prin inlocuirea functiei obiectiv Xl2 X, cu functia

In(x2X,) =2In X, +1nx,

este convex si are aceeasi solutie optima ca si (P);
ii1) Determinati solutia optima a programului (P) rezolvind programul convex (P") cu ajutorul
conditiilor de optimalitate KKT.

18. Determinati solutia optima a programului neliniar:

(ll' an
max X, - X,

(P) 4 piX; + PaXy <1 incare a,a,, Py, Py, | sunt constante pozitive.
X; <0,X, 20

Indicatie: se maximizeaza functia f =In(x;" -x32)=a; InX, +a, InX,

19. Folosind conditiile KKT si algoritmul simplex sa se rezolve programele patratice convexe:

(min) f = —5x; —8X, + X2 +2xX3
a) (P){ 3% +2%, <6
X;=20,X, 20

(min) f =—=7x; —15X, + X} —2X; X, +2X3
b) (P)4 X; +2X, <30
X =20,%X, 20
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