CAPITOLUL III
PROGRAMARE DINAMICA

Dacé analizam natura problemelor care au fost rezolvate prin programare liniard sau prin
teoria grafurilor, constatdm ca procesul economic pe care doream sa il optimizam se desfasura intr-
o singurd faza (etapd sau perioadd). Tinand cont de faptul ca existd numeroase probleme de
optimizare care modeleaza procese economice care se desfasoara in mai multe perioade si la fiecare
perioada trebuie sa stabilim solutia optima, viziunea statica poate constitui un neajuns. Este evident
faptul ca succesiunea de solutii nu se poate determina tinand seama numai de parametrii fiecarei
perioade analizate in parte, $i ca este necesar sa identificdm o succesiune de solutii care optimizeaza
intregul proces analizat. Problemele economice care reclamd o suitd de decizii secventiale se
caracterizeaza prin faptul cd o decizie care adoptata intr-o anumita perioada are atit un efect
economic imediat, cat si unul de lunga durata, care influenteaza si asupra celorlalte etape.

Optimizarea proceselor secventiale se obtine prin metodele unei teorii matematice relativ
recent constituite si care se numeste programare dinamicd. Creatorul acestei teorii este Richard
Bellman, iar lucrarea sa fundamentald este Dynamic Programming aparutd in anul 1957.
Programarea dinamica are un camp larg de aplicatie in cercetarea operationald (organizarea
productiei, gestiunea stocurilor, reinnoirea echipamentelor), precum si in alte domenii (navigatie
cosmica, procese cu conexiune inversa etc.).

Sa presupunem un proces secvential a carui desfasurare in timp depinde de o variabila care
poate lua o multime de valori in fiecare etapa. Ne putem decide pentru o valoare determinatda a
variabilei 1n fiecare etapa si din aceastd cauza ea se numeste variabila de decizie sau de control. O
succesiune oarecare de decizii constituie o politica §i cea care ne intereseaza este politica optima, de
pilda aceea care conduce la un cost total minim al procesului.

Deosebim doua tipuri principale de procese secventiale:

a) deterministe, cand la fiecare faza procesul este controlat in intregime de decizia pe care

o luam;

b) stohastice, atunci cand evolutia procesului se desfasoara sub dubla influentd a deciziilor

si a hazardului.

Se numeste politicd optimd acea succesiune de decizii care optimizeaza procesul in
ansamblu lui, fiind vorba de un proces determinist. In cazul unui proces stohastic, se foloseste in
mod corespunzdtor notiunea de strategie optima.

Procesele dinamice pot fi continue sau discrete. Un exemplu de proces discret este
urmatorul: o Intreprindere trebuie sd-si intocmeasca planul de aprovizionare anual pentru un anumit
material; se considera 12 perioade (luni) si pentru fiecare perioadd se stabileste cantitatea de
aprovizionat, astfel ca pe intregul an s rezulte un cost total minim. Procesele dinamice discrete pot
avea orizontul limitat (in exemplu de mai sus 12 perioade) sau nelimitat.

3.1. Introducere

Programarea Dinamica (PD) este o metoda de rezolvare a unor probleme de optimizare in
care se opereaza pe FAZE (SECVENTE) numite in continuare PERIOADE.

Prin aplicarea acestei metode, solutia optima se obtine in urma rezolvarii unui gir de
probleme de optimizare LEGATE INTRE ELE, fiecare de de dimensiune si complexitate mult mai
mica decat problema originala. Desi teoretic PD este aplicabila oricarei probleme de optimizare
multidimensionald, totusi metoda a dat rezultate foarte bune - in sensul usurarii rezolvarii - numai
pe anumite clase de probleme cum sunt cele care modeleaza evolutia in timp a unui proces
economic sau probleme de alocare (repartitie).



3.2. Probleme de alocare unidimensionala

Presupunem ca avem la dispozitie o anumita resursa economica. Termenul poate reprezenta,
dupa caz, un anume tip de materii prime, fortd de munca, energie, bani sau un anumit serviciu etc.
Se produce un CONFLICT de INTERESE din faptul ca aceastd resursa poate fi utilizatd in MAI
MULTE MODURI.

Un mod particular de utilizare a resursei in cauza se va numi in continuare ACTIVITATE.

Ca urmare a utilizarii resursei intr-o activitate sau alta rezulta un anumit VENIT. Si acest

termen are o sferd foarte larga putand desemna un produs finit, o0 suma de bani sau pur si simplu
satisfactia. Marimea venitului depinde de cantitatea de resurse alocata activitatii respective, dar si
de specificul acesteia.

In continuare vom adopta urmatoarele ipoteze simplificatoare:

1) Venitul rezultat din diferitele activitdti poate fi masurat cu o unitate de masura
comuna.

2) Venitul rezultat dintr-o activitate nu depinde de alocdrile facute in alte activitati.

3) Venitul total este egal cu suma veniturilor individuale.

Problema fundamentala consta in a repartiza resursa intre activitatile concurente de asa maniera
incat venitul total sa fie MAXIM.

3.3. Un model matematic

Ordonam intr-un mod oarecare activitatile si le numerotam: 1, 2,..., N. In continuare, fiecare
activitate va fi identificatd prin numarul sau de ordine.

Asociem fiecarei activitati i o FUNCTIE DE UTILITATE g; reprezentaind DEPENDENTA
VENITULUI siu de cantitatea de RESURSA ALOCATA. Conform ipotezei 2), g; depinde numai
de cantitdtile x; de resursa alocatd activitatii i, asa ca gj(x;)_va reprezenta venitul obtinut din
activitatea 7 ca urmare a alocdrii cantitatii x;. Indicele 7 din simbolul g; al functiei de utilitate este
menit sd arate cd venitul rezultat din activitatea i depinde nu numai de volumul de resurse alocat,
dar si de specificul acestei activitdti (altfel spus, functiile de utilitate pot diferi de la o activitate la
alta).

In diferitele situatii practice functia g; poate fi data:

e printr-o expresie ANALITICA, de exemplu:
gi(xi)=aix;+b;, cu a;, b; constante (CAZ LINIAR);

sau
gi(x;)=apx; +bx; (CAZ NELINIAR-PATRATIC).
e printr-o /ista de VALORI NUMERICE corespunz[toare unor NIVELE ale resursei alocate, ca de

exemplu:

x | o 1 2 3 4 s
&) | 0 0,8 038 046 051 055

Venitul total rezultat in urma alocarii resursei in cele N activitati va fi dat de expresia:

V(x1,X2,...,.XN) = g21(X1) + 22(x2) +...+ gn(xn) (1)




ca urmare a ipotezelor 1) si 3).
Maximizarea functiei V' se impune, datoritd faptului cd resursa se afla disponibila intr-o
cantitate limitatd S. Astfel, alocarile facute diferitelor activitéti trebuie sa satisfaca cerintele:
X1+ X+ .. .+XN:S (2)

x>0,i=1,...N 3)

Obiectivul nostru este acela de a maximiza functia V(xj,Xa,...,xy) din (1) pe multimea
tuturor ALOCARILOR (x1,xa,...,Xn) care satisfac restrictia (2) si conditiile de nenegativitate (3).

3.4. Posibilitati de rezolvare. Dificultati

Sa notam cu (P) problema de optimizare rezultata:

(max)V(x1,...,xn) = gi1(x1) +... + gn(xn)
(P) { X; ... Fxn=S

x;>20,1<i<N

(P) = problemi de PROGRAMARE MATEMATICA cu o singuri RESTRICTIE LINIARA
si o functie obiectiv SEPARABILA si NELINIARA IN GENERAL.

Daca functiile gj,...,gn sunt derivabile, iar variabilele x,...,xN pot lua orice valoare reald
nenegativd, (P) se poate rezolva utilizind aparatul matematic al analizei clasice - Teoria
EXTREMELOR CU LEGATURLI.

Nu insistdm asupra acestei metode, deoarece ea va fi studiata ulterior. Semnaldm totusi
faptul ca in multe situatii concrete metoda MULTIPLICATORILOR LAGRANGE nu se dovedeste
a fi eficientd din cauza formei complicate pe care o pot avea functiile de utilitate g;.

Metoda amintitd este inaplicabila in cazul in care functiile g; nu sunt derivabile sau in cazul
in care variabilele x; nu pot lua decit valori nenegative INTREGI. In asemenea situatii — care nu
sunt putine — se impun metodele de optimizare noi.

3.5. Rezolvarea problemelor de alocare unidimensionale (P) prin (PD)

Ideea metodei constd in a ingloba problema (P) intr-o FAMILIE de probleme de alocare
diferentiate prin numarul de activitati si cantitatea de resursa disponibila.

In loc de a privi STATIC procesul alocarii disponibilului S intre cele N activitati, aceasta
insemnand considerarea diferitelor variante de repartitie (xi,...,Xn) i clasificarea lor dupa venitul
posibil de realizat, vom adopta un punct de vedere DINAMIC 1n care alocarile se fac UNA CATE
UNA. Mai precis, vom determina venitul maxim care se obtine efectudnd o alocare numai in
PRIMA activitate, dupa care vom afla care este venitul maxim rezultat din efectuarea unei alocéri in
PRIMELE DOUA activititi, apoi in PRIMELE TREI, s.a.m.d.

In toate aceste procese PARTIALE cantitatea de resursi alocati va fi VARIABILA —dar
nedepasind plafonul maxim S - asa ca rezultatele nu vor fi simple marimi numerice, ci niste
FUNCTII reprezentaind DEPENDENTA VENITULUI MAXIM fata de volumul de resursa alocata.

In termeni mai precisi, pentru fiecare intreg 1 < n < N si fiecare 0 < s < S vom considera
problema de alocare unidimensionala similara cu (P):

(max)V(xy,...,Xn) = g1(X1) +...7+ gn(Xn)
Pu(s) Xt +x,=s
Xi 2> 0, izl,..., n

Cu noua notatie (P) devine Px(S).



Vom nota cu f,(s) maximul obiectivului problemei P,(s), adicd venitul maxim rezultat din
alocarea cantitdtii s in regiunile (activitatile) 1, 2,..., n:

fu(s) = MAX [gi(x1) +...+ ga(Xn)], X+t +x,=ss1x;=20 (4)

Rezultd ca maximul obiectivului problemei originale (P) este fx(S). Notam ca pentru » fixat
si s variabil f, este o FUNCTIE de o singurd variabila s al carei domeniu de valori admisibile este
intervalul [0, S]. Este evident ca pentru n=1, f;=g), adica:

| fi(s) = gi(s) pentru (V) 0 <s < S ‘

Pentru n>1 valorile functiei f, se deduc pe baza urmitoarei relatii de RECURENTA:

Pentru 0 <s < S f,(s) = MAX[f n1(5-Xn)Tga(xn)], 0 S Xn<s  (5)

ECUATIA FUNDAMENTALA A PD

Demonstratia relatiei de recurenta (5) releva urmatorul principiu general cunoscut sub numele
de PRINCIPIUL DE OPTIMALITATE al lui BELLMAN.

O strategie OPTIMA are proprietatea ci oricare ar fi STAREA INITIALA si DECIZIA
INITIALA, deciziile rimase constituie o strategie OPTIMA in raport cu STAREA care rezulti din
prima decizie.

ALGORITM DE REZOLVARE A PROBLEMEI (P) PRIN PD
Etapa I (INITIALIZARE):

Pentru fiecare 0 <'s < S definim fi(s) = gi(s)
Etapa n (1<n<N): Definim functia f;, in fiecare 0 < s < S dupa formula (5) si notdm cu x,*(s) acea
valoare a variabilei X, in care se realizeaza EFECTIV maximul din (5)..

Etapa N: Calculam fx(S)= max [fy.1(S-xp)+gn(xn)]

0<xn<S

Etapa finala (de determinare a alocdrii OPTIMALE (x;%,...,xx*)). Componentele acesteia se
determina DIN APROAPE IN APROAPE “de la sfarsit la inceput™ astfel:

XN*:XN*(S)
Pentru (V) 1 <n<N

Xn* =X, (s - sp), unde s;=xp 1 *+.. XN

EXEMPLU NUMERIC

Conducerea unei firme a decis sd faca un efort investitional pentru impulsionarea vanzarilor
sale In 4 piete diferite. Suma totala de investit este S=10 milioane $. Expertii firmei au evaluat
profiturile posibil de realizat in functie de investitia facutd in una sau alta dintre piete. Problema
consta 1n a vedea cum trebuie repartizate cele 10 milioane pentru ca profitul firmei sa fie maxim.



SUMA

INVESTITA PROFITURI
PIATAL1 PIATA 2 PIATA 3 PIATA 4

0 0 0 0 0

1 0,28 0,25 0,15 0,20
2 0,45 0,41 0,25 0,33
3 0,65 0,55 0,40 0,42
4 0,78 0,65 0,50 0,48
5 0,90 0,75 0,50 0,48
6 1,02 0,80 0,73 0,56
7 1,13 0,85 0,82 0,58
8 1,23 0,88 0,90 0,60
9 1,32 0,90 0,96 0,60
10 1,38 0,90 1,00 0,60

REZOLVARE:

1. Reprezentati in graficul suma investita — profitul realizat pentru cele 4 piete.

2. Dependenta intre profit si suma investitd nu este datd printr-o expresie analiticd ci prin
cateva valori corespunzatoare unor nivele ale investitiei exprimate prin valori intregi. Din acest
motiv, suma totala va fi impartitd de asa maniera incat investitia in fiecare zona sa fie exprimata tot

printr-un numar Intreg, evident nenegativ.

Reprezentand grafic dependenta investitie - profit probabil constatdm ca ea nu este liniara si ca

pe masurd ce suma investitd creste, curba corespondentd are tendinta de aplatizare ca urmare a
efectului de saturare.

Modelul matematic nu diferd de cel prezentat in general decat prin cerinta ca variabilele sa

ia numai valori intregi, dati fiind maniera particulara in care s-au dat functiile de utilitate. El este:

Sa se determine x*;, x*;, x*3, x*; care maximizeaza profitul

[T(x1,%2,%3,X4)=g1(X1)+2(X2)+23(X3)+g4(X4)
X1 +Xotx3+%4=10
x;> 0, Intregi, i=1, 2, 3, 4

cu restrictia
si conditia

unde x; = suma prevazutd a se investi in piata i, iar gj(X;) este profitul probabil rezultat din aceasta

investitie.

Pentru fiecare numar intreg 0 < s <10 si 1 < n <4 definim f,(s) = profitul maxim rezultat din

investirea a s $ in primele 1, 2,..., n piete.
Conform teoriei generale:

fi(s)=gi(s),s=0, 1,..., 10;

fu(s) = . max [fi-1(s-Xn) + gn(Xn)],

<x <s
n

f4(10) = max [f3(10-x4) + ga(x4)]

0<x <10
4

s=0,1,...,10s1 1 <n<4;




S f1=gl(s) 22 f; (X1, X2) 23 f; (X1, X2, X3) 24 14 (x1, Xz), X3,
X4

0 0 0 0 0 0 0

1 0,28 0,25 0,28 0,15 0,28 0,20

2 0,45 0,41 0,53 0,25 0,53 0,33

3 0,65 0,55 0,70 0,40 0,70 0,42

4 0,78 0,65 0,90 0,50 0,90 0,48

5 0,90 0,75 1,06 0,62 1,06 0,53

6 1,02 0,80 1,20 0,73 1,21 0,56

7 1,13 0,85 1,33 0,82 1,35 0,58

8 1,23 0,88 1,45 0,90 1,48 0,60

9 1,32 0,90 1,57 0,96 1,60 0,60
10 1,38 0,90 1,68 1,00 1,73 0,60 | 1,81

Deducerea alocarii optimale:

f4(10) = £3(8) + g4(2) = x*4=2

f3(8) = £2(7) + g3(1) = x*3=
£(7)=1i(4) + 2(3) = x*,=3

f4(10) :g4(10) = x*1=4




3.6. O problema de incarcare a unui vapor

Sa presupunem ca avem de Incdrcat un vapor cu o Incarcaturd formatd din marfuri de
diferite tipuri. Marfurile sosesc la incarcare in containere de diferite marimi, fiecare marfa fiind
asezata totusi In containere de aceeasi marime. Un container in care se afla marfa i, i=1,..., Nare o
anumitd greutate Wi si o anumitd valoare Vi. Existd un plafon W al greutatii incarcaturii. Cate
containere din fiecare tip de marfa trebuie incarcate — in limita greutatii maxime W, astfel incat
valoarea Incarcaturii sa fie maxima?

Modelul matematic

N
Z Wi X <w

i=1

(P) x; > 0, Intregi (6)

N
maxV(xi,..., xy) = z ViX;
i=1

in care x;= numarul de containere in care se afla marfa i.

Se presupune ca si W este intreg.

Pentru (V) 1 <n < Nsi 0 <w < Wintregi, notam cu f,(w) valoarea maxima a unei Incarcaturi cu
greutatea cel mult egald cu w formata din marfurile 1, 2,..., n.

Evident f,(w) = maxV(xj,..., X»), unde V(xi,...,X,) este functia obiectiv din problema:

f n
Z WiXj <W
i=1
Pn(w) { xi2 0, intregi (7
maxV(Xi,..., Xy) = z ViX;
i=1
k 1
Noi suntem interesati in a afla fy(W) = maxV(xy,..., Xy) §1 combinatia (x*i,..., x*\) care
realizeaza aceasta valoare maxima.
Pentru n =1 avem: fj(w)=v;-[w/wi], [-] = partea intreaga

n>1 -ecuatia de dinamica este:

fu(w) =  max [fo1(W=-wWiXp) +ViXn], O0<w<W (8)
0< x <[ww ]

cu observatia ca pentru:

n=N se calculeazd numai f(W) = max [fn1(W - waxn) + Vinxn] 9)
0sx <IWW ]



Exemplu numeric:

Consideram datd problema de incarcare a unui vapor descrisa de informatiile:

wi=2 vi=5; maxV(X1,X2,X3) = 5x; + 12X, + 16x3
wr=4 vo=12; al carei model este: (P) 2x;+4x,+5x3< 11
w3=5 v3=16; X1,X2,X3 > 0, intregi
W=11
Rezolvare:
n=1: fi(w) = vi-[w/wi]
n>1: fuw)= max [f,1(W-WnXp)+tVaXn]

0<x <[w/w ]
n n

Exemplu de calcul:

£(9) = max [f1(9-4x2)+12x;] = max [f1(9-4x2)+12X;,] = max {f1(9)+0; £1(5)+12; fi(1)+24}=24,
0<x <[9/4] x =0,1,2
2

pentru x, =2 = £5(9) = fi(1) + 12-:2 = x;=0=> (x4, X») ce realizeaza maximul f,(9) este (0,2).

f(11) = max {B(11-5x3)+16x3} = max {f(11-5x3)+16x3} = max{H(11)+0;5(6)+16;5(1)+32}
0<x <[11/5] x =0,12
3

=max {29+0;17+16;0+32} = 33, pentru x3=1;
f3(11) =1£(6) + 16:1 = (x1, x2) =(1,1)

Solutia optima de incércare:
X*l = X*2= X*3=
maxV = 33

Interpretare economica:
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