CAPITOLULI

PROGRAMARE iN NUMERE INTREGI

Capitolele 1 si 2 ale cursului de Cercetari Operationale din anul III au ca suport Notele de curs ale
Domnului Profesor Vasile Nica si lucrarea “Capitole Speciale ale Cercetarilor Operationale” a aceluiasi
autor, editatd de Centrul de Invatamant Economic Deschis la Distantd din Academia de Studii Economice

Bucuresti.
1.1 Definirea unei probleme de programare liniara in numere intregi
Sa se determine xi, x2, ..., X, care maximizeaza functia:
f=cixi+cxp+ ...+ coxn (1)

cu satisfacerea restrictiilor:
a,x;+a,x,+...+a,x,=b,

a,X; +a,,x,+...+a,x,=b,

2)
QX+ QX5 +....+ a,,x,=b,
a restrictiilor de nenegativitate:
x;>0,oricarearfij=1,...,n 3)
si a conditiilor de integritate:
x;, intregi j=1,..,n, “4)
in (1) si (2) coeficientii by ,..., b, st ai1, a1z, ... , @my, S€ vor presupune in mod constant

intregi. Cerinta nu este deloc restrictivd pentru ca, in mod obisnuit, datele, oricare ar fi problema,
sunt numere rationale.

Problemele (1)-(4) = (Integer Linear Programming) se prezintd in forma standard.
Considerarea aproape in exclusivitate a acestei forme nu constituie o restrAngere a generalitatii
noastre pentru ca oricare ar fi inecuatia (cu coeficienti intregi!), ea poate fi transformata in egalitate
prin introducerea unei variabile de abatere in maniera binecunoscuta din programarea liniara. Este
evident ca si variabilele de abatere vor satisface restrictiile de nenegativitate.

Ignorand conditia de integritate, primele trei conditii formeaza o problema standard de
programare liniard denumita in continuare (LP).



Pentru comoditatea scrierii adaptam notatiile matriciale uzuale:

(max)f=cx (max)f=cx
(ILP) Ax=5b (LP){ Ax=b
x20 x20
x INTREG

Sa punem in evidentd multimea de Solutii Admisibile ale celor doud probleme:

Aip={xeR"RAx=b,x>0,xintreg}
ALP ={xeR"]RA-x=b,x20} /:AILPCALP
De aici rezulta ca (LP) este o RELAXARE a lui (ILP).
Si presupunem pentru moment ci ambele probleme au Solutii Optime finite. In mod
constant vom nota cu x" solutia optimi a programului ILP (Solutie Optima Intreagd), in timp ce
solutia optima a programului LP este x* (Solutie Optima Neintreaga — Fractionara).

avem f(x") < f(x%)
Este posibil ca x* sa aiba toate componentele intregi = x* = x°. Conditia de integritate (4)

complica enorm rezolvarea programului (ILP). Vom sublinia acest lucru printr-o paralela intre

trasaturile cele mai importante ale Multimilor de Solutii Admisibile ale celor doud probleme: (LP) si
(ILP).

Exemplu numeric:

r (max) f=3x;—x r(max) f=3x; — x,
3x1 —2x, <3 3x1 —2x, <3
5x1+4x22 10 5x1+4x22 10

(ALP) 20+ x<5 LP) \ 20+ x<5
X1220 relaxata X1220
. X2 € Z \

Figura 1 pune in evidentd multimea solutiilor admisibile Arp ca fiind poligonul convex
ABCD. Solutia optima x* se afla Intr-un punct extrem al acestui poligon. Reprezentdnd grafic

x, =13/7
curbele de nivel ale functiei obiectiv se deduce ca: x* = 4 adica { 1* 9/7 } ,Jf(x*)=30/7.
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Prin inspectarea directa se conclude ca Ay p este formata din punctele M(1,2), N(0,3), P(0,4),

b

Simpla rotunjire a componentelor optimului fractionar nu conduce in mod obligatoriu la

D(0,5), O(1,3). Valoarea cea mai mare a functiei obiectiv se atinge in (1, 2) = x”
Observatie:

x",=2 cu functia obiectiv Ax") = 1.

optimul intreg. In cazul de fatid prin rotunjire se obtine punctul x(2,1) care nu este o solutie

admisibila.



Figura 1 pune In evidenta si un alt aspect interensant. Sa considerdm cea mai mica multime
convexd care contine solutii admisibile intregi ale problemei ILP. Nu este greu de vazut ca aceasta
multime este reprezentatd de poligonul MNDO. Varfurile acestui poligon sunt, prin constructie,
solutii admisibile intregi si dacid maximizam pe /pe aceasta multime regasim optimul intreg x" !

Prin urmare putem rezolva o problema de programare liniard intreagd ca o problema de
programare liniarda obisnuitd cu conditia sd stim sd descriem 1in limbaj ecuational
INFASURATOAREA CONVEXA a multimii solutiilor sale intregi!

Reintorcdndu-ne la cazul general dar inspirdndu-ne tot timpul din acest exemplu notam
urmatoarele:

1) In timp ce Ap formeazi o multime convexa si inchisi in R" (n = numarul variabilelor
problemei), multimea Ay p este doar o mutime discreta putand avea chiar un numar finit de
elemente. ILP poate sd nu aiba solutii admisibile (intregi) chiar dacd LP are!

Exemplu:
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Figura 2

2) Trebuie explicat de la bun inceput de ce acorddm importantd programarii in numere
intregi. Este evident faptul cd pentru foarte multe probleme variabilele sunt supuse
restrictiilor de integritate. Un mod destul de realist de abordare a acestor probleme consta in
a rezolva problema fard a tine seama de conditiile de integritate dupd care rotunjesc
componentele fractionare ale solutiilor optime de asa manierd incat restrictiile sa fie
respectate. Aceasta modalitate este frecvent folosita in practica si este perfect justificatd in
situatia in care valorile permisibile ale variabilelor sunt suficient de mari astfel cd efectul
rotunjirii este neglijabil. Existd insd probleme de programare liniard in numere intregi
deosebit de importante in care variabilele iau valori Intregi destul de mici adesea 0 sau 1.
Pentru asemenea probleme “distanta” dintre optimul fractionar si cel intreg s-ar putea sa fie
atat de mare incét rotunjirea sa nu duca la o solutie acceptabila.

3) Teoretic, orice problema de programare liniard in numere intregi este echivalentd cu o
problemd de programare liniard uzuala adica in variabile continue dacd multimea solutiilor
intregi se inlocuieste cu infasuratoarea sa convexa. Dificultatea abordarii problemei din acest
unghi rezidd in enorma greutate de a descrie ecuational infasurdtoarea convexd.

4) Presupunem ca intr-o problema de programare liniard in numere Intregi apare restrictia:

1/2x1 +2/3xy + 3/4x5 < 17/5 X
Transformam 1intr-o inegalitate cu coeficienti INTREGI prin inmultirea cu c.m.m.m.c. al
numitorilor care este 60 = 30x; + 40x, +45x3 < 204 = forma STAS:
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30)61 + 4OXQ +4SX3 +y =204
X123 € Z =y € Z (ca diferentd de numere intregi).

1.2 Exemple
1. Problema croirii

Un numar de repere uni sau bidimensionale trebuie executate in cantitdti date. Aceste repere
se obtin prin decupare din niste suporti (bare sau foi). Acoperirea unui suport cu diferite repere se
poate face In mai multe moduri (bineinteles ca este exclusa orice suprapunere totald sau partiald a
reperelor).

O modalitate de acoperire a unui suport poartd numele de RETETA DE CROIRE. Dupi
decuparea reperului din suport conform unei retete rimane un REST ce nu mai poate fi utilizat.
Problema consta in a alege acele retete de croire prin care sa se obtind reperele in cantitatile
dorite cu MINIMUL POSIBIL de rest.

FORMALIZAREA MATEMATICA

Sa incepem prin a descrie modelul UNIDIMENSIONAL de croire. Reperele vor fi
identificate prin niste numere intregi reprezentand lungimea lor intr-o unitate de masura adecvata.
Fie m = numarul de repere distincte care trebuie tdiate si
o I, b,..., I, =lungimile lor;
e [ =lungimea suportului din care se taie reperele.
O reteta de croire se identificd printr-un vector m dimensional cu componente intregi (ai, az,
..., ap), unde @; = numarul de repere 7 (deci cu lungimea /;) ce rezulta prin taierea conform retetei.
Evident: a;/i + axla+ ... + aply < L, 1ar L — (a1l + axlr + ... + anly,) = restul retetei = 7.

* D1, P, ..., po = retetele posibile de croire a reperelor din suportul dat.
aij
PiT | @
Ay
e by, by, ..., by, = cantitdtile in care reperele trebuie executate.
e 71, 7y,..., 7, = resturile inutilizabile ce rezultd din aplicarea O DATA a retetelor py, p»,
cvs Pn.

In activitatea de producere a cantitatilor necesare de repere fiecare reteta va fi aplicatd de un
numar de ori, posibil zero.

e x; =numarul de aplicari ale retetei p; = MULTIPLICITATEA retetei p;.
Restul total rezultat din aplicarea retetelor p,..., p, cu multiplicitatile x,..., x, este dat de
expresia:

f=rixitrant ... +rx, (5)

Conditia de realizare a cantitatilor cerute de repere se transcrie astfel:



a,x;+a,x,+...+a,x,=b,

a,X; +a,,x,+...+a,x, =b,

(6)

A, X, +a,,x, +...+a,,x,=b,
avand in vedere semnificatia lor, variabilele xy, ..., x,, satisfac:

%20 ,j=1,.,n (7)
x;=INTREGI ,j=1,..,n (8)

Problema croirii unidimensionale constd in determinarea multiplicitatilor x; care satisfac (6),
(7) si (8) si care minimizeaza obiectivul (5).

Adunand (5) si (6) membru cu membru obtinem:

(Zap+trn it (Zaptrn)ot...t(Zantrm)xmn=2Xb+f

L L L
sau L(x1+x2+...+xn)=2b,‘+f (9)
Fie functiag=x; +x; + ... + x, (10)

care indicd numarul total de suporti taiati. Relatia (9) devine:
f=g-L-Zb<g=1/LEZb;+f)= (min)f= (min)g. (11)

Relatia (11) arata ca daca in locul minimizarii restului total se urmareste minimizarea
numarului de suporti tdiati, se obtine o problema echivalentd in sensul ca cele doua probleme au
aceeasi solutie optima.

Problema croirii bidimensionale este formal identica cu cea unidimensionald. Particularitatea
problemei croirii rezidd in numarul extraordinar de mare al retetelor posibile de croire — presupuse
cunoscute in formalizarea matematica. In realitate, chiar si in cazul unidimensional mai simplu,
retetele de croire asociate unui set dat de repere i unui anumit suport din care se croiesc acestea, nu
sunt cunoscute. Generarea acestor retete este o problema combinatorialad delicata.

2. O problema de repartizare a investitiilor

O firma are n proiecte pe care ar dori sa le realizeze intr-un rastimp de m ani, dar din cauza
bugetului sdu limitat numai o parte pot fi alese. Proiectul j aduce firmei un castig estimat la ¢; $ si
necesita investitii anuale in valoare de a;; §, cui=1,..., m.

Capitalul disponibil pentru anul i este b;. Se pune problema de a alege acele proiecte care sa
aduca firmei un castig total (maxim) cu conditia nedepasirii capitalului disponibil anual.



FORMALIZAREA MATEMATICA
Introducem variabilele binare x; =<1, daca proiectul j este admis;
0, altfel.
Obtinem o problema de programare binara:
(max)f =2 cpx;
n

Z Cl,'ijSb,', i=l,...,m

j=1

x; € [0,1]
3. Problema ordonantarii reperelor pe masini
Ipoteze: n repere ce trebuie prelucrate pe m masini.
Fiecare reper necesita cel mult o operatie pe fiecare masina. Fie pj; timpul necesar prelucrarii

reperului i pe magina k. Variabilele de decizie ale problemei vor fi:

xix = momentul de Incepere a prelucrdrii reperului i pe masina k. Se presupune ca
programarea incepe de la momentul 0.

Conditii:

1. Nu se pot programa doua repere pentru a fi prelucrate pe acelasi utilaj; aceasta Tnseamna
cd pentru oricare ar fi reperele i, j si utilajul k: xix - X = pjr sau X - Xix = pir, i, j =1,...,n, 1#], k=
1,..., m. (12)

2. Pentru fiecare reper operatiile trebuie executate intr-o anumita ordine:
fie rjz= < 1 daca aj-a prelucrare a reperului i se face pe utilajul &

0 1in caz contrar.
Atunci momentul de Incepere al operatiei j la reperul i este: Zrjx; .

Rezulta restrictia Zrj(xi + pix) < Zrije 1k Xik, ] =1,..., m-1. (13)

Existd diverse functii obiectiv. Cea obignuitd constd n (min) sumei momentelor de incepere
a ultimei operatii la fiecare job adica:

(min)f'= ZXF ik Xik - (14)

Bineinteles dihotomia (12) se inlocuieste cu restrictii STAS prin folosirea de variabile bivalente.



Problema (12), (13), (14) este o problema de un tip nou: ea contine atat variabile continue cat si
variabile bivalente. Spunem ca este o problemd de programare MIXTA.

1.3 Generalitati privind metode de rezolvare a problemelor de programare
liniara intreaga

A) Metode de tip plan de sectiune;
B) Metode bazate pe enumerarea implicita a solutiilor intregi;
C) Metode specifice create pentru rezolvarea unor clase de programe specifice.

Inainte de a expune bazele teoretice ale acestor metode sa examindm urmatorul exemplu:

( (max)f = 3x; - x;
3X1- ZX2 <3
(ILP) < 5x;+4x,>10 (LP)
2x1+t x5
X122 >0
\ X2 intregi

Ignoram conditia de integritate i rezolvadm cu ajutorul simplex-ului problema relaxata (LP).
Adaugam variabilele de abatere si artificiale necesare obtinand:

3)61 - 2)62 + B4 =3
Sx1+ 4x; -y2  +z=10
(FBLP) 2x1+ X2 +y3 =5
(max)f'=3x;-x,- Mz, toate variabilele > 0
B CB | VVB X1 X2 Y1 Y2 Y3 4
yi 0 3 3 -2 1 0 0 0
z -M 10 5 4 0 -1 0 1
V3 0 5 2 1 0 0 1 0
f |-10M | 35m 14Mm ¥ M * *
X1 3 1 1 -2/3 1/3 0 0 0
z -M 5 0 22/3 -5/3 -1 0 1
v3 0 3 0 7/3 -2/3 0 1 0
f | -5M+3 * 22/3M-1 5M/3+1 M * *
X| 3 |16/11 1 0 2/11  -1/11 0
X -1 | 15/22 0 1 -5/22  -3/22 0
Y3 0 |31/22 0 0 -3/22 7/22 1
F 81/22 * * 17/22  -3/22 *
X1 3 13/7 1 0 1/7 0 2/7 x; +1/7y; +2/7y3=13/7
Xy | -1 9/7 0 1 277 0 3/7 X2-2/7y, +3/7y3=9/7
V2 0 31/7 0 0 -3/7 1 22/7 -3/7y1+ y2 +22/7y5=31/7
f | 30/7 * * 5/7 * 0 3/7




X1+ 1/7y1+2/7y3 =1+ 6/7T= 1/Ty+ 2/7y3-6/7 = 1- x4
1-x; € Z (in orice x Intreg) = 1/7y,+2/7y3-6/7 € Z

Daca 1-x;<0= 1-x:<-1 = UUTy1+2/7y;-6/7<-1 = 1/7y1+2/7y3 <-1/7 care
contrazice ipoteza cd y; 3 > 0. Deci 1-x; > 0 adica 1/7y,+2/7y3-6/7 > 0.

Solutia optima fractionarda curentd nu verificd aceastd restrictie; prin constructie oricare
solutie Intreaga o verifica.

A) Ideea metodei planului de sectiune constd in a adauga aceastd restrictie la problema
curenta si de a reoptimiza. Prin addugare multimea solutiilor problemei relaxate LP se micsoreaza in
timp ce multimea solutiilor intregi rdmane aceeasi. Este posibil ca prin addugarea de asemenea
restrictii care taie succesiv portiuni din poliedrul convex al solutiilor admisibile ale problemei
relaxate, Arp, dar nu altereazd multimea solutiilor intregi, optimul intreg sa devind varf al
poliedrului pe care se face reoptimizarea curenti. In aceasti situatie acest optim intreg va fi sigur
detectat de metoda Simplex ca fiind solutia optima a problemei de reoptimizare curente. Teoria ne
asigurd ca este intotdeauna asa!

Deci, 1n principiu, metoda planului de sectiune reduce rezolvarea unei (PLI) la o suita de
procese de reoptimizare liniard prin addugare succesivd de noi restrictii, neverificate de optimul
fractionar curent, dar verificate de orice solutie admisibila intreaga.

Pentru a vedea efectul introducerii restrictiei

1/7y1+2/7y3-6/7 >0
asupra multimii solutiilor admisibile ale problemei (LP), observam ca ea este echivalenta cu :
1-x120=x<1 restrictia (4)
Prin adaugarea ei, poligonul ABCD se reduce la EFCD.

“y

D <Y
(1)

E
o /

F A

B
e

= \}

(4



Séa procedam la reoptimizare pentru determinarea solutiei optime:

va=1/Ty1 +2/7y3-6/7T< -1/7y1—=2/7 y3+ ya=-6/7

Dupa reoptimizare se obtine optimul fractionar F = [x; = 1, X, = 5/4], cu f=7/4

In continuare din ecuatiile deduse din tabelul Simplex optim alegem pe cea al carei termen
liber are partea fractionarda maxima.

> 7/4= 1/4y,+ys-3/4y,

1+3/4=1/4y,tys-ys+1/4y,=
1/4y,+1/4y4-3/4 = 1-y3+ys

1/4y,+1/4y4-3/4 > 0

I-Y3+y42 0=
1+2x;+2%x= 5+1-x,2 0 =

X1+x> 3

Reoptimizam:

ys= 1/4y,+1/4y4-3/4 =
-1/4y,-1/4y4+ys= -3/4

Addugam aceastd restrictie

la tabelul simplex optim si aplicam
simplexul dual

Intr-o singura iteratie s-a

obtinut optimul intreg, punctul
M=[x;=1,x2=2],cuf=1.

3 -1 0 0 0 0
B CB | VVB X1 X2 Yi ¥2 Y3 Y4
x; |3 13/7 1 0 1/7 0 2/7 0
x; | -1 9/7 0 1 -2/7 0 3/7 0
ya | 0 |31/7 0 0 -3/7 1 22/7 0
ya | O |-6/7 0 0 -1/7 0 -2/7 1
f 307 | * * 51 % 371 *
x; |3 1 1 0 0 0 0 1
X, | -1 0 0 1 -1/2 0 0 3/2
y2 | O -5 0 0 -2 1 0 11
y3 | 0 3 0 0 1/2 0 1 -7/2
f 13 * * 12 * * 302
x; |3 1 1 0 0 0 0 1
x; | -1 5/4 0 1 0 -1/4 0 -5/4
yi | O 572 0 0 1 -1/2 0 -1/2
y2 | 0 7/4 0 0 0 1/4 1 -3/4
f 174 | * * * 14 * 174
ys -3/4 -1/4 -1/4
X1 3 1
X2 -1 2
Yi 0 4
¥3 0 1
Y2 0 3
f 1
1.4 Algoritm de tip plan de sectiune pentru rezolvarea problemelor de
programare liniara in numere intregi (GOMORY, 1958)
Consideram problema:
Ax=b Ax=0b
(ILP)< x>0,x INTREG (LP) < x>0

(max)f'=cx

(max)f'=cx
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coeficientii lui A si ai lui b sunt intregi.

Fie Aip < Arp multimile de solutii admisibile ale celor doud probleme. Vom presupune ca
(LP) are optim finit x*. Daca x* are toate componentele intregi atunci x* este si solutie optima a lui
(ILP). in caz contrar, x” - dacd existdi — NU se numira printre vérfurile (punctele extreme) ale
poliedrului A p si deci nu va putea fi detectat de algoritmul Simplex!

Ideea algoritmului este:

Presupunem ca x* nu are toate componentele Intregi. Se construieste o restrictie neverificata
de optimul fractionar x* dar verificatd de orice solutie admisibild Intreagd. Se adaugd aceastd
restrictie problemei originale renotata LPy si se reoptimiozeaza.

Fie x** solutia optima a problemei augmentatd notatd LP;. Datoritd modului in care a fost
definita restrictia suplimentara avem

AILP c ALPI c ALPO = ALP

Daca nici x** nu are toate componentele intregi se repetd procedeul: se construieste o noud
restrictie neverificata de x** dar verificata de solutiile admisibile intregi. Se adauga restrictia la LP,
obtinand o problema de programare liniara, LP,. Prin constructie:

AILP c ALP2 c ALPI c ALPO = ALP

Prin reoptimizare se decide daca LP, are sau nu solutie optimd. Teoria ne asigurd ca in
anumite conditii, intr-un numar finit de pagi se ajunge la o problema de programare liniara, LPy; a
cirei solutie optima x***) are toate componentele intregi si deci reprezinta solutia optima a lui (ILP).

Din punct de vedere geometric fiecare noua restrictie indeparteaza o portiune din multimea
solutiilor admisibile ale problemei precedente de unde denumirea de TAIETURI acordati acestor
restrictii suplimentare.

Sa vedem acum modul in care se genereazd aceste tdieturi:

Se aplicd problemei de programare liniarda (LP) = (LPy) algoritmul Simplex. Fie B baza
optimala in raport cu care avem:

c {1, 2, ..., n}= multimea indicilor variabilelor bazice;
={1, 2, ..., n} — I =multimea indicilor variabilelor nebazice.

Prin inmultirea sistemului 4 x = b la stinga cu B explicitim variabilele bazice (x;), i € I in
functie de cele secundare (x;),j € J

X+ Z ;ij Xj=5i (15)

jeJ

Termenii liberi (Ei), 1 € I formeaza coloana VVB a tabelului Simplex optim iar coeficientii

(aj),1 € I formeaza coloana A;a aceluiasi tabel.
Valorile xi* = b;, i€l, reunite cu x;* = 0, j € J formeaza solutia optima x* a problemei
LP=LP,.

11



< . . . T A . o . . 0 .
Sa presupunem ca cel putin una din mérimile b; este fractionard (altminteri x* = x° = solutia

optima a programului (ILP)). Fie aceasta b .
Se stie cd orice numar real a poate fi pus in forma a = [a] + {a}, unde:
[a] = partea intreagd a lui a = cel mai mare numar intreg < a;
{a}=partea fractionard a lui g adicd a - [a] = 0< {a} <1

Exemplu:

e a=2781= [a]=2, {a}=0,781
e a=-23 = [a]=-3,{a}=0,7

In general, acZ daci {a}=0.

Aplicam coeficientilor restrictiei de rang

bo=x+ Y agx (16)

jeJ

descompunerea de mai sus:

[b+{bd=x+ Y, (agl+ {aghx (17)
jeJ
Ipoteza facuta asupra lui b, implica 0 < {b,}< 1 (18)
[b1- [agxi-x= D, {agx-{bd (19)
jeJ jeJ

Fie X o solutie admisibila intreagd a problemei ILP. Atunci membrul sting al relatiei (19)
calculat in X este un numar intreg

[Er]‘z [er] k\j'x\rez (20)

jeJ

In consecinta, si membrul drept al acestei egalitati calculat in aceeasi solutie este un numar
intreg:

Y {agx-{blez @1)

jeJ
Practic demonstram ca

Y. {aghx;- (b >0 (22)

jeJ

12



Demonstratie:

Presupunem prin absurd contrariul:

2, {ag (b <0 (23)
jeJ
atunci din (19) rezulta:

si din (20) deducem:

[b]-> [ag %;- %, < -1

jeJ

Folosind din nou (19) deducem: Y. {a@g} %;-{b} <-l,adica . {a@z %< {b}-1
jeJ jeJ
Deoarece {a}> 0, oricare ar fi j € J membrul sting este > 0 in timp ce membrul drept este

<0 deoarece {b;}< 1.
Contradictia obtinutd demonstreaza inegalitatea (22).
Deoarece x a fost ales arbitrar urmeaza ca restrictia

2. tagx (b (24)
jeJ
este verificata de orice solutie admisibild intreagd.
P.d.a.p. in solutia optima neintreagd x* avem x*; = 0, jeJ valori care introduse in (22) duc la
{b,} <0 1n contradictie cu ipoteza (18) potrivit careia {b,} > 0!
In consecinti, inegalitatea (24) nu este verificata de optimul fractionar x*.
Vom adauga restrictia (24) la problema LP obtindnd problema augmentatd — cu m+1 restrictii
— notatd LP;. Pentru reoptimizare transformam (24) in egalitate introducand o variabild de abatere
Xp+1- . _
Ty xit Xon = =101}
addugdm aceasta restrictie la tabelul Simplex curent:

B [CB|VVB A A(je)) Anti
Xr Cr Er 1 Erj
Xn+1 0 " ' =
’ b | 0 ......... A}
f | f L A i, *
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Xi= Ei, iel
Xj= 0, jEJ
Xn+1= {-D;} constituie o solutie de bazi Dual admisibili pentru LP;.

Utilizand Simplexul dual, dupa una sau mai multe iteratii se ajunge la solutia optima x** a
acestei probleme dupa care se reia procedeul descris anterior.

Restrictia de rang » (16) din care am derivat tdietura (24) se numeste RESTRICTIE
GENERATOARE. Ea se caracterizeaza prin faptul ca termenul ei liber este fractionar. In caz ca mai
multe restrictii din (15) au termen liber fractionar, restrictia generatoare va fi aleasa astfel incat

partea fractionard {b,} si fie cAt mai mare. Ceea ce este curios este cd cu aceastd regula care s-a
dovedit foarte utila in practicad, nu s-a putut dovedi convergenta algoritmului. Pentru convergenta
este necesara aducerea problemei LP la o anume forma si aplicarea altei reguli privind restrictia
generatoare. Aceste transformari destul de tehnice dar care nu micsoreazd generalitatea
consideratiilor pot fi ignorate In exemplele ilustrative care sunt de reguld mici ca dimensiune.

Comentariu

Ideea algoritmului §i demonstratia convergentei sunt datorate lui Ralph E. Gomory (1958 —
1960). El a propus doi algoritmi pentru rezolvarea problemelor cu toate variabilele intregi, unul
denumit DISCRET celalalt CICLIC. Anterior am expus algoritmul CICLIC. Tot Gomory a propus si
un algoritm pentru rezolvarea problemelor MIXTE 1n care numai o parte din variabile sunt supuse
restrictiilor de integritate.

Experienta numerica acumulata pand in prezent degaja un sentiment de incoerenta in ceea
ce priveste eficacitatea algoritmilor pe o problemi sau alta. Intr-o excelentd monografie aparuti in
1962 se semnala faptul cd o problema cu 90 de variabile a fost rezolvata foarte rapid in timp ce alta
cu numai 12 variabile nu a putut fi rezolvata nici dupa céteva sute de iteratii.

S-a conturat din ce in ce mai mult ideea ca — spre deosebire de problemele de programare
liniard 1n care metoda simplex s-a dovedit universald — problemele interne au fiecare structura lor
interna pentru care trebuie creat un algoritm particular sau cel putin specializat unul general.

De asemenea, au fost dezvoltate puternic procedeele care, fara a conduce la solutia optima,
conduc la solutii suboptimale acceptabile.

Exemplu numeric:
2X; +X2 -X3 <4
4X1 —3X2 <2
(ILP) -3X]+2X2+X3 <3
X123> 0, INTREGI
(max)f= x;-3x,+3x3

Rezolvare:

Aducem (ILP) la forma buna in vederea aplicarii simplex-ului:
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2X1 +X2 -X3 +X4 =4
4% -3x» +x5 =2
(FSILP) = (FBILP):§ -3x;+2x,+X3 +x6=3
X1.6>0, INTREGI
(max)f = x;-3x,+3x3
B CB | VVB X1 X2 X3 X4 X5 X6
X4 0 4 2 1 -1 1 0 O
X5 0 2 4 3 0 O 1 0
X6 0 3 321 0 0 1
f 0 -1 3 -3 * * 0%
X4 0 7 -1 3 0 1 O 1
Xs 0 2 4 3 0 O 1 0
X3 3 3 321 0 0 1
f 9 -10 9 * * * 3 x;
X4 0 15/2 0 94 0 1 14 1
X1 1 1/2 1 34 0 0 1/4 0
X3 3 9/2 0 -1/41 0 34 1
f 14 * 32 * * 52 3
x; 0 -1/2 0 -1/4 0 0 -1/4 0 1 (min) [3/2/1/4=6,5/2/1/4=10]=6

Restrictia generatoare:

9/4 Xyt X4+ 1/4X5 + X6 = 15/2

(2+1/4)x; + x4+ 1/dxs=T+1/2

1/4X2+ 1/4X5 -1/2 =7- 2X2- X4 - X6

= taietura 1/4x,+ 1/4x5-1/2>0

(aducem la forma STAS utilizand x7)

Notam x7= 1/4X2+ 1/4X5 -12 = -1/4X2 - 1/4X5 +Xx7= -1/2.
Reoptimizand se obtine:

B |CB | VVB
X4 0 3
X1 1 2
X3 5
X2 -3
f 11

Solutia curentd are toate componentele intregi: x% = 2, on =2, x03 =5, fmax=11.
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