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Probleme propuse

Obiectivul unitatii de invatare 6

Problema comisvoiajorului a fost déja introdusd in unitatea de invatare 4 ca exemplu

13

reprezentativ de problema de optimizare combinatoriala “grea”. Tot acolo au fost examinate cateva
aplicatii practice; unele au fost déja semnalate, altele vor fi date in continuare. In ciuda simplitatii sale,
,s€ cere determinarea celui mai scurt traseu de vizitare a unor puncte cu intoarcerea in locul de
plecare”, rezolvarea problemei comisvoiajorului ramane o veritabild provocare mai cu seama in cazul
in care numarul punctelor este “mare”.

Obiectivul unitatii de invatare 6 este de a trece In revistd citeva metode de rezolvare — in
general suboptimald — a TSP cu ilustrarile numerice de rigoare.
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6.1 Formularea problemei. Clasificare. Aplicatii

Exemplul 1 O companie petrolierd are mai multe platforme de foraj marin. Periodic, un elicopter cu
baza pe uscat, viziteaza platformele in vederea efectuarii unor controale de rutind dupa care se intoarce
la baza. In ce ordine vor fi vizitate platformele pentru ca distanta totald parcursa sa fie minima?

Exemplul de mai sus constituie una din numeroasele concretizari ale problemei
comisvoiajorului (abreviat TSP = Traveling Salesman Problem):

Un comisvoiajor in localitatea 0 doreste sa viziteze localitatile 1,2,...,n la sfarsitul
calitoriei el intorcindu-se de unde a plecat. Nu exista nici o restrictie in ceeace priveste
deplasarea de la un oras la altul. Pentru oricare doua orase diferite i # j se cunoaste costul cjj al

deplasirii comisvoiajorului din i in j (in alte contexte c;j poate reprezenta distanta dintre

orasele i si j sau timpul necesar efectuirii deplasirii din i in j) in ce ordine vor fi vizitate
localitagile 1,2,...,n astfel inciat sd se minimizeze costul total al calitoriei (sau distanta totala
parcursa sau durata totala a deplasarii).

O problema a comisvoiajorului se numeste simetrica daca:

c;j =cj; pentruorice i # j

altminteri ea se zice asimetrica.

Intre problemele simetrice, o clasa importanta este formata din acelea in care “costurile” ¢;; verifica

inegalitatea triunghiului:

Cjj +¢ i 2 ¢y pentru orice tripleta de indici diferiti i,/ , &.

Aceste probleme se numesc euclidiene.

De exemplu, o problema care implica deplasari in linie dreapta este o problema euclidiana.
Iata un exemplu de situatie practica care nu implicd “deplasari” si care conduce totusi la o TSP, in
general asimetrica.

Exemplul 2 Stabilirea ordinii de lansare in executie a unor repere. Pe un utilaj se executa
mai multe repere (operatii). Fiecare reper (operatie) are o durata de executie cunoscuta. De multe ori se
intampld ca trecerea de la executarea unui reper la executarea altuia sa necesite un anumit timp de
pregatire al utilajului mai mic sau mai mare functie de caracteristicile celor doud repere dar si de
ordinea 1n care acestea sunt procesate. De exemplu, intr-o situatie de croire, trecerea de la utilizarea
(repetatd) a unei retete de debitare la o altd retetd implicd o “Intrerupere” a activitatii, necesara
repozitionarii cutitelor de tdiere.

In acest context, se pune problema stabilirii ordinii de lansare in executie a reperelor astfel incat
suma timpilor de pregétire sa fie minima.
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6.2 Problema firmei de curierat rapid

Problema firmei de curierat rapid (Dial a Ride Problem, abreviat DARP) are urmatoarea
formulare generala:

Sunt date o retea si o listd de comenzi de transport. in fiecare comandi se specifici sursa
si destinatia transportului care trebuie sa fie noduri ale retelei.Transporturile sunt efectuate de
un server care pleaca dintr-un anumit nod al retelei si care, dupa satisfacerea tuturor
comenzilor, se intoarce in punctul de plecare. Capacitatea serverului este limitata in sensul ca el
nu poate transporta mai mult de un anumit numir de comenzi simultan.Toate deplasarile
serverului se fac pe muchiile retelei. Unele muchii pot fi parcurse in ambele sensuri altele doar
intr-un singur sens, prestabilit. Se presupun cunoscute lungimile tuturor muchiilor din retea.
Problema de optimizare consta in a stabili cum vor fi transportate comenzile pentru ca distanta
totala parcursa de server sa fie minima.

in unele situatii, o comandi poate prevedea si o fereastria de timp in care are loc fie
preluarea comenzii de la sursa fie predarea acesteia la destinatie.

Problema are numeroase aplicatii:

- In activitatea firmelor de curierat rapid sau taximetrie;

- In transportul persoanelor cu handicap locomotor;

- In transportul pe verticala de marfuri sau persoane cu ajutorul ascensorului;

- in deplasarea pe orizontald a unor obiecte cu ajutorul unui pod rulant, macara sau brat
mecanic.

DARP este o generalizare a problemei comisvoiajorului. Intr-adevir, orice TSP se identificd
cu o DARP in care:

- comenzile corespund oraselor de vizitat;
- sursa si destinatia fiecarei comenzi coincid cu orasul corespunzator comenzii.

In consecinti, DARP este o problemii de optimizare combinatoriali grea.

In continuare vom studia DARP in cel mai simplu caz, in care:

-serverul nu poate transporta o datd mai mult de o comanda;
- nu exista ferestre de timp.

si vom arata ca aceastd problema particulard este echivalentd cu o problemd a comisvoiajorului,
asimetrica.

Vom folosi notatiile:

e G =reteaua de transport cu nodurile 0,1,...,n, nodul 0 fiind punctual de plecare si intoarcere al
serverului;
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o d ij = distanta de la nodul i la nodul j masurata pe drumul cel mai scurt existent in retea intre i si

Jj- Dupa cum se stie, determinarea celor mai scurte drumuri intre nodurile unui graf este o problema de
optimizare (combinatoriald) usoara, rezolvabila de exemplu cu algoritmul lui FLOYD. Intrucat este
posibil ca unele muchii sa fie parcurse doar intr-un sens, se poate intdmpla ca d;; # d j; pentru anumite

perechi de noduri.
o R={f,ry,m..1;y | = lista comenzilor de transport cu r; = (s;,¢; )unde s; este sursa comenzii 7; iar
t; este destinatia ei. s; i ; sunt noduri ale grafului G.

Definim un traseu complet al serverului ca fiind o succesiune de noduri si arce permise din graful G:

A:0=iy >0 =iy > iy >0, =0 (1)

p
care incepe si sfarseste in nodul O si are proprietatea:

Pentru fiecare comanda 7; = (s;,¢;)nodurile s; , # se gasesc printre nodurile din (1), nodul #
aparand in urma nodului s;.

Deoarece serverul nu poate transporta mai mult de o comanda o data, orice traseu complet este
o reuniune de drumuri de forma:

A= O Dy VA Uty D Ay D gy 2)
unde:
p1 = portiunea din A de la nodul 0 la sursa primei comenzi transportate;
A1 = portiunea din A de la sursa la destinatia primei comenzi transportate;
p2 = portiunea din A de la destinatia primei comenzi la sursa celei de a doua comenzi
transportate s.a.m.d.

Wm+1 = portiunea din A pe care serverul o parcurge de la destinatia ultimei comenzi transportate
la locul de parcare 0.

Este posibil ca unele dintre drumurile “in gol” p, t5,..., t,,41 sa se reducd la un nod si astfel

sd aibe lungimea zero! Aceasta se intampld atunci cand destinatia unei comenzi coincide cu sursa
urmatoarei comenzi transportate.
Este clar ca, pentru minimizarea distantei totale parcurse:

e serverul va transporta fiecare comanda r; = (s;,¢;) pe drumul cel mai scurt de la s; la #;

e de la destinatia unei comenzi transportate la sursa urmatoarei comenzi, serverul va trebui sa se
deplaseze pe drumul cel mai scurt!

In consecintd, in structura unui traseu complet datd in (2) putem presupune ci A A seis Ay

sunt cele mai scurte drumuri pe care se pot transporta comenzile §i ca urmare suma
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d(A4)+d(Ap)+---+d(4,,)a lungimilor acestor drumuri poate fi considerati o constanta,
independenta de ordinea in care vor fi transportate comenzile.

Tot asa, putem presupune cd drumurile “in gol” 4, 5 ,...., f,,41 sunt cele mai scurte drumuri
posibile, Tnsa structura lor si de aici suma lungimilor lor depinde esential de ordinea in care comenzile
sunt transportate!

In concluzie, minimizarea distantei totale parcurse de server este echivalentd cu determinarea
ordinii 1n care vor fi transportate comenzile astfel incat suma lungimilor drumurilor “in gol” sa fie
minima.

Aceasta este o problema a comisvoiajorului, asimetrica, in care:

e “orasele” sunt comenzile ry,7,....,7;,, unde ry =(0,0)este o comandd fictivd cu sursa si

destinatia concentrate in nodul 0;
e pentru oricare doud orase = comenzi diferite r = (s,¢) si r' = (s',¢') “costul c, ,ral deplasarii de

la r la r’ “ este lungimea celui mai scurt drum de la destinatia # a comenzii » la sursa s’ a
comenzii urmatoare 7.

6.3 Un algoritm de tip B&B pentru TSP in cazul asimetric

Reamintim ca problema comisvoiajorului a fost modelata ca o problema de afectare:

n n
(min)z = 30 3 ¢;ixy
i=0 j=0
n

> ox; =1 i=0,1,..,n
= (1)

n
Sxj=1  j=0L.n
i=0

x;; €101}

cu restrictii ,,speciale”, menite sd elimine aparitia subtraseelor, variabilele bivalente Xjj avand

semnificatia:

{1 daca comisvoiajorul merge direct din orasuli in orasul j sii# j

x .o
1} . . .
710 in caz contrar sau dacai = j

unde i, j =0,1,...,n

(vezi unitatea de invatare 4, sectiunea 4.2)
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6.3.1 Algoritmul lui Eastman

Urmatorul algoritm, datorat lui EASTMAN (1958), determind traseul optim al unei probleme
asimetrice a comisvoiajorului prin rezolvarea unei liste de probleme de afectare care diferd de
problema (1) prin unele costuri ¢;; schimbate in +oc.

Algoritmul utilizeaza:

e locatie x)p care retine Cel Mai Bun traseu gésit pe parcurs;
e locatie z¢yp care pastreazd valoarea traseului depus in x5 ;

e lista.Z de probleme de afectare, rezolvabile cu algoritmul ungar.

Start Initializam:
Xcpg =9 ZepmB = +© < ={problema de afectare (1)}
(Locatia xy4p se poate inifializa §i cu un traseu fie cunoscut fie determinat printr-o euristica oarecare.

Valoarea traseului se inregistreaza in z g )

Continutul unei iteratii:

Pasul 1 Daci lista £ este vidd, Stop: traseul de valoare minima se giseste in x5 . In caz
contrar selectam prima problemad de afectare din lista. Problema selectata se sterge din £. Se trece la:

Pasul 2 Se rezolva problema de afectare selectata (cu algoritmul ungar). Daca valoarea optima
a functiei obiectiv este >z se revine la pasul 1. Dacd valoarea optima a functiei obiectiv este

<zcpyp se trece la:

Pasul 3 Examindm solutia optima a problemei de afectare rezolvate la pasul 2. Dacd aceasta
solutie este un traseu complet se actualizeazd xqyp 1 zcyyp cu traseul gasit, respectiv cu valoarea

acestuia, dupa care se revine la pasul 1. Daca solutia examinatd este o reuniune de subtrasee
disjuncte se trece la:

Pasul 4 Se alege subtraseul cu cele mai putine arce. Pentru fiecare arc (7 , j) al subtraseului

ales se adaugd, in capul listei <, problema de afectare rezultata din problema rezolvata punand
c;j =+ (deci la lista £ se vor adduga atatea probleme, céte arce are subtraseul ales!). Se revine la

pasul 1.

Observatii: 1) Ratiunea pasului 4 este urmatoarea: daca i —» j - k — --- — i este subtraseul
ales, este clar ca traseul optim nu va contine unul din arcele i —» jsau j — ksau ... ,ce compun

subtraseul. Altfel spus , in solutia optima a TSP vom avea x; =0 sau x ; =0 sau ...In consecint,

traseul optim va fi cautat traseele in care x; =0 apoi cele in care x;; =0 etc. Or, restrangerea la

traseele in care x; =0 se face punand c¢;; = +o!
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Bineinteles ca putem considera orice subtraseu din solutia problemei rezolvate la pasul 2. Alegerea
celui “mai mic” se face in ideea de a nu incarca “excesiv” lista £!

2) In termenii generali ai principiului Branch & Bound, ramificarea are loc la pasul 4 iar

~9

marginirea la pasul 2 (nu ,,stricd” revederea sectiunii 3.2 din unitatea de invatare 3!!)

3) Algoritmul este aplicabil problemelor asimetrice de dimensiune moderata.Punctul slab al
procedurii il constituie impredictibilitatea dimensiunii listei . ca si a dinamicii acestei liste!
In principiu, algoritmul poate rezolva exact orice TSP insd aplicarea lui la cazul simetric nu este
recomandata fiind foarte greoaie!

Exemplu numeric Se da problema asimetrica a comisvoiajorului cu cinci localitati 0, 1,...,4 definita de
urmdtoarea matrice a costurilor de deplasare ¢;; :

Tabelul 6.1
1 2 3 4
10 25 25 10
oc 10 15 2
oc 20 10
10 24 oc 15
8 25 27 oc

B~ LW NN~ O
s|=|=|~|5|°
e

0 este punctul de plecare si Intoarcere al comisvoiajorului. Dupa cum se vede costul deplasarii Intre
orasele 0 si 4 nu depinde de sens: cgy = c49 = 10. In schimb, deplasarea de la 0 la 1 este mai ,,scumpa”

decat deplasarea in sens invers: cg) =10 >1=cjy. Se pune problema determindrii unui traseu de

vizitare a localitatilor cu plecarea si Intoarcerea in 0, care s treacd o singura data prin 1, 2, 3 si 4 si
care sa coste cat mai putin. Pentru aceasta vom aplica algoritmul descris mai sus.

Start
Inltlahzém XCMB = %) ZCMB = T© 4 ={PzA }

unde PA este problema de afectare (1) cu costurile cjj din tabelul 6.1

Iteratia 1
1 Selectam problema PA si o stergem din lista: £ =;
2 Rezolvam problema selectata; se obtine solutia optima:

Xo4 =X3] =X1p =xp3 =x31 =1 , x; =0 inrest.

care corespunde subtraseelor disjuncte 0 >4 >0 s11—>2 >3 > 1.
e Selectim subtraseul 0 >4 — 0 si addugdm la lista £ problemele de afectare PA; si PA:
derivate din PA prin schimbarea cgy =+ ¢4 = +0:

Z={PA;, PA;}

97



Iteratia 2

e Selectam problema PA; si actualizam lista : Z = {PA:}.
e Rezolvarea problemei PA; conduce la solutia

X03 = X31 = X12 = X4 = X40 =1 , xl-j =0 in rest

care este un traseu complet cu valoarea 65. Actualizam:
xeygp =10->3->1-52-54-0}

Iteratia 3

e Selectam problema PA;. Lista £ devine vida.
e PA; are solutia optima:

zZcmp =605

X04 =X4] =X1p =Xp3 =Xx39 =1 , Xjj =0 in rest

care este un traseu complet cu valoarea 62. Actualizam:

Xeyp =10>4->1-52-53->0}
Iteratia 4

ZCMB = 62

Deoarece lista £ este vida algoritmul se opreste. Traseul cu cel mai mic cost este retinut in x4

6.3.2 Aplicatie la problema firmei de curierat rapid

Se considera reteaua stradala din figura 6.1 Unele muchii pot fi circulate in ambele sensuri,
altele numai 1n sensul indicat. Un server, localizat in punctul 0 are de transportat cinci comenzi ale
caror surse si destinatii sunt date in tabelul 6.2 Se pune problema determinarii traseului de lungime
minima care incepe si sfarseste in nodul O si pe care serverul trebuie sd-1 parcurgd in vederea

transportarii celor cinci comenzi de la surse la destinatii.

Tabelul 6
Comanda | Sursa | Destinatia
r 1 6
r 2 7
r3 6 3
74 4 1
75 8 2
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Latura patratului caroiajului
2\ mésoard 1 km = 10 hm

diagonala

()
=/

(»

N\

masoara 1,5 km =15 hm

A \( diagonala
6 !
(7// /8 masoara 2,3 km =23 hm

N <
Figura 6.1
Tabelul 6.3
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 % 45 35 25 50 10 33 33 53
0,3,1 0,52 0,3 0,5,2,4 0,5 0,5,6 0,7 0,7,8
| 45 % 45 20 60 55 78 50 70
1,3,0 1,2 1,3 1,2,4 1,3,0,5 1,3,0,5,6 1,3,7 1,7,8
2 33 45 " 58 15 43 35 66 70
2,0 2,1 2,0,3 2.4 2,0,5 2,46 2,0,7 2,4,6,8
3 25 20 60 % 75 35 58 30 50
3,0 3,1 3,0,5,2 3,0,5,2,4 3,0,5 3,0,5,6 3,7 3,7,8
4 48 60 15 73 % 58 20 75 55
42,0 42,1 4.2 4,2,0,3 4,2,0,5 4,6 4,6,8,7 4,6,8
5 58 70 25 83 40 % 23 78 58
5,2,0 52,1 5,2 5,2,0,3 52,4 5,6 5,6,8,7 5,6,8
6 68 80 35 85 20 60 % 55 35
6,4,2,0 6,4,2,1 6,4,2 6,8,7,3 6,4 6,8,5 6,8,7 6,8
7 33 50 68 30 83 43 66 % 20
7,0 7,3,1 7,0,5,2 7,3 7,0,5,2,4 7,0,5 7,0,5,6 7,8
g 53 70 50 50 65 25 48 20 %
8,7,0 8,7,3,1 8,5,2 8,7,3 8,5,2,4 8,5 8,5,6 8,7

e Incepem prin a determina — cu o procedura specializatid cum ar fi algoritmul lui FLOYD —
drumurile de lungime minima dintre nodurile retelei. Vezi tabelul 6.3 unde, in celula (i, ),
apare atat lungimea drumului minimal de la i laj cét i nodurile prin care trece acesta.
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De exemplu cel mai scurt drum de la nodul 3 la nodul 4 are lungimea de 75 hm = 7,5 km si
trece prin nodurile 3, 0, 5, 2 si 4. Datorita faptului ca unele muchii au sens unic de parcurgere, drumul
»invers” cel mai scurt de la nodul 4 la nodul 3 are lungimea 73 hm = 7,3 km si trece prin nodurile 4,2,0

si 3.

e Construim apoi o problemd a comisvoiajorului, asimetricd, echivalentd cu problema data.
,Oragele” se identifica cu cele cinci comenzi 71 , ..., rs la care se adauga ,,comanda fictiva” ro
concentratd in locul de plecare si intoarcere a serverului. ,,Costurile de deplasare” sunt

lungimile drumurilor ,,in gol” de la destinatia unei comenzi la sursa alteia — vezi tabelul 6.4

ro

I

2

r3

r4

rs

Tabelul 6.4
ro LI ¥y r4 Ts
o | 45353350 (53
68| oo |35 0 | 20 35
33 | 50| o | 66 | 83 | 20
25120 [ 60 [ oo | 75 | 50
45 0 [45 | 78 | o | 70
331451 0 [ 35] 15| o

Exemplu de calcul pentru c(ry4,r3) =78:

- destinatia comenzii 74 este nodul 1;

- sursa comenzii r3 este nodul 6;

- drumul cel mai scurt de la nodul 1 la nodul 6 este

78 hm = 7,8 km.

e Cu algoritmul lui EASTMAN s-a gasit succesiunea optima:

Iy =1 —>Is >, —>n > >0

cu ,,costul” total minim 95 hm =9,5 km reprezentand lungimea totala a drumurilor ,,in gol”.

1-3—>50—>5—>6 cu lungimea

Aceasta inseamnd ca serverul va pleca din 0 si va transporta comenzile in ordinea
ry,r5,14,1,13 dupd care se va intoarce de unde a plecat.

In notatia (2) din 6.2 structura traseului optim arata astfel:

U3

Figura 6.2

>4 By My 6 —>%» 3

1

=g
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sau ,,In extenso’’:

Figura 6.3

Drumurile ,,in plin” insumeazi 339 hm = 33,9 km. Intregul traseu optim masoara:
95 + 339 =434 hm = 43,4 km. Drumurile in gol reprezintd circa 22% din intregul parcurs.

6.4 Euristici de rezolvare suboptimala a TSP euclidiene

Problema simetrica a comisvoiajorului si in special cea euclidiand are multe aplicatii practice si
ca urmare, cunoasterea unor metode de rezolvare fie si suboptimala, este importantd. Deoarece
complexitatea problemei face ca metodele exacte sa fie aplicabile doar problemelor de dimensiune
moderata, In continuare vor fi descrise unele metode euristice.

Metodele de rezolvare suboptimald se impart in doud categorii:

a) euristici care construiesc efectiv un traseu complet cautand ca acesta sa fie ,,cat mai bun”.
Din aceasta categorie amintim:

- euristica: mergi la cel mai apropiat vecin,;

- euristica: insereaza punctul cel mai departat (apropiat);

- euristici bazate pe utilizarea arborelui de cost minim ca de exemplu euristica: dubleaza
muchiile arborelui de cost minim sau euristica lui Cristofides.

b) euristici care amelioreaza valoarea unui traseu complet dat sau construit printr-o procedura
din prima categorie.
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6.4.1 Euristica: mergi la cel mai apropiat vecin

e se pleacd din localitatea O catre cea mai apropiata localitate;

e din ultima localitate vizitata se pleaca catre cea mai apropiata localitate nevizitati; in caz ca
nu mai exista localitati nevizitate se revine la punctul de plecare.

Desi local metoda face cea mai buna alegere, deseori in traseul construit apar deplasari
,costisitoare” astfel ca acesta nu este intotdeauna traseul optim! Euristica este simpla si, daca este
urmata de o procedura ameliorativa poate conduce la rezultate foarte bune in sensul obtinerii unui
traseu foarte apropiat ca valoare de traseul optim. Deoarece un punct poate avea mai multi vecini ,,la fel

de apropiati” este posibil ca euristica s conduca la mai multe trasee!

Exemplul 1 In figura 6.4 este dati o concretizare a problemei din debutul sectiunii 6.1
Elicopterul are baza de plecare si Intoarcere in punctul 0 iar deplasarile intre platforme se fac in linie
dreapta. Latura patratului caroiajului masoard 10 km; distantele dintre platforme au fost calculate cu

teorema lui Pitagora si sunt date in tabelul 6.5

[0]

)
—/
()
N\

1

2 3

Tabelul 6.5
4 5 6 7

22

41120

28

36

42

41

2022

10

20

22

32

* 141

22

28

22

42

*

20

22

32

22

*

10

14

22

%

10

14

S
AN R W~ O

*

22

Figura 6.4

Deplasandu-ne permanent catre cel mai apropiat vecin nevizitat, a rezultat traseul:

023-54-515256>5->7->0

cu lungimea de 157 km, vizualizat in figura 6.5




Cu siguranta traseul construit nu este cel mai scurt din
cauza ,,Iincrucisdrii” arcelor (3.4) si (7,0). Un traseu mai
scurt se va obtine folosind euristica ameliorativa descrisa
in urmatoarea sectiune.

/JEI
)
—/

Cititorul atent a observat ca din nodul 4 se putea merge
fie in nodul 1 fie in nodul 5; a fost ales nodul1.1l invitam
sd continue aplicarea euristicii mergand de asta data din

(D)
\
\ 4

41n 5.
La acest stadiu al discutiei, puteti afirma ca ,,inaintarea”
(5 )e <6 ) din nodul 4 spre nodul 5 va fi mai ,,profitabild” decat cea
aleasa?...
7
Figura 6.5

6.4.2 Euristica: ajustare locala

Este vorba de o euristicd din cea de a doua categorie care imbunatateste un traseu complet dat T.

Dot Oeioe

b) c)

Figura 6.6

e Se examineaza pe rand toate perechile de arce neconsecutive u,v din T — vezi figura 6.6a).
e FEliminarea arcelor u siv ,,sparge” T in doud drumuri disjuncte T si T2 — vezi figura 6.6b).

e Aceste drumuri se pot asambla intr-un nou traseu T’ # T intr-un singur mod, indicat in
figura 6.6c¢).
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e Daca:
Cjj T Cpp SCip Ty

noul traseu nu este mai bun ca valoare decat T si daca este asa se trece la examinarea altei perechi de
arce neconsecutive din T.
Daca insa:
cl'j +Cr > Cik +le

noul traseu T’ are o valoare mai micd decdt T. In acest caz, se inlocuieste T cu T’ si se trece la
examinarea perechilor de arce neconsecutive din T’.

Exemplul 2 Aplicdm procedura descrisa traseului din figura 6.5 luand in considerare perechea
de arce (3.4) si (7,0).

[o]

Pk M 6

P by g

. 4 o
® i Versat@? Ti )/

@

a) b)
Figura 6.7

Eliminarea arcelor (3,4) si (7,0) — vezi figura 6.7a) — si inlocuirea lor cu arcele (0,4) si (7,3)
scurteaza distanta totala de parcurs deoarece:

c34+c79 =20+41=61>50=28+22=cpy +c73

Noul traseu, indicat in figura 6.7 b) are lungimea 157 — (61—50) =146 km.
Atentie: pot exista si perechi de arce care nu se incruciseaza dar care conduc la micsorarea
valorii unui traseu! (de altfel, ,,incrucisarea” se poate depista numai daca traseul este vizualizat...)

De exemplu, sa luam perechea de arce (0,4) si (1,2) ale traseului din figura 6.7b). Deoarece:

Coq TC12 :28+20:48>44:22+222001+C42

prin eliminarea lor se obtine traseul din figura 6.7¢c) cu lungimea 146 — (48 —44) =142km. Ajustarea
locala continud cu examinarea altor perechi de arce neconsecutive din ultimul traseu obtinut.
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6.4.3 Euristica: insereaza punctul cel mai departat

Se considera un subtraseu T care trece prin unele dintre nodurile 0,1,...,n. Printre nodurile
nesituate pe traseul T se cautd nodul v, ,,cel mai departat” de T (reamintim ca ,,distanta” de la v la
multimea nodurilor subtraseuluiT se defineste ca fiind minimul distantelor de la v la fiecare nod din T).
Fie u nodul din T ,,cel mai apropiat” de v — vezi figura 6.8a). Se elimina una din muchiile traseului care
are o extremitate n u si se conecteaza extremitatile muchiei eliminate cu nodul v. Rezultatul este un
nou subtraseu T’ cu un nod ,,mai mare” decat subtraseul T — vezi figura 6.8b).

'/— Se elimina !

Figura 6.8

De reguld, la start subtraseul T este redus la punctul O de plecare si intoarcere al
comisvoiajorului astfel ca in n pasi rezulta un traseu care trece prin toate punctele de vizitat.
La prima vedere, s-ar parea ca inserarea la fiecare iteratie a ,,celui mai apropiat” nod nevizitat in locul
celui mai departat ar fi o idee mai buna. Experimentele numerice arata ,,in medie” contrariul!!

Exemplul 3 Reluam problema vizitarii platformelor marine din exemplul 1.

- Initializdm T = {0}.

- Cele mai departate puncte de 0 sunt 2 s1 7 pentru cd c(py =cgp7 =41sunt cele mai mari
distante din tabelul 4.Actualizam T:0 -2 —> 7 — 0.

- Distantele de la nodurile 1, 3, 4, 5si 6 la multimea {0, 2, 7}a nodurilor subtraseului curent T
sunt 20, 20, 22, 14 respectiv 22. Alegand nodul 6, T devine: 0 >2 —>6 —>7 —>0.

- Fatd de noul T cele mai departate noduri sunt 1 si 3.A fost ales si inserat nodul 3 astfel ca T:
0>2>6—>7->3->0.
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- Nodurile rimase au fost inserate in ordinea 1, urmat de 4 si la urma 5. In final a rezultat
traseul complet: T: 0 >1—>2—>6 >5—>4 —>7 >3 — 0culungimea de 148 km.

Observatie: In mai multe randuri a fost necesar si facem o alegere a nodului ce urma a fi
inserat in subtraseul curent dintr-o multime de noduri candidate. Ca urmare procedura poate conduce si
la alte trasee unele posibil mai bune, altele posibil mai proaste decat traseul efectiv construit!

6.4.4 Euristica: dubleaza muchiile unui arbore minimal

e In graful complet cu nodurile 0,1,...,n se determina un arbore H de valoare(lungime) minima.
Aceasta este o problema de optimizare usoara rezolvabild cu algoritmul lui Kruskal — vezi unitatea de
invatare 5.

e In continuare fiecare muchie din H se inlocuieste cu doud muchii de aceeasi lungime. Se obtine
un multigraf H’.
Prin constructie, H’ este un graf eulerian (deoarece gradele tuturor nodurilor sunt pare!) si ca urmare
exista posibilitatea traversarii tuturor muchiilor, o singura data, cu plecarea si intoarcerea in nodul 0.

e Fie
Oo>x—>y—>-- —>u—>v—->0 (*)

Succesiunea in care toate muchiile multigrafului H’ au fost parcurse. In aceeasta secventa este
posibil ca unul sau mai multe orage sa apara de mai multe ori. Proceddm la urmatoarea operatie de
scurtcircuitare:

In succesiunea (*) se determind prima tripletd i — j — & de noduri (orage) consecutive in care
»mijlocul” j mai apare ulterior in succesiune. Inlocuim secventa i — j — k cu arcul direct i — k. Prin
aceastd operatie:

- fiecare oras continua sa fie vizitat macar o data;

- noul traseu are o lungime mai micd deoarece c¢;; +c i 2 ¢y (atentie, avem in vedere in

exclusivitate TSP euclidiene!!)
Scurtcircuitarea se repeta pand cand, in secventa (*) actualizata, fiecare oras apare o singura
data, bineinteles cu exceptia punctului de plecare si intoarcere 0.

Se poate demonstra ca lungimea traseului obtinut prin aceasta euristica este cel mult de
doua ori mai mare decat lungimea traseului optim (in practica lucrurile stau insa mai bine...)
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Arborele de lungime minima H Multigraful H’

[o]

Figura 6.9

Exemplul 4 Aplicim euristica descrisd problemei din exemplul 1. In figura 6.9a) este vizualizat
un arbore H de valoare minima; in figura 6.9b) apare multigraful H’. Traversarea tuturor muchiilor din
H’, fiecare o singura data se poate realiza in mai multe feluri; iatd unul din ele:

0535455256555 7>5-54-51-52>5154->3->0

Traseul obtinut nu este o solutie a TSP deoarece unele puncte sunt vizitate de mai multe ori.
Eliminarea repetitiilor prin ,,scurtcircuitare” este aratata in diagrama din figura 6.10

0535455565525 7T->554-51-52>5154->3->0
X//\/ \\//
Figura 6.10
A rezultat traseul: 0 >6 —>7 >5—>2—>1—->4—2— 0 culungimea de 176 km si vizualizat
in figura 6.11a). Dupa aplicarea euristicii de ajustare locald — vezi figurile 6.11 b),c),d) e) se regaseste

traseul din figura 6.7c) care ,,pare a fi” traseul cel mai scurt. Perechile de arce neconsecutive inlocuite
au fost evidentiate prin linii punctate.
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Figura 6.11

6.4.5 Euristica lui Cristofides

Aceasta procedurd, datoratd lui CRISTOFIDES este o rafinare a euristicii
precedente.Deoarece suma gradelor nodurilor din arborele H este pari, numirul nodurilor de
grad impar este par! Folosind numai aceste noduri si muchiile dintre ele se determina cuplajul C de
pondere minima (vezi unitatea de invatare 4!), ponderile muchiilor luate n calcul fiind distantele
dintre extremitdfi. Fie H’ (multi)graful rezultat din H prin adaugarea muchiilor cuplajului C, cu
mentiunea cd daca intre doud noduri avem o muchie in H si alta in C, graful H’ va avea, intre nodurile
respective, doud muchii! Prin constructie, in H’ fiecare nod are grad par, deci H’ este un graf eulerian
si ca urmare existd posibilitatea traversarii tuturor muchiilor sale exact o singura data.Plecand de aici si
folosind tehnica scurtcircuitirii se ajunge la un traseu complet.

Se poate arata ca lungimea acestui traseu nu depaseste 3/2 din lungimea traseului optim.

Exemplul 5 Pentru problema euclidiand a comisvoiajorului din exemplul 1, un arbore de
lungime minima este disponibil 1n figura 6.9a). Nodurile de grad impar sunt 0,2,6,7 cu gradul 1 si 4,5
cu gradul 3.Prin simpla inspectie (sau utilizdnd un algoritm de determinare a cuplajului de pondere
minima in subgraful complet ale carui noduri sunt 0,2,4,5,6,7) se constatd ca muchiile {0,2}, {4,6},
{5,7}au cea mai micd pondere totald: cp, + c4¢ + c57 =69 .Adaugand aceste muchii la arborele H se

obtine multigraful H’ din figura 6.12
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Figura 6.12

O posibila traversare a tuturor muchiilor o singura datd este datd de succesiunea
052>51>54>56>5>7>5—>4—>3—->0. Dupa scurtcircuitarea secventelor 1 >4 —>6 si
6 —>5—7 resulta traseul 0 >2—>1->6—>7 >5—>4—->3—>0cu lungimea de 169 km. Invitdim

cititorul sa-1 vizualizeze si sa cerceteze dacd poate fi scurtat folosind ajustarea locala.

Probleme propuse

1. Un comisvoiajor situat in localitatea 0 are de vizitat orasele 1, 2, 3 si 4.Costurile de deplasare
¢;j,0<i,j<4,i# j delaun oras la altul sunt date in tabelul 6.6. Se observa ca in general ¢;; #c j;

altfel spus costul deplasarii intre doua localitdti depinde de sensul de deplasare — avem de a face cu o

TSP asimetrica. Sa se aplice algoritmul lui Eastman pentru a gasi un traseu de cost minim.

Tabelul 6.6
0 1 2 3 4
0] . 10| 7 9 11
1 8 . 111121 4
219 11 13 6
31 6 12 | 14 7
4110 5 8 8

109



2. Sa se aplice algoritmul lui Eastman pentru rezolvarea problemei asimetrice a
comisvoiajorului ale carei costuri sunt date in tabelul 6.7

3. Problemele 1 si 2 sunt ,,mici” si cu un program de calculator destul de simplu ele pot fi
rezolvate prin enumerarea completd a solutiilor. Cate trasee complete ar trebui generate in fiecare caz?

Tabelul 6.7
0 1 2 3 4 5
0 . 18 [ 13 |20 |22 | 34
1 10 | . 20 (17 [ 18 [ 10
2 10 | 9 . 20 [ 11 | 20
3 19 | 27 |23 | . 6 11
4 24 (17 [ 20 |7 . 8
5 23 (33 [ 18 [ 14 | 30

4. Algoritmul lui Eastman este o proceduri de tip B&B. In ce situatii nu mai are loc ramificarea
unui nod?

5. Un server are de transportat patru colete mari dintr-un loc in altul. In figura 6.13 sunt indicate
pozitiile locului de parcare al serverului si ale surselor si destinatiilor coletelor. Deplasarile se fac
numai pe liniile orizontale si verticale ale caroiajului. Latura patratului caroiajului se va lua ca unitate
de lungime.

(D
»—
Pt \ Comanda Sursa Destinatia
r3 ,/ \\
. [Wal
Oy i ! 5
/I “\ "2 2 3
: ) Lot (O
’l E)_I \\\ ’,>\%> r3 3 1
/ B
! BEE P N r4 4 3
R <
oy Figura 6.13

a) In ce ordine vor fi transportate comenzile pentru ca distanta totald parcursi de server si fie minima,
stiind ca acesta pleaca si se intoarce n 0 si nu transportd mai mult de o comanda o data. Precizati
distanta minima de parcurs si procentul parcursului ,,in gol” (se va construi o TSP asimetrica
echivalenta care va fi rezolvata cu algoritmul lui Eastman).

b) Pe langad comenzile indicate, serverul trebuie sd treacd si prin punctul 6, la un service, pentru
remedierea unei mici defectiuni. Cum va arata traseul minim? (poanta: transformati ,,oprirea in
punctul 6” intr-o noud comanda rs .
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c) Elaborati (empiric) un program de transport in ipoteza ca serverul poate duce si doua colete o data!

6. In reteaua din figura 6.14 nodurile 1, 2....,9 sunt sursele si destinatiile comenzilor de transport
r1 ,r,...,76. Un server cu locul de parcare in nodul 0 este desemnat sa transporte aceste comenzi.
Deplasarile serverului se fac numai pe liniile orizontale si verticale ale caroiajului. Latura patratului
caroiajului masoara 1 km.

In ce ordine vor fi efectuate transporturile pentru ca distanta totald parcursa de server s fie
minima in ipoteza ca serverul nu poate transporta mai mult de o comanda odata.

Elaborati Tn maniera empirica un program de lucru stiind ca serverul poate duce doud comenzi

odata.
O
’4\ Comanda| Sursa [Destinatia
. i
iz Yeen(3) o
P 4 2/< @/ "

ra; , NE ," s 5 4
’ IVQ.D II’I [0] \‘\(/’ 73 3 6
r/%/’ I,’ ’:3,, ’ \\\ - 6 2

A AN \ §
<5/ (6 )¢ e 7) . . :
réw "6 7 8

o :

Figura 6.14

6. Agentia de turism HAI SA HAIDEM situata in localitatea 0 este interesatd in determinarea
unui traseu de vizitare a sase obiective de interes turistic si istoric notate 1,2,...,6. Pozitiile relative
ale celor sapte puncte sunt indicate in figura 6.15 iar distantele dintre ele — masurate in km in linie
dreapta — sunt date in tabelul alaturat.

® ©
/_3\ 1 2 3 4 5 6
€2 013642120 10| 14 | 28
1 * [ 50223250150
2 * 3215014571
........... 4/)@] 3 * 22 32 45
C> 4 * 122122
3 5 * 132
(o)

Figura 6.15
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1)  Evident, obiectivul urmarit este determinarea celui mai scurt traseu. Cate solutii = trasee

complete ar fi de examinat in situatia data?

i1)  Determinati un traseu cat mai scurt aplicand riguros euristica ,,mergi la cel mai apropiat

vecin”;

i) Daca este cazul folositi ajustarea locala pentru micsorarea parcursului total;
iv)  Reluati chestiunea aplicand (riguros!) una sau alta din euristicile explicate in text;

v)  Care este cel mai scurt traseu pe care l-ati gasit?

7. Se considera problema (euclidiand) a comisvoiajorului cu datele din figura 6.16

° ®
1 2 3 4 5 6
(1)
N 0|14 [30 |42 |45 |50 |58
(1) *
\4 H) 1 22 |28 |32 |41 |45
2 * 130 |41 |58 |36
© (3)
= Y 3 * |14 |36 | 20
4 * 122 (32
5 * 154
(6)
N4
Figura 6.16
1)  Aplicati riguros euristica ,,mergi la cel mai apropiat vecin”. Eliminati eventualele incrucisari cu
euristica de ajustare locala;
1) Aplicati euristicile ,,insereaza puncul cel mai apropiat” respectiv ,,cel mai departat” — urmate
eventual de ,,ajustarea locald” si comparati rezultatele;
ii1) Aplicati cele doua euristici bazate pe arborele de lungime minima;
iv) Care este cel mai scurt traseu gasit?

112



