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Modelul Lesourne-Leban

Asemanarea cu modelul Jorgenson: orizontul de timp este infinit.
Deosebiri:
- vizeaza schimbari In structura financiara (finantarea poate fi facuta

din actiuni sau din credite);

- criteriul de optim: maximizarea valorii firmei ca suma actualizata
de dividende;

- tine seama de politica de taxare (impozitare a guvernului).

Ecuatiile modelului:

- ecuatia de balantd care formalizeaza sursele de finantare a
bunurilor capital:

X(0)+Y(0)=K() (1)

X(t) — valoarea actiunilor (capitalul social al firmei)

Y(t) — imprumuturi (credite)

K{(t) — valoarea bunurilor capital.

- ecuatia de evolutie a bunurilor capital (investitia netd); este
ecuatia de stare:

K(t) = 1(t)~ aK (1) ()

I(t) — investitia bruta;

a — rata de amortizare;
K(¢) - investitia neta.

- Ecuatia profitului net

E(t)= X(1)+ D(t) = (1= /)R(Q(t) = wL(1) = aK (1) = rY (1)] 3)

E(t) — profitul net al firmei;
f—rata de impozitare;
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R(Q(t)) — veniturile firmei (din vanzari);

w — salariul pe persoana ocupata;

L(t) — personalul ocupat;

X (1) - cresterea capitalului social;

D(t) — valoarea dividendelor.

Ecuatia (3) cuprinde modul de distribuire si modul de formare a
profitului net: E(r)= X (¢)+ D(¢) (distribuirea profitului net pentru dividende
si/sau cresterea capitalului social(acumulari)).

Mecanismul de formare a profitului net este:

E@#) =1~ f)R(Q®)) ~wL(t) —aK (1) =Y (1)]

Observatie: Spre deosebire de modelul Jorgenson, cheltuielile cu
capitalul se considera valoarea amortizarilor (la Jorgenson costul capitalului
era exprimat ca o pondere din investitia bruta). Ca si In modelul amintit, se
considera doua inputuri: capitalul si forta de munca.

Ipoteze asupra functiei de venit (venituri din vanzari)

- R(Q(t)) este strict concava:
R(aQ, () +(1=a)Q, (1) > aR(Q, (1)) + (1= a)R(Q, (1))
- R(Q(t)) este monoton strict crescatoare: R'(Q(z)) >0

- veniturile marginale la scala de fabricatie sunt strict descres-
catoare: R"(Q(1))<0

Performanta modelului: firma este condusa de actionari, criteriul
este maximizarea fluxurilor de dividende pe un orizont infinit.

o0

maxJ.e_”D(t)dt 4)
DILY

Restrictii asupra dividendelor
Dividendele sunt nenegative:

D(t)>0 (5)
Restrictii de limitare a valorii imprumutului:
0<Y(t)<kX(t) (6)
unde k& este ponderea maxima a datoriilor (creditelor bancare) in raport cu

valoarea capitalului social.
Din ecuatia de balanta rezulta Y(?) = K(t) — X(1). Inlocuim in (6):
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0SKO-XO<(A+hHX(t) =X K@) <(A+k)X(t) (6”)

Limitele artificiale pentru variabilele de control (dividende si inves-
titii):

0<D@)<D,, (7)

1. <I®<I,, (8)

(necesare pentru a obtine un domeniu inchis al variabilelor de control).
Modelul matematic (Lesourne si Leban) este:

0

r[r)l’%;.([e D(t)dt ©)

X(6)= (1= NIRQW) = wL(t) = (r+ @)K (1) +rX ()] - D(1) (10)
Observatie: In ecuatia (3) am tinut seama de ecuatia de balanta:
Kt)=Xt)+Y@t)=>Y(@®)=K(t)—X(?)

K(t)=1(t) - aK(t) (11)
XKW <(A+k)X(@) (12)

0<D(t)<D,,. (13)

restrictii momentane asupra variabilelor de comanda
1. <1<, (14)

Pentru rezolvare aplicam principiul lui Pontreaghin:
Hamiltonianul problemei:

H(K(0),1(2), D(1), X (), 4, (1), 4, (1)) = D(2) + 4, () {(1 = /R(O(1)) = wL(t) -

(r +a)K(@) +rX ()] = D(0)} + A, (O (1) = aK (1)] (1)
Lagrangeanul problemei:
L(K(t)aX(t)a I(t):D(t) ’ ﬂ'l (t)a 12 (t) > Hy (t)a Hy (t)a /,13 (t)a Hy (t)a Vi (t)avz (t)) =
variabile de stare variabile de comanda variabile adjuncte multiplicatori Lagrange
= H()+ (D) + 11y (O)(Dyae = D(O) + st (YL () = L 1) + (16)

+ Uy (O oy — 1)) + V(K (@) — X (0)) + v, (O + k)X (1) - K(2))
Presupunem, din ratiuni economice, ca:
D_.. >D(t)

My = py = pty =0= 9 1) > 1,
1. >1()
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Conditiile de optim ale modelului sunt:

A0 =i (0 ZE Z i (6= A (O f)r v, ()~ A+ R, () (17)

oxX ()
_OLO) _ RO o iay|o

A () =2, (1) K i, () = A (D)1 - {M(t) ( +a)} (18)
=)+ v, () + ak,(?)

OL() _ _ _ _

aD(t)_O:ﬂl(t)+l L) =0=4,(0) = (1) +1 (19)
oL()

30) =0=>4,1)=0 (20)
OL() _ OR(") _

oLy 0= A0 f){w) }0 1)
w1 (D) =0 (22)
v (OIK () - X()]=0 (23)
v,(OIA+ k)X (1) - K(1)]=0 (24)
#i (1), v, (1),v,(1) 20 (25)
Din (19) si (25) rezulta ca:

4(1)>0 (26)
din (21) si (26):

A4 () >0 D%—W=OD%=W (27)

(1-£)>0]  oL(t) OL(t)
(venitul marginal al muncii este egal cu costul marginal).
Conform (20)= ﬂ',z (1) = 0 =relatia (18) devine:

__ _ | 9RO _ _

0=-4(01 f)[aK(t) (r+a)} V() +v, (1) (28)

Traiectorii posibile
TR.or. | w@® | w@®) | n)

1 0 + 0
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2 0 0 +
3 0 0 0
4 + + 0
5 + 0 +
6 + 0 0

Transformarea conditiilor de optim pe traiectoriile 1, 2, 3 pentru care
1,(1)=0:(19)= A,(t)=1= 4,(¢) = 0= (17) devine:

O0=i-(-Hr+v,O)-+kyv,@t)=i—-1-fHr=~0+k)v,@®)-v,(t) (29)
Pe traiectoriile 1, 2, 3, (28) devine:
OR()

(l—f){ Ko

—(r+ a)} =, (- () (30)

Ipoteza: i#(1— f)r: revenirea actionarilor este diferita de costul
unitar al imprumutului.

i — rata de revenire a actionarilor la o unitate monetard investita pe
actiuni;

(I — fyr — costul imprumutului (partea dintr-o unitate monetara de
profit net care constituie restituirea datoriilor).

Analiza traiectoriilor de baza

Traiectoria 1: v, (¢) > 0, 4,(t) =v,(t) =0

v (6)>0=K()=X(?)

1, ()=0=D(t)>0

Din (29) rezulta:

(I-fyr—i=vi@O);vi()>0=>1-fHr>i 31

deci actiunile sunt mai ieftine decat creditul si este rational ca finantarea sa
se faca din actiuni.

Din (30) rezulta:

OR() BRA0)

—8K(t) (r+a) —f (32)
Inlocuim pe v,(¢) din (31)in (32):

OR() i (33)

0K (¢) 1-f



26 Modelul Lesourne-Leban

si notdm cu K, solutia acestei ecuatii (valoarea stationara cand finantarea
se face numai din actiuni).

Traiectoria 2: v,(¢) > 0,1, (£) =v,(t) =0
K@)

V(>0 (+RXO)-K@0)=0= X() ="

w(@)=0=D()>0

Din (29) rezulta:

(I+kv, () =i—-(1- f)r
adica:

vy ="

1+k (35)

Deoarece v,(t)>0;l1+k>0=(1-f)r<i rezultd ca actiunile sunt
scumpe si creditele sunt ieftine; deci finantarea se va face din credite.

Din (30) rezulta:
_ | PRO) -
a-f )[ K () (r+ a)} v, (1) (36)

Inlocuim pe v,(¢) din (35) si obtinem:

RO g1 {kﬁt i } (37)
K@) Tk 1-f

Notim cu K, solutia acestei ecuatii (valoarea stationard cand

finantarea se face din credite la maxim).
Traiectoria 3: v, (¢) = 1, (1) =v,(t) =0
Din (29) rezulta:
A= fr=i
situatie exclusa prin ipoteza, deci traiectoria 3 nu este admisibila.
Traiectoria 4: v,(¢) > 0,v,(t) =0, ,(¢) > 0,
Din (24) rezulta:
K@t)=X(t)=Y()=0



Modele dinamice de conducere optimala a activitatii firmei 27

deci finantarea se face numai din actiuni.
Din 29)=i-(1-f)r=—v,(t) =>i< (- f)r pentruca v,(¢)>0.
Din (30), pentru v,(t)=0, avem:

OR(-
201 - f)[yg)— (r+ a)} =)
Inlocuim v,(¢) din ecuatia precedenti si tinand cont ca i < (1 — fr,
va rezulta:
OR(: x
Tgt))—cxr:K(t) > Kyy

Traiectoria 5: v,(¢) = 0,v,(¢) > 0, 1, (¢) > 0.
Din (24) rezulta:
KO)y=(1+kb)X)=>Y()=kX(t)
deci finantarea este mixtd (din actiuni si credite la maxim).
Din (30), pentru v,(¢) =0, avem:
OR()
0K (1)

OR()
0K (1)

ﬂ,l(t)(l—f){ —(r+a)}=v2(t):> —a>r=K({)<K,,

unde K, este solutia stationard in cazul finantarii mixte.

Traiectoria 6: v,(¢)=0,v,(¢)=0,4,()>0

Din (23) rezulta:

KH)>Xt)=Y(®)>0
iar din (24) avem:

K@) <(1+k)X ()= Y(t) < kX (f)
rezultand ca:

Xt)<K@t)<(A+k)X(2)

Din (30), pentru v,(¢t) =v,(¢#) =0, avem:
ORO) _
OK (1)

B B OR() _ e
2, ()1 f){ (r+ a)} =0= —8K(t) a=r=K()=K,,
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* . . . A - e .
unde K,, este solutia stationara in cazul finantarii mixte.

Analiza solutiei

Traiectoriile 4,5,6 nu pot fi traiectorii finale, intrucat nu poate fi
optimal sd nu se plateasca dividende pe termen Ilung (deoarece
4, (t)>0= D(¢t)=0); deci traiectoriile 1 si 2 sunt singurele traiectorii
finale.

Traiectorii intr-un singur stadiu
a) dacid i< (1- f)r si X(0)=K, traiectoria optim este traiectoria 1.

i
Kx'
()
D(1)
t
D" =(1- f)R(Ky)-wL—-aK})
Y(t)=0
I'(t)=aK,
K=K,
b) daca i>(1-f)r si X(0)= ﬁl{ ., traiectoria optimd este
+
traiectoria 2.
i
Ky
()
D(1)
.l
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D’ = (1= PIR(K;) = wL ()~ (a+——r)K; ]
1+

k.
Y(H)=—K
® 1+k "
I'(t)=ak,
K1) =K,

Traiectorii in doud faze

Sunt formate din cuplarea traiectoriilor 4, 5 si 6, Tnaintea traiectoriei
1 sau 2.

Intrucat modelul are restrictii pure asupra stirii, trebuie sa
consideram posibilitatea ca variabilele adjuncte sa nu fie continue.

In punctul 7 in care A(7) este discontinui, trebuie satisficute relatiile:

AT =4 ) =m(0)+1,(7) (41)
(") =,@ ) +n(0) + L+ E)n,(7) (42)
m(T) K () - X(7)=0 (43)
L (O)((1+ k)X (7) - K(7)) =0 (44)
n(r)=20,n7,(r)=0 (45)

Intrucat 4,(¢) =0, din (42) rezulta:
m()+A+k)n,(7)=0 (46)

Din (45) si (46) rezulta n,(r) =n,(r) =0 deci A,(¢) este continua.

Din (19) rezulta A, (¢) =1+ g, (¢) deci g, (¢) este continua.

Intrucat pe traiectoriile 1 si 2 z4(f) = 0, este necesar ca traiectoriile
care preced traiectoriile 1 sau 2 sa verifice g, (¢) > 0. Rezultd cad in punctul

de comutatie:
{ﬂl (1)<0
w1 (1)=0
Cum A (1) =z (¢) fiinded 4,(t) =1+ 4,(¢), inlocuind in (17) obtinem:
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() =1+ ))i = (A= Hr) + v () = A+ k)v, (1) (47)
Pe traiectoria 4 avem v, (¢) =0.

Inlocuim in (47) relatiile: v, (t) =0, 4,(t) =0, £,(t) < 0 si rezulta:
i<(-1f)r

Din conditia de optim (28), prin explicitarea lui v,(¢) rezulta:

Vi(0) =~ 4, (01 - f){% C(r+ a)}

st inlocuind pe v, (¢) in (47), tinand seama ca A, (¢) =1+ x,(¢), avem:

(@) == A= f)r) =1+ @)1 —f){%—(w a)} —(1+k)v, (1)
=0

RO i

KO .w_fQngKX

(1) <0=

Am determinat deja cd K (1) > K, .
Obtinem:
Daci K(t)< X(0)=K(0)< K, traiectoria de magistrala este:

Tr4 — Trl.
TR4 TR1
Ky <Ky K
K()>0 valoare stationari
Y(6)=0 Y(£)=0
D(1)=0 D(t)= (- f/)R(Ky)-wL(t)—aK ]
|
Qxfrmmmmmmm e , O
: .
Qo : : D(1)
Ko | |
TR4 | TRI
crestere : stationara |

Y
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t

Traiectoria de magistrala TR4 — TR1 este cazul finantarii pure din
actiuni.

Pe Traiectoria 5, v,(¢) =0.

Din conditia de optim (28) rezulta prin explicitarea lui v, (¢):

OR() +a)}

vy () = A4 (01~ f){aK( "

st Inlocuind pe v, (¢) in (47), tinand seama ca A, (¢) =14 x,(¢):

()= (i~ (1~ ) (1 + k)1 - f)[sgg))—(rw)}@:
RO _ kr+— )= K1) <K,

oK(t) l+k - f

Traiectoria 5 trebuie conectatd cu traiectoria 2 si va rezulta cazul
finantarii maxime din imprumut.

Obtinem:

Daca:

i>(1-f)rsi X(0)<LK;
1+

traiectoria de magistrala este TR5 — TR2.

TRS TR2
K() <K, K,
K()>0 traiectorie stationard
k ko .
Y(t)=——K(¢ Yt)=—-K
(1) Tk (1) (1) r iy
* k *
D(@)=0 D(t):(l—f)[R(Ky)—wL(t)—(a+1+kr)KY]

In cazul acestei magistrale, cresterea se va face cu finantare maxima
din imprumut.
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[}
Oyl oo 0
i K
0 5 Y(0)
Ky : |
: . D(t
Y0 | : (®)
TRS : TR2 :
crestere : stationara ! L
Is52 T

Traiectoria 6 nu poate precede traiectoria 1 sau 2, datoritd
continuitatii lui K(2).

Pe traiectoria 1: OR() _ a=—"=K{t)=K,
oK(t)  1-f

Pe traiectoria 6: RO _ a=r=K{t)=K,,
oK (1)
RO 1

Pe traiectoria 2: (kr + lf) =K(t)=K,.

oK@ d+k 1
Deci traiectoriile in doua stadii sunt:
TR4—TRI

TR5—TR2

Traiectoriile n mai multe stadii:

a) dacai<(l-f)r st X(0)< ﬁK Jv » traiectoria optimala este:
+
TR5 — TR6 — TR4 — TRI1
b) dacai>(1- f)r st X(0)= ﬁK .y » traiectoria optimal3 este:
+

TRS5 — TR2
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