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Modelul Ludwig

Obiectivul modelului Ludwig este maximizarea fluxului (incasarilor)
de dividende pe orizontul limitat de timp [0,T] in valoare actualizata:

T i T
max J = j e "D(t)dt + ¢ X(T) (1)
I,F 0

Vom considera ca evolutia capitalului are o dinamica clasica:

K (1) = I(1)- a:K(2) ()
unde a = coeficientul de depreciere = coeficientul de amortizare

Structura capitalului va fi:

K(1) = X(t) + Y(1) 3)

unde X(¢) reprezintd volumul actiunilor (capitalul social) iar ¥(#) volumul
datoriilor (imprumuturilor) la momentul z.
Dinamica imprumuturilor este:

Y(1) = F(t) - b Y(1) 4
unde: F(¢) = volumul creditelor
b = cota de rambursare anuala a datoriilor(amortismentul).

Vom presupune in continuare ca se verifica ipoteza Ludwig: b =a
In aceste conditii, din relatia (3) se obtine, prin derivare, dinamica
structurii capitalului:

K(n)= X(t) + Y(2) 3"
de unde rezulta succesiv dinamica valorii actiunilor(capitalului social):
XO=K@t)-Y@t) <
X(t) =I(H)-a-K(t) - F(t) + b-Y(1) <

X (1) = (6 a(X(©) + Y(1)) — F(t) + b-Y(§)

si in final, tindnd cont de ipoteza Ludwig(a = b), rezulta:
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X () = I(H)- a-X(¢) — F(¢) (5)

Vom considera ca profitul net este ceea ce mai ramane din venitul
brut (R(K(f)) = cifra de afaceri minus costurile cu factorii variabili, inclusiv
costurile salariale) dupa ce se scad costurile cu factorii ficsi (amortizarea
capitalului = a-K(¥) si dobanzile la datorii = r- ¥(¢)):

V(1) = R(K(9)) — a-K(2) — 1-Y(2) (6)

unde r = rata (normald) a dobanzii (lucram in ipoteza r # 1).
Venitul net obtinut va fi utilizat pentru plata actionarilor (ca
dividende D(¢)) si cresterea capitalului social X(¢):

Mt)=D(0)+ X (1) (7)

Daca m e (0,1) este cota parte din profitul net retinutd pentru
dezvoltare atunci cerinta actionarilor ca dividendele sa fie strict pozitive se
traduce prin:

D(#) = (1 —m)- V() >0 (8)

Conform acestei cerinte, cresterea capitalului social este limitata
superior:

X (t) = V(t) - D(t) < V(£) — (1 — m)- V(£) = m V()
adica:
X (1) <m- () (8"

Conform (5), cererea de investitii se calculeaza cu relatia:

()= X(t)+a-X(t) + F(1) )
si tinand cont de (8'), obtinem marginea superioara a acesteia:

I()) <m- V(1) + a-X(¢) + F(¢) (10)
sau, conform (6):

1(f) <m-(R(K(?)) — aK(f) — - Y(?)) + a-X(?) + F(¢) (10"

Daca se face ipoteza: /() > 0 (nu se admite dezinvestitia), atunci din
ecuatia de dinamica (2) rezulta:

K(t) > —aK(f) sau % >—a
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ceea ce aratd ca rata de cregtere a capitalului poate fi si negativd, fiind deci
posibila si descresterea capitalului (decapitalizarea).
Conditiile de creditare se impun prin restrictiile:

0 < F(?) < y-I(f) (11)

unde y = F@

este cota maxima a creditelor pentru investitii (in raport cu

facilitatile sistemului bancar).

Observatie: Daca cerinta (11) este verificata, atunci automat I(t) > 0
si aceasta restrictic nu mai apare ca efectiva.

Pornind de la relatiile (7) si (5) si tinand cont de relatia (6) obtinem:

. (%) (6),(3)
(7) = D(t) = V(1) - X (t) = D(t) = V(t) — I()+ a- X(t) + F(f) =

D(t) = R(K(?)) —(a+ 1) Y(¢) - 1(¢) + F(?) (12)

care reprezintd ecuatia dividendelor pe baza careia obtinem functia
obiectiv:

max J= jOT e (R(K(2)) — (a+ 1) Y(¢) — I(t) + F())dt + e T X(T)(1")

Vom considera ca functia de venit R(¢) verifica si conditiile:

) RO
oK (1)

ii) ajR(” <0
8K (1)

prima conditie rezultand din restrictia R(K(f)) > a-K(f) care spune ca

veniturile trebuie sd acopere cel putin costurile cu factorii variabili si cei

ficsi iar a doua reprezinta legea randamentelor marginale descrescatoare.
Variabilele modelului sunt:

— variabile de stare: X(¢) si Y(?)
— variabile de decizie: I(¢) si F(?)

— variabile de iesire: K(¢), V(¢) si D(t)

Modelul matematic este:
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max J= j et (R(K(©)) — (a + 1) Y(0) — I(£) + F())dt + e " X(T)
1(1),F (1) 0
X(@) =1()-aX{@) - F(©) X(0)=X,

Y(t) =F@)-aY(l) Y0)=7Y,

K(f) = X(¢) + Y(¢)

1(f) < m(R(K(?)) — a-K(t) — r- Y(¢)) + a-X(¢) + F(¢)

0 < F(¢) <vI(1)

m e (0,1);y € (0,1)

si reprezintd o problema de control optimal. Pentru rezolvarea acesteia vom
utiliza principiul lui Pontreaghin. _

Deoarece functia obiectiv (1) este cu actualizare (apare e )
construim hamiltonianul ajustat (fara actualizare):

HX(0),Y(0),10),F (@), (1), ¥a(1)) = R(K(1)) = (a + 1) Y(0) — 1() + F (1) +
P (- a-X(0) - F(O] + (o) [F(1) - a- Y(9)] (14)

unde variabilele adjuncte sunt exprimate in acest caz prin transformata:
(1) = e"24(7)

Ai(?) fiind variabilele adjuncte corespunzatoare hamiltonianului /(") care
contin termenul de actualizare ¢, variabile despre care se stie ci verificd
ecuatiile de dinamica:

H() OH()

h(0)==—-= e

hy(t) == —~

de unde rezulta:

OH (")

i W, ()=iP(t)— " —=
i (=i -t —

¥, (t) =i () - €" %

(16)
sau, mai general, teorema:

Teorema: Daca X(f) este vectorul variabilelor de stare si H(-) este
hamiltonianul asociat unei probleme de control optimal fara restrictii atunci
variabilele adjuncte ¥(¢) folosite in constructia hamiltonianului, prin
excluderea factorului de actualizare (e™) din functia-obiectiv, verifici
ecuatia de dinamica:

()= i) - g}ﬁ) - e ey = o Hajustar(1).
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Daca existd si restrictii asupra variabilelor, ca in cazul de fata
restrictiile:

K(1) = X(t) + Y(2)
1(0) < m-(RK(F)) — a-K(£) — r-Y(0)) + a-X(¢) + F(t)
0 < F(¢) <y-I(f)

atunci definim Lagrangeanul asociat problemei:

L() = HC) + (@) [v1(0) = FO)] + pa(@) [m(R(K(®)) — a-K(1) — 1-Y(1))
+aX(t) + F(t) - 1] + ps(0) £(0) (15)

unde p,(7) este multiplicatorul asociat restrictiei asupra variabilei de decizie
I(¢) iar py(?) si ps(¢) multiplicatorii asociati restrictiilor asupra variabilei de
decizie F(¢) si ecuatiile de dinamica (16) trebuie Inlocuite cu ecuatiile:

¥, (t)=i- Pi(t) — " %
(16)

. ' 4 OL(:

0 =i va0 - -
Sistemul de conditii Kuhn-Tucker se reduce la conditiile:
p

OL()

=0 17.
P (17.2)
4

oA _ 0 (17.b)

| OF
Si:

welyl-F]1=0 (18.2)
w [mRK)—aK-rY)+aX+F-I1]1=0 (18.b)
w3 F =0 (18.c)

care este un sistem de 5 ecuatii cu necunoscutele /, F, W, 1o, U3 din care
vom scoate variabilele de decizie / si F in functie de variabilele de stare X si
Y si de variabilele adjuncte ¥ si .

In cazul de fata, sistemul conditiilor Kuhn-Tucker are forma:
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(—1+ ¥ +yu—m=0 (17".a)
-+t t+tu=0 (17".b)

SKT | I =F]=0 (18.2)
o [mRK)—aK—-rY)+taX+F-I11=0 (18.b)
\u3~F= 0 (18.c)

si restrictiile de semn: p(t),pa(t),us(t),/(t),F(t) > 0

In final, variabilele de stare X(¢) si Y(#) vor fi gisite din sistemul de

ecuatii diferentiale format din ecuatiile de dinamica ale variabilelor de stare
(4) si (5) la care se adauga ecuatiile de dinamica ale variabilelor adjuncte,
rezultdnd un sistem SD de 4 ecuatii diferentiale cu 4 necunoscute (X(), ¥(¢),

(D), ¥a(1)):

.

.

\ =

Y(t) = F(t) - a'Y(2) “4)
X (@) =I(0)- a-X(t) - F(t) (5)
OL() _

¥ () =i Vi) - —= F%

———(z)+(z+a) V(1) - ey [m: a()(ma(l m]  (16.2)

OL() _

¥, ()= i Palt) - —~ %

aR()

(i +a) ¥o(t) - —=(0) [l tm-pa(D] + (@ + 1) [1 + mepa(n)] (16.b)

cu valorile initiale X(0) = Xy, Y(0) = Y, plus valorile finale:

(T =151 #(T)=0 (16.c)
Observatie: In formulele in sistem am folosit faptul ca:

OR() _ OR() OK() _ OR() o(X+Y) _ 0R()

oX oK 0o0X oK oX oK
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OR() _ OR() OK() _ OR() (X +Y) _ 3R()
oY oK oY oK oY oK

Revenind la sistemul de conditii Kuhn-Tucker, deoarece fiecare din
ultimele trei ecuatii implica 2 cazuri (u; = 0 sau ; # 0, i = 1,2,3) rezolvarea
sistemului presupune analiza a 2° = 8 variante, care pot fi sintetizate
conform tabelului de mai jos:

Varianta

|43 M2 U3

| + + +
II + + 0
111 + 0 +
1A% 0 + +
\'% 0 0 +
VI 0 + 0
VII + 0 0
VIII 0 0 0

In continuare vom analiza succesiv fiecare varianti (traiectorie).
Varianta I p(t), wo(t), us(t) >0

Din conditiile Kuhn-Tucker rezulta:

vI(t) - F(t)=0 (18.a.D)

m-V(t)+aX()+ F(H)—1(t)=0 (18.b.1)

F(©)=0 (18.c.)
de unde:

1(H=F1)=0 (18'.a.) 51 (18'.c.I)
Si:

m-V(H)+aX(#)=0 (18".b.1)

Ultima relatie fiind 1n contradictie cu ipotezele a, m € (0,1) s1 V(¢),
X(t) > 0, rezultd ca aceastd variantd nu este posibila sau cad traiectoria
corespunzdtoare nu este admisibila.

Varianta II: (), po(t) >0 si pus(t) =0

Sistemul de conditii Kuhn-Tucker devine:
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m-V(H)+ a-X(f) + F(¢) = () (18.b.1II)

Prima relatie spune ca firma face imprumuturi la nivel maxim. Cele
doua ecuatii formeaza un sistem liniar de 2 ecuatii cu 2 necunoscute (F(?) si
1(¢)), cu solutia:

{y~1(t) —F(t)=0 (18.a.1)

F()= ﬁ [m-V(£) + a-X(7)] (18".a.11)

I'(0)= ﬁ [m-V(7) + a-X(1)] (18'.b.10)

Prima arata care este politica de credite si evident F(f) > 0 iar a doua
care este nivelul investitiilor si de asemenea /(¢) > 0.

Inlocuind aceste solutii n sistemul dinamic SD obtinem:

X () = mV(t) = m(RK(0)) — a-K(f) — 1 Y(£)) (5.11)

Y() = ﬁ (m[RK(2)) — a-K(®) — - Y(O)] + aX(®)} —a-¥(7)  (4.10)

unde K(¢) = X(¢) + Y(¢).

Solutia acestui sistem depinde de forma functiei de venit R(¢).

Deoarece V() > 0 si m € (0,1) rezultd: X (¢) > 0 deci capitalul social
va creste X(1)T . Din (18'.a.11) si X()T rezulta F(£)T si de aici Y()T adici pe
traiectoria II datoria firmei creste.

De asemenea, cum si X(t) si Y(t) sunt crescatoare K(t) va fi de

asemenea crescator si K(¢) > 0, firma inregistrand o crestere maximad, prin

politica de Tmprumuturi maxime posibile.
Dinamica variabilelor adjuncte rezulta din ultimele doud ecuatii ale
SD:

¥, (1) = - g—ﬁ(m (i + ) (1) - Hz(f)'[m'%(f) fa(l-m]  (16a)

oR()
oK

Din conditiile K-T 17".a i 17'.b rezulta:

W, (1) = (i + ) A1) - (O [1 +mpa()] + (@ + 1) [1+mpa(n)]  (16.b)
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P=1—ywm+ 12 (17".a.11)

7= (1 —y)po (17'b.11)

Sau

=101 W)+ (1) (17".a1)
Y y(d-7v)

L= L. (1) (17".b.10)
I-y

si in final:

= - W] () (17" a.ll)
Y y(1=7)

(L, = L-\Pz (?) (17".b.IT)
1-y

Ultimele relatii, Tn combinatie cu ecuatiile de dinamica ale
variabilelor adjuncte 16.a si 16.b duc la un sistem de doud ecuatii
diferentiale liniare cu coeficienti neconstanti, cu doud necunoscute, din care
vor fi aflate ¥i(¢), ¥5(¢) si apoi w(2), 1o(f):

1 6R()

(1) = (i + ) () - ——[m-

1—y ¢ OFa=m) ‘Pz(t)——(t) (16.2)

aR()(r))] Va(0) + (a+ 1) R()(t) (16.6)

¥, (1) = [i+a+m'%~(a+ -
=Y

Ultima ecuatie este o ecuatie liniard de gradul intai in ¥5(¢) de unde
rezulta:

aR()
K (D)ldr

j i+a+m- 1— [a+r7—')(u)]du J; i+a+m-ﬁ-[a+r7

0= [fa+r-Z0 @) e
apoi:
IPI* (t) = J‘;[_ﬁ . [m . % (‘C) + a(l — m)] . \Pz* (‘C) _ % (’C)] . ei(iﬂl).rd’t ) e(Ha).t

si in final:
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W3 (D)

% 1 *
— -]+
w (2) Y[ 1 (O] -7)
1

—— ¥, (0)
-y

Hy () =

Pentru ca solutia sa fie admisibild este necesar ca ui () si u; (?) sa

fie pozitive, dar acest fapt poate fi decis numai dupa alegerea concreta a lui
R(K).

Varianta II1. 1,(t) > 0, po(t) = 0 s1 pz(t) >0

Conditiile K-T devin:

(14 ¥ +yu =0 (17.a.111)
-+ W +p3=0 (17'.b.110)
SKT{ m1>0,vI-F=0 (18.a.111)
w=0,mRK)y—aK-rY)+taX+F-1>0 (18.b.11I)
(>0, F=0 (18.c.III)

Rezolvand acest sistem obtinem I(¢) = F(¢) = 0 oricare ar fi t, deci
firma aplica o politica de neapelare la credite si de investitii nule (nu se
face nici autofinantare). Din ecuatia de evolutie a capitalului (2) obtinem

K(t)=-aK(f) (2.1ID)
deci o evolutie descrescatoare (K (t) < 0) a datoriilor firmei:

K'(H)=Kge™ (2.110)
Ecuatiile de dinamica devin:

(¥(t) =—a-¥(0) (4.1IT)
X(@t) =-aX() (5.11D)

. OR :
Y (0)=——@)+G+a)y¥@® (16.a.1IT)
oK
W, ()= (i + a) ¥A(1) — @(t) +(a+r) (16.b.111)

oK
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Din primele doud ecuatii rezultd o evolutie concomitent
descrescatoare a imprumuturilor si a actiunilor (Y (#)< 0 si X(¢)< 0) pe
traiectoriile:

Y () =Yoe™ (5'.111)

X () =Xpe™ (4'.IIT)
si in final volumul dividendelor:

D) =RK () -(@+1)Y® (12.V)

Varianta IV. 1,(t) = 0, pp(t) > 0 51 p3(t) >0

Conditiile K-T devin:

((1+ ¥ —p=0 (17'.a.1V)

- #+ P+ +us=0 (17'b.IV)

SKT X 1, =0,y 1— F>0 (18.2.IV)

>0, mRK)—aK-rY)+aX+F-1=0 (18.b.1V)

\ii3 >0, F(H) =0 (18.c.IV)
Rezolvand acest sistem obtinem:

(Pi=1+p= ¥,(6) =11, () (17".a.1V)

V=3 = () =—115() (17".b.IV)

SKT{ 1y =0,y1 >0=1>0 (18'.a.IV)

w>0,/=mREK)—aK-1Y)+aX (18'.b.IV)

(13> 0, F(5)=0 (18'.cIV)

Pe aceasta traiectorie se aplica deci o politica fird credite (18'.c.IV)
si existd investitii (18'.a.IV), care vor fi fdcute din surse proprii
(autofinantare). Numim aceasta politicd "autofinantare pura".

Inlocuind rezultatele de mai sus in ecuatiile de dinamica obtinem
sistemul:
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(Y(t) =—aY() 4.1V)
X(@) =mRK) —aK—rY() (5.1V)

A

iy (2)

OR()

__ 2_2(t)+ G+ ay(1+ () - a0y I 2 (0 + (1 = m)](161V)

OR()

kFb(f) =@ +a)yps@) + —= ) [1 tmp(0)] - (a+ 1) [1 + mp()](16.b.IV)

oK

cu conditiile finale: X(0) = Xo, Y(0) = Yo, pa(T) = 0 s1 u3(T) = 0.

Din ecuatia liniara de gradul I cu coeficienti neconstanti (16.a.1V) va

fi obtinut multiplicatorul u»(¢), care va fi inlocuit apoi in ecuatia (16.b.IV)
care va deveni o ecuatie liniard de gradul I cu coeficienti neconstanti in

u3(2).

Evolutia pe traiectoria IV are loc atdt timp cat p,(¢) si us(f) sunt

simultan pozitivi.

Din ecuatia (4.1V) obtinem o evolutie descrescdtoare (Y(t)< 0) a

datoriilor firmei:
Y (0)=Yye™ (4'.1V)
Din ecuatia (5.1V) rezultd dinamica volumului actiunilor: Avem:
X(@) =mV(t)>0= X1 (5'.1V)

iar evolutia actiunilor poate fi dedusa din ecuatia:

si dep

X(@) =mRK) —aK —rY({) (5.IV)

inde de forma functiei profitului R(K).
Cum K(7) = X(2) + Y(¢) si R(K) este neliniara, expresia lui X(7) este

greu de determinat analitic. In acest caz se folosesc de obicei aproximarile
acestei functii prin simulari discrete pe calculator.

SKT :<

Varianta V. p(t) = 0, pa(t) = 0 si ps(t) > 0
Conditiile K-T devin:

(—1+ ¥ =0 (17'.a.V)
- +P+u;=0 (17'b.V)
p=0,yI-F>0 (18.a.V)
=0, mRK)—-aK-rY)+aX+F-1>0 (18.b.V)

w>0, F(#) =0 (18.c.V)
\
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Ultima relatie arata ca firma accepta o politica fard credite.

Din a treia rezulta y-/ > 0 deci / > 0 iar din a patra m-V(¢f) + a X — 1>
0. In concluzie:

0<I(t) <m-V(t) +aX®) (18'.b.V)
deci firma face investitii, sursa lor fiind autofinantarea, limita superioard a
investitiilor fiind partea din profit destinata dezvoltdrii plus amortizarea
partii din capital definita prin capital social.

Din primele doua ecuatii vom avea:

{ P =1= ¥, ()=0 (17".a.V)

o) = —ps(t) = ¥, () =—{15 (1) (17".b.V)
Sistemul ecuatiilor de dinamicd devine:

(Y() =—a Y0) (4.V)
X (@) =1(0)- a-X(¢) (5.V)

< o:—s—g(m(wa) (16.a.V)
W, (t)= (i + a) ¥5(f) — %(g +(a+r) (16.b.V)

Din ecuatia de dinamici a imprumuturilor rezultd ca Y(£)< 0, deci
volumul datoriilor descreste. Valoarea acestora va fi:

Y (t)=Yoe™ 4.V)

Din a treia relatie avem:

0=G+a) (16'a.V)

de unde rezulti o traiectorie stationari a capitalului, notati K, pentru a
sublinia faptul ca finantarea este proprie (autofinantare), unde:

Ky =(R)"(@+i) (16".a.V)
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Legitatea de evolutie pe traiectoria V impune ca profitul marginal

OR g . . .
net (&(Z) — a) sd egaleze rata de interes a actionarilor.

Din ecuatia de dinamica a variabilei adjuncte ¥ si tindnd cont de
relatiile (17".b.V) si1 (16".a.V) rezulta:

(=G +a)ym@+@i-r) (16'b.V)

cu conditia finala p3(T) = 0. Solutia acestei ecuatii este:

My ()= ToE [ - e O (16".b.V)
a+i

Conditia HZ (1)> 0 este indeplinitai numai daci r > i. In concluzie,
evolutia pe traiectoria V va avea loc atata timp cat creditele sunt scumpe.

Din (2) rezulta:

I'()=aKy =ct. 2.V)

Ecuatia de dinamica a capitalului propriu va fi:

X)) =I')—aX@t)=1(t)—a K, (5.V)
si va avea solutia:

X =e"Xo— Ky)+ Ky (5'.V)

In final, putem calcula profitul net:

V@) =R(Ky)—aKy —rY() (6.V)
si dividendele:

D'()=R(Ky)—a Ky —(a+1)Y(f) (12.V)

Varianta VI. () = 0, po(t) > 0 51 pus3(t) =0

Sistemul de conditii K-T devine:

(1 + % - =0 (17'.a.VI)
- %+ PB+un=0 (17'.VI)
<0=0 (18.a)
mRK)—aK-1rY)+aX+F-1=0 (18.b)

L0=0 (18.c)
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din care rezulti ci ¥5(f) = 0 oricare ar fi t si implicit ¥, (#)= 0. De aici
rezultd ca ecuatia de dinamica a variabilei adjuncte ¥5(¢) devine:

0=Gi+ay0— OO (1 smps(0] + @+ D1+ mrp)] &
1= 200 11 (] =0
si cum m §i pp(¢) sunt pozitive rezulta ca:
%(z) =a+t+r (19.VD)

s1 R(K) = (a + 1)K + C, unde constanta C rezulta din conditiile initiale.
Putem astfel considera legitatea: Evolutia optima se desfasoara pe
traiectoria VI atita timp cat venitul marginal din vanzari este egal cu rata
dobanzii la credite.
Conform (19.VI) care este o ecuatie algebricd in K rezulta K(¢)
=K ;X = ct. unde am folosit indicele yx pentru a ardta ca sursa de finantare

este fundamentata atat pe credite (Y) cat si pe autofinantare (X), unde:

Ky = all;g[ % =a+r] (19'.VI)
sau:

Ky = (R) " (a+1) (19".VI)

Din sistemul de conditii K-T rezulta si:

=1+
Si:

(0= 1,

Inlocuind in ecuatia de dinamici a variabilei adjuncte ¥; obtinem:

OR OR(")

fiz == SO G+ )L+ )] - @) I 20+ a1 - m)]

oK
OR()

si cum a—(t) =a+rvom avea:

iy =—a—1+ (i + ay () - pad fm-(a + 0+ a(1 - m)]
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L, =0-mr)p+i-r (16".a.VI)
care impreuna cu conditia finald p,(T) = ¥1(T) — 1 duce la solutia:

v —

NOE 1= 0 rmT=o (23.VI)

i—r-m

Studiind semnul acestei solutii in functie de parametrii i, r §i m si
variabila t Tn tabelul de mai jos:

r—i [—rm il 1—e ™0 00 ()
i—-r-m
I1<rm + — — _ +
i=rm + 0 / 0 /
rmm<i<r + + + + +
i=r 0 + 0 + 0
i>r — + — + _

rezultd ca este indeplinita conditia de admisibilitate p; (f)>0 doardacai>r

) i
sim# —.
r

Pentrui>rsim=# L vom avea din sistemul de conditii K-T:
r

p=pw=%¥=0

m=%-1

I-F=mR(Ky)—-aKy, —rY)+aX

care conduc la sistemul de ecuatii de dinamica:

(Y(1) = F(t)— a-Y(0) (4)
X(6) =m(R(Kyy)—a Kyy —1Y) (5.VD)
Y= ()= 1 - e T (23'.VI)

i—r-m
L0=0 (16.b)

in plus, avem:
X() + Y(f) = Ky, care ducela X(¢) + Y(£)=0
si ecuatia de dinamica a capitalului (2) care devine:

0=1I(-aK,, deundeI'()=a K,, =ct.
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De aici rezulta imediat:

F() = aKy — m(R(Kyy) — a Ky — 1Y) — a[Kyy — Y(0)]
(18".b.VI)

care inlocuitd in ecuatia de dinamica (4) duce la:

Y(6) =a Ky —m(R(Ky) —a Kye 1Y) —a[ Ky — Y(0)] —a¥(0)

Y(t) =—mR(Kyy)—a Ky, —1Y)=—mV(Kyy) <0

In concluzie, pe traiectoria VI are loc o diminuare a datoriilor
firmei. Din ecuatia liniara de mai sus rezultd solutia:

YY) =e™Yo-Y)+Y (4'.VI)

unde nivelul de echilibru Y este:
Y = JR(K ) - Koy ] (4".v)
Evolutia capitalului social X(t) rezulta imediat din relatia X(¢) + Y(¢)
= Ky, ca fiind:
X ()= Ky ~Y ()

siin plus, cum X (r) + Y(1)=0si Y(¢)<O0 rezulti ci X (r)> 0 deci se duce o
politica de consolidare a firmei.
In ceea ce priveste nivelul creditelor F(t), din conditiile K-T rezulta:

0<F'(t)<vI()

ceea ce inseamnd cd intreprinderea face apel la credite dar nu la nivel
maxim.
Acest nivel este dat de (18".b.VI) si (4'.VI) + (4".VI):

F()y=a Ky —m(R(Kyy)—a Ky —1Y (1) —a[ Ky V(0] =
=—mR(Kyy)—a Ky —1rY (@) +aY (1)

= (a+m7) Y () -~ m[R(Kyy)—a Kyy]

2 ~ ~ ~ . . A
Cum Y (¢) este descrescatoare rezultd ca nivelul creditelor este in
scadere.
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Deoarece

F(t)=—mR(Ky) —aKy —1rY(@))+aY@)=—mV @+
a'Y'(¢)
din inegalitatile 0 < F’ () < y-I*(t) vom avea:

aY @) +y I @O)>mV @) +yI (&) >aY ()

relatie care reflectd politica de consolidare a firmei pe traiectoria VI:
"partea din profitul net alocatd pentru dezvoltare (m-V (f)) plus
imprumuturile pentru investitii (y-I (¢)) depaseste amortismentul (a-Y’(£))".

Varianta VII. p,(t) > 0, po(t) =0 s1 ps(t) =0

Sistemul de conditii Kuhn-Tucker devine:

(—1+ ¥ +yp =0 (17".a.VII)
-+ %—u=0 (17".b.VII)
SKT S y-I-F=0 (18".a.VII)
0=0 (18'b.VI)
\0=0 (18'.c.VII)

de unde rezulta:

( 1
= —"%(1 (17".1)

1-vy
| #i=1- T (17"2)
-
vI(2) = F(?) (17".3)
Sistemul dinamic SD devine:

(Y(t) = F(f) — a-Y(£) (4.VID)
X (@) =I(t)-a-X(®) - F(r) (5.VII)
SD: 4 s ()= 2_I§U)+ (i + a) #i(0) (16.2.VII)
¥, ()= (i +a) ¥ R )+ (a+ 16.b.VII
(Fa()=(+a) z(t)—a—K(t) (a+r) (16.b.VII)
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Conform relatiei 17".2 vom avea:
() = IL ¥, (¢) (17"2)
Y

Inlocuind 17™.2 si 17".2 in 16.a.III obtinem:

: OR
S 0= O T e

W, (1)= (i + a) (t) + 1_—Y~8—R(t)— @i+ a)-l__y (16'.a.VII)
v 0K Y

Combinand aceasta relatie cu 16.b.11I rezulta:

B R R
Y
S—K(t) =y@+r)+(@+a)yd—-y)=a+ (1 -1y)i+yr=constant

(19.VII)

In concluzie, evolutia optima are loc pe traiectoria VII atita timp cét

. . OR . <
venitul marginal net (a—K(t) — a) este constant si egal cu suma ponderatd a

" H nen

ratelor de interes (rata dobanzii si rata de crestere a actiunilor
ponderea y este rata maxima a imprumuturilor pentru investitii.

De asemenea, capitalul este stationar, el fiind solutia ecuatiei
algebrice:

i"), unde

RK)=vy@+r)+(@{+a)yl-y)
adica:
Ky = (R) '[y@a+1)+ (i +a)(l—7y)] (19".VII)

Obs. Ecuatia (19") are solutie unica, conform proprietatilor i) si ii)
ale functiei R(K).

Vom avea deci K(f)= 0 si conform ecuatiei de dinamici (2) vom
avea cd valoarea investitiei este stationard si anume:

I'(=a K; = constant (20.1)
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De asemenea, din relatia 17".3 rezulta ca si volumul creditelor este
constant si anume:

F(H)= y-l*(t) =ya K;Z constant (20.2)

Firma apeleaza (*1eci la volumul maxim al creditelor ce i se pot
acorda pentru investitia / , conform definitiei coeficientului y.

Dinamica variabilelor adjuncte

Revenind la sistemul dinamic SD, ecuatia (16.a.VII) devine:

Y (t)=(@+a)#@E) - @+ (l—y)ityr) (16".a.VII)
care este o ecuatie liniard in #(¢) a carei solutie este:

y/l(t)zc_e(i+ a)t+ 1 +'Y' r—1

i+a
Constanta C va fi aflata din conditia: #(T) = 1, din care rezulta:

1= T 14y LT cm g T i ot

i+a I+a
In final obtinem solutia:
A =y 1] @1
i+a
Din relatia 17".2 rezulta
()= (1 =y — {1 = 7] (22)
1+a

care verifica ¥(T) = 0.

Din relatia 17".1 si tinand cont de conditia de semn p; > 0 siy €
(0,1) rezulta conditia: ¥5(t) > 0 care se verificd numai dacai>r.

Deci politica K(t) = K; = constant poate fi aplicatd numai daca

creditele sunt ieftine (r <1).
In final, variabilele de stare rezulta din sistemul:

X(t) =—aX@t)+a K, —ayK, (5'.VII)

Y(t) =—aY(t) +ay K, (4'.VII)

cu conditiile initiale X(¢) = Xj si Y(¢) = Y.
Solutia este:
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*

X(O=X-X)e“+X undeX =(1-7y)K, (5".VII)

Y()=o—-Y)e™+Y undeY =y K, (4".VII)

De aici rezultd evolutia valorii capitalului K(t) spre valoarea de
echilibru Ky :

K()=Ko-K)e“"+K undeK =K, 2'.1)
si volumul dividendelor pe traiectoria VII:

D'()=RK®)-@+r)Y®-a(l-y)rKy (12
de unde R*(t) =R(K *(t)) este venitul de-a lungul traiectoriei K *(t).

Varianta VIII. p,(t) =0, pa(t) =0 si ps(t) =0

Conditiile K-T devin:

1+ % =0 (17'.a.VIII)
1- %+ %=0 (17'b.VIII)
SKT :< wm=0,yvI—-F>0 (18.a.VIII)
=0, mRK)—aK-1Y)+aX+F-1>0 (18.b.VIII)
(13=0,F>0 (18.¢.VII)
de unde:

() =1= ¥,(1)=0 (17".a.VIII)
() =0= ¥, ()=0 (17".b.VIII)

Ecuatiile de dinamica devin:
(Y(t) = F(t) — a-Y(¢) (4.VIII)
X (@) = Iy~ a-X(£) — F(£) (5.VII)
< 0= aa—[];(z) + (i + a) (16.a.VII)
0=— %(z) +(a+r) (16.b.VIII)
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Din ultimele doud ecuatii rezulta:

) OR
1ta=— () =a+r 16.VIII
aK( ) ( )
si, in final:
i=r (16'.VIII)

ceea ce contrazice ipoteza i # r, deci traiectoria nu este admisibila.
In concluzie singurele traiectorii admisibile sunt II ... VII.

Sinteza traiectoriilor optim admisibile. Strategii optime

In functie de situatia interni — reflectati prin nivelul venitului

marginal net (8671{ — a) si de echilibrul macroeconomic (reflectat prin
t

ecartul rata dobanzii — rata de randament a actiunilor ( r — 1)), firma poate
aplica sase politici optimale. Prin combinarea lor Tn mod optimal se vor
obtine, asa cum vom ardta, doud strategii optimale, in functie de conditiile
de creditare.

Sinteza rezultatelor privind cele 6 politici optimale analizate mai sus
este prezentatd in tabloul sinoptic:

Indicatori| Variabile de decizie|  Variabile de stare
Politicl I F < 1y [k K, Dy | Starea firmei si conditii
optime ! ! Lt '
M-I | Max Max + 4|+ | KT |Min Cresteremaximi prin
credite si autofinantare
I - VI 0 0 — =] = K: \2 contractie
IV_V Max 0 I K: A Minl Crestere maximd prin
autofinantare
* o * Stationara prin
V-1V Ja-K X 0 t1-10 K x = const D, autofinantare pura (r > i)
* % . | Consolidare prin credite
VI-II |a-Ky,| Moderat +1-10 Ky [Min si autofinantare (r > i)
* * — * « | Stationara prin credite
VII-1 |a-Ky jay Ky =max] £ | + | 0 |K, =const.|D, maxime (r < i)
unde:
OR
Ky, =arg||—-a|=yr+@—y)i
x |\OK
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Din conditiile de creditare (credite scumpe (r > i) sau ieftine (r < 1)),
se identifica doud strategii optime:

Cazul 1. Credite ieftine (r <1)

Traiectoria stationard optimd va fi drumul (VII), cu K; = K} =
const. In consecintd, firma va adopta strategia:
a) daca Ky > K; , adica firma detine la momentul initial un stoc al

bunurilor de capital (Ko) superior nivelului optim stationar K; ,

se va aplica o politicd de descrestere (contractie), urmand pe
termen scurt (TS) drumul optimal (III) — indiferent daca creditele

sunt ieftine sau scumpe, reducand datoriile Y (Yt< 0),
acceptindu-se descresterea capitalului social (X,< 0). In

concluzie, pe termen scurt, pe perioada t € [0,137], firma trebuind
sd intre intr-un proces de decapitalizare, urmand traiectoria
optima III, pand atinge nivelul optim K;, adica traiectoria
optimd VII, moment notat t37; acest punct este momentul de
comutatie de pe traiectoria III pe traiectoria VII (vezi figura 1).
Algoritmul de determinare a momentului de comutatie t; de pe
traiectoria i pe traiectoria j va fi detaliat in paragraful urmator.

b) daca Ky < K; , atunci pe termen scurt firma trebuie sd aplice o

politica optimald de crestere maxima (traiectoria II cu investitie
maxima posibild prin sursele de autofinantare proprii si credite

maxime) prin cresterea capitalului (K t* > () pana la momentul 1,7
cand intra pe traiectoria stationard (VII) corespunzdtoare
nivelului K; al capitalului (vezi figura 1) si apoi sd urmeze
traiectoria VII pe termen lung.
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c) daca Ky = K*Y, atunci strategia optima trebuie sa fie traiectoria
VII, pe termen lung.

Kd

B e e &, ]
R

Y~

137 127

Figura 1. Strategii optime 1n conditiile unor credite ieftine r <1

Cazul 2. Credite scumpe (r > 1)

Problema este mai complicatd, deoarece, dupa cum se evidentiaza in
tabloul sintetic de analiza, existd doud traiectorii optime stationare
(traiectoria V si traiectoria VI).

Teorema. Atata timp cét r > 1 politica optimald de autofinantare purd
K} (traiectoria V) este superioara politicii mixte (K;X) de finantare prin

credite si autofinantare (traiectoria VI)
Demonstratie. Pe traiectoria V, a politicii de autofinantare pura,

R« .. . L R«
avem S—K (K ) =a+1iar pe traiectoria mixta VI avem S—K (Kyy)=a+r.

Cumr>irezultdaciaa+r>a+1sideci 2—§(K;X) > S—II;(K}). Conform
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2

. . o . R . OR _ «

ipotezei veniturilor marginale descrescdtoare ( < 0), din a—(KYX) >
0°K oK

aR & & &

— (K ) rezulta K,, < K.

oK (Kx) 126 X

eqe v

Analiza posibilitatilor de evolutie pune in evidentd combinarea
politicilor II, III si IV cu cele doud traiectorii V si VI, ca in figura 2, in
functie de starea initiald K.

A K,

©

©

)

Fe e - - ¢

Ko

I VN
IR —— Y

Y-

T45 Te4 T35 T26  Tes T45 T45

Figura 2. Strategii optime 1n conditiile unor credite scumpe r > i

Se constata ca:
- . « e * .
— daca nivelul initial Ky < K, , firma va aplica pe termen scurt

politica II de crestere prin autofinantare si credite maxime (chiar
dacd in aceastd conjuncturd creditele sunt scumpe), pand in

momentul T de atingere a nivelului K;X, cand intra pe politica
VI, stationara.
— daci Ko € (K} ,K) firma va aplica pe termen scurt politica IV

de crestere maxima prin autofinantare (fard credite), pana in
momentul t45 cand trece pe politica stationarda V, tot cu

- . . e . * *
autofinantare pura, dar cu investitii de mentinere (I =a-K ).
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— Daca Ky > K*X, firma va aplica pe termen scurt politica III de
contractie (decapitalizare, cu investitie nuld), pand la momentul
135, cand trece pe politica stationara V.

Vom demonstra in paragraful urmator ca, desi politica VI este
stationara, firma poate trece la anumite momente tes pe traiectoria de
crestere prin autofinantare IV, cu investitie maximd, evidentiindu-se, in
functie de starea initiald K strategiile:

VI->IV->V

I—->VI->IV->V

Analiza concatenaritatii traiectoriilor optime
Determinarea momentelor de comutatie t;;

A. Cazul creditelor ieftine (r <1)

Pentru a gési criteriile de concatenare a diverselor politici optimale
intr-o strategie pe termen lung, vom folosi conditiile de optim date de
principiul lui Pontreaghin, care vor da informatiile privind momentele de
comutatie de pe o traiectorie pe alta.

Din figura 1, pentru r < i, rezultd cd trebuie sd cercetdm
accesibilitatea spre traiectoria VII a drumurilor II si I11.

Notdm cu t; momentul intrarii de pe traiectoria 1 pe traiectoria j si

cu tg momentul plasarii pe traiectoria j, unde t;; = rg
Astfel, pe traiectoria VII avem p;(t) > 0 oricare ar fi t € [0,T], deci
wi(ts)>0,i=2;3.

Din (SKT) (17".a.VII) 51 (17".b.VII), pe traiectoria VII, avem:

Yi(t;) =1 -y m(ts)

= Tjj.

Fa(t) = (=) pu(tr) >0 (17.1)

a) Accesibilitatea de pe traiectoria I la traiectoria VII (strategia Il — VII)

Din conditiile K-T (17'.b.1I) rezultd W,(t) > 0, deoarece uy(t) > 0 pe
traiectoria II, deci W»(t,,) > 0. Cum W¥»(t,,) > 0 rezultd ca traiectoria II
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accede la traiectoria VII s1 momentul de comutatie de pe Il pe VII este
solutia ecuatiei Wa(15,) = Wa(1l,), adicd Wa(t27) | 1 = Wa(t27) | v, unde - |
si - | v aratd pe ce traiectorie se calculeazi variabilele adjuncte Wx(t). Insa,
asa cum rezulta din analiza traiectoriilor, expresia analitica W,(t) nu poate fi
determinatd analitic in anumite variante, in aceste cazuri folosirea ecuatiei
Yo(127) |y = Wy (127) | yi fiind utild numai daca se opereaza cu traiectoria
Yo (127) ‘ i determinata prin metode de aproximare.

Vom folosi din acest motiv o alta cale de determinare a momentului
de comutatie, bazat pe observatia ca, daca traiectoria 1 accede la traiectoria j,
momentul de comutatie t;; este solutia ecuatiei:

K'0lo=K'®lg (23)
deci in cazul nostru K'(t) |y = K; unde K'(t) |1 se calculeazi cu formula
K@) =X : + Yt* rezultatd din sistemul (5.1T) si (4.11) si K*Y =K'(t) | vi este
traiectoria stationara datd de (19".VII), solutie a ecuatiei:

OR

— —a=ry+(1-y)i 19.VII
oK, y+(-7v) ( )

Accesibilitatea (I — VII) este posibila daca K(t) | n < K; Cum

(8_R i) rezultd cerinta:
oK,

(aa?R Cay >y (1) 24)

t

Pentru evaluarea venitului marginal net pe traiectoria II, din (5.1I) si
(4.I) rezulta:

K(t)=X(1) + Y())= m(RKK(2)) — a-K(t) — V(1)) + ﬁ {m [R(K(D))
—aK(t)—rY(0)] +aX()} —aY(r)=
1—y

= P R(K) ~ K0 - T VO] + () - a0 (25)
-

Cum R(K(f) este concavd monoton crescatoare rezultd ca venitul
marginal este sub nivelul venitului mediu (vezi figura 3):
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FR(K(1)
R(K())
Z )%
(048] i K(i)
K(t) -
Figura 3
OR R
a_lg < E (26)

(adica tg(a) < tg(on) < a; < ay).
Consecinta: Intre venitul net marginal si venitul net mediu exista
inegalitatea:

a_R —a < i —a (26')
oK, K,
adica:
OR
Ki'(— —a)<R-ak 26"
e( oK ) ¢ (26"
Obtinem:

aR (24" .
R(Kt) —aKi> Kt( % —a ) > Kt'(’Y'r + (1 _ Y)l) > Kt (26"')

t

ultima inegalitate rezultand din conditia i > r (credite ieftine). Inlocuind in
(25) deducem:

K@) >1L Tmr(Ke — () + 7a:X(0) — (1 - y)a-¥(0)] (25)
-

Dar K(f) > 0 pe traiectoria II. Deducem rezultatul important: "O
conditie suficientd pentru indeplinirea cerintei (24) este ca raportul dintre
datoria firmei si capitalul propriu sa nu depdseasca pragul de viabilitate a
m-r+a-y

(1-7)-a )

firmei (h =
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Y _mrtay
X, (I_Y)'a

In concluzie, cand Ko < K ;, in conditiile creditelor ieftine (r < i),
traiectoria Il accede (crescator) catre traiectoria VII, atingand-o la momentul
Tp7, solutie a ecuatiei (23). Acelasi comportament se gaseste pentru orice
stare initiald la un moment ty, cu conditia ca la acest moment firma sa se
incadreze 1n pragul de viabilitate (27).

27)

b) Accesibilitatea traiectoriei VII de pe traiectoria I11

Este posibili cand Ko > K, deoarece (K ; ) | ¥. Aceasta arata ca:
OR .
(G~ m=yr+-yi (28)

deci venitul marginal net este redus; in aceste conditii firma trebuie sa aplice
un program de contractie (decapitalizare) pand se atinge egalitatea:

(j—[i “a) =y (1 —yyi (29)

ecuatie care da solutia t = 137, adicd momentul de trecere la politica VII.

Observatie: Analiza concatenarilor posibile prin evidentierea
conditiilor de realizabilitate a politicilor dupa cum creditele sunt ieftine (r <
1) sau scumpe (r > 1), care a dus la obtinerea doar a doud variante posibile:

{II — VII
I - VII

poate fi suplinitd prin analiza de concatenare a diverselor traiectorii,
demonstrandu-se imposibilitatea trecerii pe traiectoria VII de pe orice
traiectorie IV, V sau VI. Astfel:

— trecerea de pe traiectoria VI pe VII arati ci Wx(tg;) = 0, conform
(16'.b.VI) in contradictie cu Wa(t¢, ) > 0, conform (17".VII).
— trecerea de pe traiectoria V pe VII aratd cd Wy(15,) < 0, conform

(16'.b.V) in contradictie cu Wa( 1<, ) > 0, conform (17".VII).
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— trecerea de pe traiectoria IV pe VII arata cd Wi(t,,) < 0, conform
(16'.b.1V) in contradictie cu W»( 14, ) > 0, conform (17".VID).

B. Cazul creditelor scumpe (r > 1)

Strategiile optime posibile sunt prezentate in figura 2. Cum politicile
optimale VII, VI si V sunt stationare, iese din discutie posibilitatea

~ tt A * * *
concatenarii intre acestea (deoarece K, # K, # Ky ).

a) Accesibilitatea cdtre traiectoria V, adicd spre politica stationard cu
- *
autofinantare purd, K , .

a;) accesibilitatea de pe traiectoria II pe traiectoria V este
imposibila deoarece pe traiectoria II avem W,(t) > 0 oricare ar fi t > 0, deci

W>(1,5) > 0 in contradictie cu faptul ca pe traiectoria V avem W (t) = —us(t)

< 0 oricare ar fi t> 0, conform (17'.V).
a,) accesibilitatea de pe traiectoria IV pe traiectoria V este posibila
daca si numai daca:

K < K} (24.A.2)

deoarece pe traiectoria IV avem W,(t) = —p3(t) < 0 deci existd t = 145 astfel
incat Wa(1,5) = o 125 ) . Evident t = 145 este solutia ecuatiei K t* | v=K } .
a3) accesibilitatea de pe traiectoria 11l pe traiectoria V este posibila

cand Ky > K}, deoarece (Kt* ) | I 5
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