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Model Dinamic de Analiza a Activitatii
Fara Imprumuturi si Granturi

Ipoteza 1: Firma produce un bun omogen folosind doi factori de
productie: capitalul si munca.

Ipoteza 2: Modelul dinamic de analiza este un model cu factori de
productie complementari, functia de productie este liniard, proportia intre
factorii de productie raimanand constanta. Activitatea de productie este un
proces prin care este fabricat produsul finit din muncd si capital. Sunt
presupuse doua activitati de productie:

- activitatea 1: capital intensiva (raportul K/L este mare);

- activitatea 2: forta de munca intensiva (raportul K/L este mic).

Functia de productie este data de:

(1) O = q:Ki(1) +q:K:(1)

unde Q(t) este productia fizicd (omogenad).

Veniturile sunt constante la scala de fabricatie (functia de productie
este liniara).

Productivitatea medie a capitalului din activitatea j = 7,2 este:

L 20
K0
Ecuatia de formare a fortei de munca este:
(2) L@ =LKi(1) + LK)
iar compozitia organica a capitalului:
L.(t
Lo
K, (0)
Ecuatia de formare a bunurilor capital:
() K@) =Kit) + Kx(1)

Ipoteza 3: Pentru activitatea 1 — activitate capital intensivda, vom
avea conditiile:
K> K,

j=12

J
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L, <L,
de unde rezulta:

o0 00 _
K@ K@

L) L0 _,
KO Ko
o0 | 0w
L L@

Ipoteza 3’: Piata productiei finite este cu competitie imperfecta:

<{q,

= productivitatea muncii este mai mare in activitatea 1.

A
L

A

A

v

V(Q) = p(Q)-01)
Ipoteza 4: Functia de castig:

D SKi(W), Ko(1) = (qip(Q)-wl) + (q:p(Q)-wl)Kx(1)

Ipoteza 5: Singura structura de finantare este autofinantarea:

) Xt =K@

Ipoteza 6: Ecuatia de evolutie a actiunilor:

6) X =S(Ki(1), Kx(1)) — aK(1) - D(1); X(0) = Ko > 0

Ipoteza 7: Ecuatia de evolutie a bunurilor capital (investitia netd):
(7) K =1(t)—aK(t); K0) =Ky> 0

Ipoteza 8: Functionala obiectiv:
T ) )
mng.D(t)e_”dt + X(T)e™"
0

Restrictii momentane:
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() D) >0

®  Ki@®)=0

(10)  Kx#)>0

Din X (1) = K (t) = I — ak®) = SKK;, K») — aK(t) —
D@t)=

(11) D) =S(K;, K3) = 1()=0

Inlocuim X(2) cu K(2) si Kx(t) cu K(t) — K;(t) si vom obtine modelul:

T

(12)  max [ @)K @) - 1) dt + K(T)e'

(13) K =1(t)—aK(t), K(0) =Ky> 0
(14) K1) -Ki(1)=0

(15) Ki1)=0

(16)  S(Ki(v), Kx(1) —1(1) =0
Rezolvarea modelului

Lagrangeanul problemei:

(I7) LK@ 1(1),Ki(0), A1), (0). pio(0), p3(1)) - = (S(K(1), Ki(r)) -
1)1 +ps(t) + A1) — aK() + @) (K1) — Ki(t) + i()Ki(1)

Conditiile de optim:

OLO) _ g 1 _ _
(18) al(t)_o: 1= 4, () + A(t) = 0= A(t) = w1, () +1
OL() _ a5() 3 _
(19 Ze 5= g o LHAO =m0+ 00 =0
. OL()
At) = iA(t) - —L =
20) 8K (1)

- M(f)—;i—%wz(t)—ul (1) = i+ )A0) - S} — (1)

@) KW -Ki() =0
(22)  peKi() =0
23)  p(0) (SK®, Ki(t) 1) = 0
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(24) @), (1), ps3()=0
(25) AT =1

Datorita concavitatii Lagrangeanului §i a restrictiilor, conditiile
necesare sunt si suficiente.

Calcule preliminare:
(26) O = (q1—q2)Ki(1) + q2K(1); L(t) = (I; - [)K; + LK(1)
(27)S(K(), Ki(1) = V(Q) — (wl; = wl)K (1) —wlK(¥); V(Q) = p(Q)Q

000 _ 80w _
(28) aK] (l) =4, 9> 8K(t) q,

as() _dv@, ~

(29) 6K1(t)—dQ(t)(ql q,)+w(l, =)
os() _  dr@)

GO Sk a0 "

Observatie:

o5 _ov o0 oS oV a0

oK, 00 oK,” oK 00 oK

Costurile unitare:

3l ¢= L(wlj +i+a),c; #cr # ¢y
J
unde:
wl;— salariile pe o unitate de bun capital
i — revenirea pe o unitate de capital investit (de bun capital)
a — amortizarea pe o unitate de bun capital
w(l, - 1))
4, =4,

(32) Cr] —

c2; — costul unitar al trecerii de la activitatea 2 la activitatea 1
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Traiectorii admisibile

Ni (1) () wus(t) | Activitatea | K 0 Politica firmei
1 0 + + 2 + <Q*2 ; | crestere cu activitatea 2
* stationara, dividende
+ ? L ’
2 0 0 2 0 Q> activitatea 2
« | trecere de la activitatea
+ + ..
3 0 0 21 Q2 2 la activitatea 1
4 + 0 + 1 + >Q*2 ; | crestere cu activitatea 1
* stationara, dividende
+ ’ L ’
> 0 0 1 0 Q. activitatea 1

Traiectorii inadmisibile
a) (?) >0, w(f) > 0 = K(f) = Ki(t), K(¢) = 0 = K(¢) = 0 exclus prin
ipoteza.

b) (1) = 0, 16(t) = 0, (1) > 0, 155() = O
din (19) = Sk =0 = 0= Vioq — q) + wlh - L) =
. ow(l, =1
VQ — ( 2 1) :czl
4, 4,
A0 = i(t) + 1= Ae) = (1) =0,
dacd p(t) = 5(t) = 0 = din (20) = 0 = (@ + a)(1+ ws(t)) — S’k +
wmt) = Sk=i+a= qZV’Q:S)K+W12:> Vio=(@G+a+
1

wh)—=c;
q,
Contradictie: venitul marginal din vanzari este simultan egal cu
costul marginal al activitatii 21 si al activitatii 2.
Ipoteza:
C, #Cy #C, o |
¢ <c,<c, sau @‘Q(Z)_Q(O) > mjax{cj} Jj=1,2 21

c, <c, <c

Traiectoria 1: 1; = 0, 1> 0, 13 > 0
(18) = A1) = 1 + ps(1) = A1) = i (1),
(20) = 4, () = (i +a) (1+ ps(t) = S’k
21) = K1) > Ki(1)
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(22) = Ki(t) = 0; deci K(t) = Ki(t) > 0

(23) = S(K(1), Ki(t)) — I(t) = 0 = D(t) = 0, deci nu se platesc
dividende, tot ceea ce se castiga se reinvesteste.

S(K;(1),K>(t) = I(t) = K(t)>0= X(t)>0 (ecuatia de balanta fiind
K(t) = X(1))
(19)= Sk 1+ w3 (0)) + 11, () =0= S (1+ p5(0)) == p1, (1) = S, <0
>0 >0

,_dre), 3 vy  wl, -1)
(29)3*91(1_ 0 (¢ —q,)+wll, —[)<0= 0 > P

=Gy

=0(1)< 0,
Pe traiectoria 1, u,(1)>0.
- la inceputul traiectoriei: f;(¢) =0, ,(¢) >0
- la sfarsitul traiectoriei: z,(¢) =0, z,(¢) <0
La sfarsitul traiectoriei 1: f;(¢) =0, g£,(¢) > 0
Traiectoria 2: g;(2) = 0, p2(t) > 0, p3(t) = 0
(18) = A1) =1
(19) = Sk + 1, ()=0= S, =—1,(£)<0

(19)+29)= 5, = (g, ~ g wil, -1 >0:j—g>czl ~0' (<0,

dQ
RO)=0=(+a)-Sk=>Sk=(+a)
v 1 . .. . . 9
(30):>d— =— ({+a+wl)=c, = 0(t)=0,, traiectoria 2 este stationara.
9,

(23) = S()>1(t)= D(t) >0, se platesc dividende.

(22) = K1) = 0 = K(1) = K(1)

Q1) = K(1) > K;(1) > 0; rezulta O, < Q"5 =21 <2< cy.
Traiectoria 3: g;(2) = 0, p(t) = 0, p3(t) > 0

(18) = A1) = w() + 1

(19) = S (14 14,() = 0= S, =0 = Z—ngl ~0'(0=0,
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(20) = (1) = (i + a)(1+ 41, (£)) - S
Q1) = K1) = Ki(t) = Kxt) = 0

(22) = K;(t) > 0; deci rezulta ca K,(f)>0 si K,(tf)<0 (este
activitate de relocare)

23)= SO =1t)=>D(t)=0=K(t)>0=K,(t) >0
Pe traiectoria 3: u3(2) > 0

- lainceputul traiectoriei: j;(¢) =0, z,(¢)>0
1;(0)>0= ([ +a)1 + () -Sxk>0= Sk<(@+a)l+ ;@)=

(deoarece 15(1) = 0) = S’k < (i + a) = Z—V<L(i+a+le) =c, = 0@) >
q,

Q*z = Q*Zl > Q*z =cr <<
Traiectoria 4: 1(f) > 0, () =0, 3(f) > 0
(18) = A0 = (1) + 1
(19)=> S}, (14 (1) = 41, (1) = 0=> S (14 g1, (1)) = 1, (1) > 0

A wEZh o0,
g q,—q,

(20) = f,(t) = [+ a)(1+ pu, () = S} — 1, (2)
Q1) = K(t) = Ki(1) = Ko(1) = 0
O = (1-g2)K1(0) + ¢2K(1) = (g1 — q2) Ki(?) + q2K1(8) = q1 K1 (?)

S() =V- (Wll - WZZ)Kl(t) - leK(t) =V- (Wll — le)Kl(l) — leKl(l)
=V—-whK(t)
os oo oo a4

oK do ok ' Tao ek, T do

Pe traiectoria 4: u3(t) > 0

- la inceputul traiectoriei: f,(¢) =0, ;(t) >0
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(1) >0= =Sk > () - (i + @)1 + p3(t) = S’k <-pu(t) + (i +
a)(l + p3(t)) = (deoarece u3(t) > 0) = Sk < (i + a)(I + (1)) = S’k < (i

+a) = %ql—wll <i+a:>d—V<i(i+a+Wll)ch SQ(U > Q*I
1

- la sfarsitul traiectoriei 4: 1,(¢) =0, £5(t) <0
. , o dv «
() <0=S8k>i+a 3@>013Q(t) <Q;

O <0< > a<cr<cn

Traiectoria 5: z1(f) > 0, to(t) =0, w3(£) =0

(18) = A =1= A(r)=0

(19)= 8}, — 1) =0= 5}, =ﬂ1(t)>0:%<021 = 0() > O’

20)= 0=i+a—-Sy—u(@t) = -Sx =w@)—(ita) = Sk =i
ta - )= S == +ita

2= K@) =Ki(t) = Kt) =0

(22) = K1) >0

23)=S1) - 1t) >0 =S) > I(t) = D(t) > 0

Observatie:

dS() _ aS() N as() oK, (1) _§ 4!, deoarece oK, () _q
dK(t) OK(t) OK,(t) OK(t) ‘ oK (1)
Sk + Sk :i+a:>£:qld—V—wl1 =i+a
: dK dQ

s e oo Ao
oK dQ oK dQ oK, dQ

av 1 . X . .
= E =—(i+a+wl)=c, = Q) = QO , traiectorie stationara.

4

o * *
Rezultd Q1 > 0y = c1<cx<ca
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traiectorii finale.

Traiectorii finale

Trebuie sa verifice conditiile de transversalitate:

M) =1

AMT) = w3(T) + 1 = u3(T) = 0 = numai traiectoriile 2 si 5 pot fi

Traiectoria 2 este finala daca K(7) = Kx(T) sico; < c2<cy.

Traiectoria 5 este finala daca K(T) = K;(T) sic; < c; < 2.

REZUMAT
I]\}i 11(1) 1o(t) ps(t)|Activitatea| K QO Politica firmei
1 0o + + 2 + <Q*2 ] crestere cu activitatea 2
2 + 0 2 0 Q*g stationard, dividende, activitatea 2
* relocare de la activitatea 2 la
+ + .

3 0 0 21 Q 2 activitatea 1

4 | + 0 + 1 + > Q*g ] crestere cu activitatea 1
50+ 0 0 1 0 Q>k ; |stationard, dividende, activitatea 1

Traiectorii de magistrald care se finalizeaza cu Traiectoria 2

TR1->TR2

TR1: Q1) < Qg*; TR2: Qg*;—> K(t) poate fi continua si poate creste.

TR3-5TR2

TR2: O() = O,; TR2: O(t) = 02,3 =K (1) este discontinua, TR3 nu
poate fi predecesoare.

TR4->TR2

TR2: c;; < ¢z < ¢y; TR4: ¢; < ¢; < ¢4 contradictie.

TR5->TR2

TR5: K(1) = K, "; TR2: K(1)=K; ; —>discontinuitatea lui K(?).

Predecesoarele Traiectoriei 1

Traiectoria 2 NU K discontinua
Traiectoria 3 NU K discontinua
Traiectoria 4 NU K discontinua
Traiectoria 5 NU TR1: ¢ <cr<ep; TRS: ¢ <cr<cey
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Traiectorii de magistralad care se finalizeaza cu Traiectoria 5

Predecesoarele Traiectoriei 5

Traiectoria 1 NU K discontinua
Traiectoria 2 NU inadvertenta de costuri
Traiectoria 3 NU K discontinua
Traiectoria 4 DA

Predecesoarele Traiectoriei 4-5
Traiectoria 1 NU K discontinua
Traiectoria 2 NU inadvertentd de costuri
Traiectoria 3 DA
Traiectoria 4 NU K discontinua

Predecesoarele Traiectoriei 3-4-5
Traiectoria 1 DA
Traiectoria 2 NU inadvertentd de costuri
Traiectoria 3 NU K discontinua
Traiectoria 4 NU K discontinua

Predecesoarele Traiectoriei

1-3-4-5

Traiectoria 1 NU K discontinua inadvertenta de costuri
Traiectoria 2 NU K discontinua
Traiectoria 3 NU K discontinua
Traiectoria 4 NU K discontinua

Daca c;; < ¢; < ¢; = magistrala TR1—->TR2

A

_______________ ! 0
* I *
QZ ; Kg
*
| L;
| .
o) : :
K, l D
| |
Ly | |
| |
TR1 t;1, TR2 T t
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Daca ¢; < ¢; < ¢2; = magistrala TRI>TR3—>TR4—>TRS

A

v
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