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Una din metodele de cercetare si analiza a activitatii firmei consta in
abordarea acesteia ca un sistem dinamic complex, prin identificarea elementelor
tripletului intrare (variabilele de decizie sau control) — stare (variabilele de stare)
— iesire (variabilele rezultative), a criteriului de optim dupa care se ghideaza
firma si ipotezelor privind evolutia indicatorilor firmei.

Odata identificate marimile care definesc starea firmei putem determina
evolutia (pe orizont finit sau infinit), caracteristicile evolutiei si in final putem
determina evolutia optimald a firmei §i putem descrie conditiile in care se
poate materializa aceasta evolutie In functie de situatia concretd sau anticipata
asupra mediului extern in care evolueaza firma.

Matematic vorbind, acest mod de abordare se reduce in esentd la
modelarea dinamicii firmei printr-o problemad de control optimal (vezi anexa I),
dupi identificarea variabilelor —si functionalelor care formeazi modelul
ramanand sd ne fixam asupra orizontului de timp pe care se face analiza (finit
sau infinit), si optam pentru o evolutie continud sau discreta a variabilelor
sistemului i in final s3 optam pentru una din modalitatile cunoscute de gisire a
solutiei optime a problemei.

Forta acestei metode este data de posibilitatea utilizarii intregului aparat
matematic existent, care asigurd rigurozitatea analizelor efectuate si siguranta
faptului ca, odata identificat un model suficient de apropiat de situatia reald
vom avea la indemanda o solutie matematicd la care si ne raportim in
momentul ludrii deciziilor.

Limitele acestei metode sunt date de:

- dificultatea identificarii marimilor relevante in descrierea starii si
evolutiei firmei, mai ales in situatia in care firma trebuie si apeleze la masuri
extreme pentru a supravietui;

- dificultatea identificdrii regulilor dupa care evolueaza firma intr-un
mediu instabil si imprevizibil;

- dificultatea rezolvirii (51 mai ales a analizei) sistemului in conditiile in
care se incearcd luarea in considerare a cat mai multor factori necesari unei
descrieri cat mai fidele a situatiei.

Tinand cont de cele de mai sus putem trage concluzia cd, desi nu ne
putem agtepta in nici un caz la o descriere infailibild a evolutiei firmei (mai ales
in conditiile unei economii foarte instabile), modelele dinamice de analiza pot
da informatii utile in ceea ce priveste strategia viitoare a firmei si modului in
care poate fi materializatd aceasta strategie.

In continuare vor fi prezentate trei dintre cele mai cunoscute modele de
analiza a dinamicii firmei, reprezentative in ceea ce priveste indicatorii luati in
considerare in descrierea evolutiei firmei, legilor economice (transpuse in
restrictii matematice) acceptate in descrierea evolutiei firmei, criteriilor de
performantd urmarite si restrictiilor la care mediul extern supune activitatea
firmei. In tabelul de mai jos este ficuti o prezentare comparativi a celor trei
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modele care vor fi descrise pe larg in acest capitol:

Lesourne-Leban

Ludwig

Van Hilten

Variabile de
comandi

I — valoarea investitiilor
L — numarul de angajati
D — valoarea dividendelor

I —valoarea investitiilor
F — valoarea imprumuturilor

I —valoarea investitiilor
D — valoarea dividendelor

Variabile de

K — valoarea totald a

X - valoarea capitalului propriu

K — valoatea totald a

stare capitalului (valoarea actiunilor) capitalului
X - Vflloarea cap1talu;u1 A Y - valoarea capitalului X - Vgloarea capitalului
propriu (valoarea actiunilor) | . . propriu (valoarea
’ imprumutat (datoria firme) actiunilor)
Variabile |Y — valoarea capitalului K — valoarea totald a capitalului Y — valoarea capitalului
rezultative |imprumutat D - valoarea dividendelor Imprumutat
Orizont de |infinit finit: T’ finit: T
timp
Criteriu de |Suma actualizatd a Suma actualizati a dividendelor |Suma actualizati a
petformanta |dividendelor plus valoarea finald actualizati a |dividendelor plus valoarea
© capitalului propriu: finald actualizatd a
j e’ D(t)dt T _iT capitalului proptiu:
0 [ e"Dwdt + e x|
0 [ e"D@yar +
e—tT X(T)
Parametrii |/- revenirea actionarilor 7 - revenirea actionarilor 7 - revenirea actionarilor
modelului |f— cota impozitului pe profit |f— cota impozitului pe profit  |f— cota impozitului pe
w — salariul mediu r— rata dobanzii pe piata profit
r— rata dobanzii pe piata creditelor r— rata dobanzii pe piata
creditelor @ — rata amortizarii creditelor
a — rata amortizarii b— amortismentul = g — productivitatea medie
% — cota maxima a capitalului [ — cota din profit alocatd a capitalului
imprumutat fati de capitalul |investitiilor » — pretul produselor
propriu £ — cota maxima a capitalului firmei
imprumutat fata de capitalul @ — rata amortizarii
propriu £ — cota maximi a
capitalului imprumutat
fatd de capitalul propriu
Restricgii | X'(7) < K(¢) < (1+ k) KO = X0 +Y0) XH<K@) <1+
< < 1() = m(RK@) —aK() - Y() |10 < <
]minSI(t)S]max 0 < F() <yI0) Imin SI(l‘)glmax
Functia de |0 = /IK.L) 0= /K 00 = 4K
productie
Venitul |R = Q) — strict crescatoare| =~ 8§ = Q) — strict
firmei si concavi R=1K crescitoare si concavi

OR(1) _ d%R(1) »
OK(1) ~ 0°K()

5'(0)>0
5"(0)<0
S(Q)>0=0>0

Toate cele trei modele sunt considerate cu variatie continud, totusi este
usor de trecut la varianta discretd, rezolvarea celor trei modele fiind facutd in
finalul acestei carti si pentru cazul unei evolutii discrete.
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1. Modelul Lesourne-Leban?”

Obiectivul modelului Lesourne-Leban este maximizarea fluxului

(incasarilor) de dividende pe un orizont infinit de timp # € [0,00) in valoare
actualizata:

max ["eD(0)dt (1)

LF
1.1 Ipotezele modelului

1) Capitalul firmei K(#) este format din capitalul propriu al firmei X(?) si
capital imprumutat Y (7):
Xy+YW=Ky (1)

2) Daca presupunem ca durati medie de viata a bunurilor capital ale
firmei un interval de timp de T ani atunci din valoarea capitalului existent la

. | ,
momentul #: K(%) intr—un an se depreciaza aproximativ — K(7) iar intr—un
T

: : : .1
interval de timp A7 = ¢ — #, deprecierea este de aproximativ — -K(7)-Az. De
T

asemenea, dacd I(%) este valoarea investitiei care va fi facutd intr—un an
incepand din momentul # atunci volumul investitiei pe intervalul de timp Az

poate fi aproximata cu I(%)-Az In aceste conditii capitalul firmei la momentul #
va fi egal cu valoarea capitalului la momentul 7 la care se adaugi valoarea

investitiei facute pe intervalul Az I(#)-Az si din care se scade valoarea cu care se

. , . 1 . :
depreciaza capitalul pe acest interval: — -K(#)-A# si putem scrie:
T

K(#) = K(#)) + 1(4,)- At — l ‘K(t) At <
T
PN K(tl)_K(to)
t—t,
— lim K(tl)_K(to)

=t tl — tO

= I - K =
T

= I(z) — l K(z) <
T

< K(ty) =1I(t) - L K(#)
T

din care, tinand cont ca # este oarecare, obtinem ecuatia de evolutie a capitalulu:
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K(t) = I() — a-K()
unde:

a = — este rata de amortizare;
T

Observatie: In acest model se considera cd amortizarea investitiilor din
capitalul propriu se face la fel de repede ca plata imprumuturilor pentru
investitii, astfel incat cota anuald de amortizare a capitalului propriu X si rata
anuald de rambursare a datoriilor sunt ambele egale cu a.

3) Toate veniturile firmei provin doar din vanzarea bunurilor produse
de aceasta, valoarea acestora depinzand de valoarea productie:

R(®) = R®)
unde functia venit R(Q) are proprietatile general valabile:

- R(0O(?)) este monoton strict crescitoare: R'(Q(t)) >0

- veniturile marginale la scala de fabricatie sunt strict descrescatoare:
R"(Q) <0

4) Cheltuielile firmei sunt reprezentate de:
a) salariile angajatilor:

W) = wL()

unde L(7) este numarul de salariati ai firmei la momentul 7 iar w este salariul
mediu.
b) amortizarea investitiilor:

A@) = «K(©)
c) dobanzile la creditele contractate: »Y(?)

5) Profitul brut (sau pierderea) firmei este dat de diferenta dintre
venituri si cheltuieli:
117) = R@QO) —wl(}) —aK@) - rY()

6) Profitul net este ceea ce ramane din profitul brut dupa plata
impozitului la stat:

E(0) == HOIRQ®) - wL(t) —aK®) - rY ()] (2
unde feste rata de impozitare a profitului.
7) Profitul net este utilizat pentru plata dividendelor D(#) si pentru

cresterea capitalului propriu X (f) :

Et)=X({t)+D(t) (3
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8) Dividendele sunt nenegative:
D(@)=0 “)

9) Conform conditiilor impuse de binci la acordarea imprumuturilor,
firma nu poate obtine credite decat in limita unei proporti maxime
datorii/capital propriu:

Y(7)

50 SE=YO)<SKX(@)  ©)

cu £ > 0 (firma are acces la credite) si Y(7) = 0 (firma nu acorda credite).
Combinand ecuatia de balanta Y(#) = K(#) — X(?) si conditia anterioara
obtinem:

0<K(@O)-X(O<(1+)X ()= X(O) <K@ <A+)X (@) (6

10) Dividende si investitiile, care reprezintid variabile de decizie ale
conducerii firmei vor fi considerate ca indeplinind conditiile:

0<D®)<D,,, (7
]min < ](t) < ]max (8)
necesare in special pentru a obtine un domeniu inchis al variabilelor de control
necesar asigurarii existentei solutiei optime.
11) Revenirea actionarilor 7 (profitul asteptat de actionari la o unitate
monetara investita pe actiuni) este diferita de costul unitar al imprumutului (7 —

Jjr = partea dintr-o unitate monetard de profit net care constituie restituirea
datoriilor:

i#(1-f)r

12) Volumul productiei depinde de volumul capitalului K(?) si numarul
de salariati I.(7):

Q) = fK@),LO)

1.2 Modelul matematic
max ! e "D(tydr  (9)
X(t)=(1- f)RQW) - wL(t) — (r + a)K(t) + rX ()] - D(t) (10)

K@) =1(t)—aK(t)  (11)
XO<KO<A+bHX@) (12
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0< D)< D,y (13)
I..<1t)<I,,, (14)
comanda
K(0) = K,, X(0) = X, — conditiile initiale ale modelului

} restrictii momentane asupra variabilelor de

1.3 Rezolvarea modelului

Tinand cont de faptul cd modelul presupune o variatie continud a
indicatorilor firmei va fi aleasid spre rezolvare metoda bazata pe utilizarea
principinlui lui Pontreaghin. In acest sens se calculeaza succesiv:

a) Hamiltonianu! problemei (In forma ajustata, fara actualizare):

H(K(2),1(2), D(1), X (1), (1), A, (1)) = D(@) + 4, (){(1 = HIR(Q®)) = wL(?) - (15)
(r +a)K(2) +rX ()] = D(0)} + A, (D[ (1) — aK (1)]

b) Lagrangeann/ problemei:
LK), X(#), 10),D() S A(#), Ay (£, 1, (), 1 (2), 15 (2), 1, (1), (1), V() =

variabile de stare  vatiabile de comanda  variabile adjuncte multiplicatori Lagrange
= H() + 14 (t)D(t) + 1 (t)(Dmax - D(t)) + 4 (t)([(t) - [min) + (1 6)
+ 1y (O g = 1(0)) + v (YK (1) = X (1)) + v, (A + K) X (1) = K(2))

Pentru simplificarea rezolvarii si din ragiuni economice, se presupune cd
variabilele de control iau valori in domeniul deschis dedus din restrictiile (7) si
(8), astfel incat avem relatiile:

D,..>D()
ﬂ2=ﬂ3=/u4=0:> I(t)>lmin
I...>1(@)

¢) Sistemul canonic este format din ecuatiile de dinamica ale variabilelor
de stare ale modelului K(?) si X(7):

X (1) =(1- HIRQ) —wL(t) — (r+a)K (1) +rX (1)] - D(1)
K(t)=1(t) - aK(t)

si din ecuatiile de dinamica a variabilelor adjuncte:

i) =i2(0) —g;—ft)) = i3, (0) = A= L)+ () -+ k), (1)
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_oLo) . | ORC) 3 18
A, () =ik, (t) TR =i, () - A, (t)(1 f{@K() U+aﬁ v.(6)+v,(6) +ad, ) (18)
la care se adaugd conditiile initiale K(0) = K, X(0) = X, si cele finale

lim A, (¢) = finit, lim A, (¢) = finit.
t—o0 >

d) Conditiile de optim Kuhn—Tucker asociate problemei de maximizare
a lagrangeanului pe multimea variabilelor de comanda sunt:

oL() il _
—aD(;)_OjM@H A)=0=4,)=m®)+1 (19)
oL() _ _

al(t)_o:szz(;)_()(zm

L) () _

OL(#) =0= A0 f){aL(f) 4_0 v

1 (D) =0 (22)

V(OIK (O - X(1)]=0 (23)

VOIA+0X () -K (6] =0 (24)

1,0, (0,20 (25)

Analizand sistemul de mai sus se observi imediat ci:
A()>0 (26)

care rezultd din relatiile (19) si (25) si:

A@)>0 R(: R(-
) = RO\ g5 RO _, 27)
1-75)>0 OL(1) OL(t)
care rezultd din relatiile (21) si (26), deci evolutia optima corespunde legititii ca
venitul marginal al muncii sa fie egal cu costul marginal — aici salariul nominal.
De asemenea, conform relatiei (20) vom avea si A,(t) =0 rezultat care

combinat cu relatia (18) conduce la:

OR(")

K —(r+ a)} v, () +v,()=0 (28)

—i(t)(l—f){

1.4 Analiza traiectoriilor de baza

Variatia (0;+) a celor 3 parametrii £, v;, Vv, implica 2’ = 8 variante de
analiza, din care cazurile (+,+,+) si (0,+,+) nu sunt admisibile deoarece din
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(23) si (24) ar rezulta £ = 0, in contradictie cu ipoteza exprimata prin (6) ca
firma are acces la credite.

TR. nr. (1) v (1) v, (1)
1 0 + 0
2 0 0 ¥
3 0 0 0
4 + + 0
5 n 0 ¥
6 + 0 0

Inainte de analiza fiecarei solutii in parte facem observatia ca variantele

1, 2, 3 pentru care g (t)=0 conduc, conform relatiei (19) Ila

b

cgalitatea A, (f) = 1'si implicit la 4, (£) = 0, deci egalitatea (17) devine:

i—(1= f)r+v,(6) =1+ k)Wv,)=0 sau i—(1— f)r =1+ kv, () —v,(t)
(29)

in plus, pe traiectoriile 1, 2, 3, relatia (28) devine:

OR() _

(l_f){aK(z)

r+a):|:V2(t)_V1(t) (30)

Traiectoria 1: (v,(t) > 0,1,(t) =v,(t)=0)

Din v,(#)>0 rezultd imediat ci K(t)=X(¢), deci firma nu face
imprumuturi iar din g, (#)=0 rezulti cd D(t) >0, deci firma pliteste
dividende.

Conform relatiei (29) rezultd relatia (1— f)r—i=v,(f) si cum

v,(#) >0 vom avea :

A=-FHr>i (31
deci actinnile sunt mai ieftine decdt creditul $i este rational ca finantarea s se facd din
actiuni.
Conform relatiei (30) avem:

@_(r_ka)—_v]_(t)

oK (1) 1= f 2

si inlocuind variabila adjuncti v,(¢) din relatia (31) in relatia (32) obtinem
egalitatea:
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OR(: ]
ORI (33)
oK () 1-f
care este o ecuatie algebrica cu necunoscuta K(3). Prin rezolvarea sistemului
. . .. OR(: . .
algebric format din aceasta ecuatie si GL((t; =w vom obtine o evolutie

stationara a capitalului si a numarului de angajati ai firmei:
*
K() = Ky = constant, [.(A = L, = constant

A .. .o . .
unde Ky si L sunt solutiile acestui sistem. Indicele y a fost adiugat pentru a

remarca faptul ca valoarea stationara este corespunzitoare cazului cand
finantarea se face numai din actiuni.

Valoarea dividendelor se scoate din prima ecuatie de dinamicd iar
valoarea investitiilor va fi egala cu valoarea amortizarii:

I() = & K, = constant
Traiectoria 2: (v,(t) > 0, 1,(t) =v,(t) = 0)

Din relatia v,(#) >0 rezultd imediat egalitatea (1+k)X (#)—K(#)=0

care poate fi rescrisd X (¢)= si aratd cd, pe aceasta traiectorie, nivelul

1+k

datoriei firmei este maxim.

Din egalitatea 1,(t) =0 rezultd D(¢) >0 care indici faptul ci, pe
aceastd traiectorie, firma plateste dividende, chiar dacd nu la nivelul maxim
posibil.

Din (29) rezulta:

(I+kyv, () =i—=(1=f)r
adica:

o= )

Deoarece v,(t)>0sil+k>0 atrag (1-f)r<i rezultd ci aceastd

traiectorie este posibild doar daca actiunile sunt scumpe si creditele sunt ieftine;
deci finantarea se va face din credite.
Din (30) rezulta:

OR(")

(l—f)[ K

—(r+ a)} =v,(?) (36)
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Inlocuim pe v, (¢) din (35) si obtinem:

RO _, -1 |:kl’+ i } 37)
oK (1) 1+k 1-f

o * . . .. . o N
Notim cu K, solutia acestei ecuatii (valoarea stationari cand

finantarea se face din credite la maxim).

Traiectoria 3: (v,(t) = p,(t) =v,(t) =0)
Din (29) rezulta:
A=r=i

situatie care a fost exclusa prin ipoteza, deci traiectoria 3 nu este admisibila.

Traiectoria 4. (v,(t) > 0,v,(£) =0, 4,()>0)
Din relatia (24) rezulta ca tot capitalul e capital propriu:
K()=X(1)=Y(1)=0
deci finantarea se face numai din actiuni.

Din egalitatea (29) rezultd i—(1— f)r =-v,(t), care, coroboratd cu
faptul cd v;(¢) > 0, conduce la conditia i <(1— /)7 deci aceasti traiectotie este
posibild doar daca actiunile sunt ieftine si creditele sunt scumpe.

Cum v,(t)=(-f)r—i = constant si v,(t)=0 rezultdi ci prima

ecuatie adjuncti este o ecuatie diferentiald liniard in A4, (¢):
A@O=l-=NrAO+1-fr-i
care are o solutie convergenti la valoarea de echilibru deoarece i <(1- f)r.

Din egalitatea (30) si tinand cont cd v,(¢)=0 si i—(1— f)r =-v,(¢)
deducem:

ﬂ,l(t)(l—f){;];—g))—(era)}=i—(1—f)r <0
care este o ecuatie implicitd in K(#) si (4. Din aceasta si relatia Sf(t; =W se
obtin evolutiile capitalului si numarului de angajati.
In plus aa]];é)) —a<r= K(t)<K,; unde Ky, este solutia stationard
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OR()
0K (1)
Din a doua ecuatie de dinamica se va obtine si evolutia investitiilor.
Totusi, traiectoria este posibild doar daca K(?) si L(5) verifica si prima
ecuatie de dinamica.

in cazul finantarii mixte =a+r (vezi traiectoria 6).

Traiectoria 5: (v,(t) =0,v,(t) > 0,,(t) >0)
Din relatia (24) rezultd ca nivelul datoriei firmei este maxim:
Kt)y=(1+k)Xt)=Y()=kX(t)

deci finantarea este mixta (din actiuni §i credite la maxim).

Din £4(¢)>0 rezulta D(» = 0 deci pe aceastd traiectorie firma nu
plateste dividende.

Din ecuatia celei de-a doua variabile adjuncte (30) si v,(¢) =0, avem:

OR()

4 (t)(l—f)[aK—(t)—(Ha)} =v,(t)=

OR()

—a>r=>K@t)>K,
oK (1) a>r () X

* . . o A o .- .
unde K, este solutia stationara in cazul finantarii mixte.

Traiectoria 6: (v,(t) =0,v,(t) =0,,()>0)
Din ecuatia (23) rezulta:
K(t)> X(¢) deci firma are datorii (Y () > 0).
iar din (24) avem:
K(t) <(1+k)X(¢) deci datoriile nu sunt la nivelul maxim (Y (¢) < kX (?)).

Din ecuatia (30), tinand cont de faptul ci v,(¢) =v,(t) =0, obtinem:

il(t)(l—f){glls—z))—(r+a)}203%—a=r:>K(t):K;X

* . . A o . .
unde K, este solutia stationara in cazul finantarii mixte.

Din z4(¢) >0 rezultd cd firma nu pliteste dividende iar din a doua
ecuatie de dinamica obtinem o valoare constanta a investitiilor:

1() = @ K,, = constant
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1.5 Analiza traiectoriilor de magistrala

Vom analiza In continuare posibilitatile de concatenare a traiectoriilor
pentru obtinerea traiectoriei optime finale. In ceea ce priveste finalul
traiectoriei optime observam ca traiectoriile 4, 5 si 6 nu pot f1 traiectorii finale,
intrucat nu poate fi optimal sd nu se pliateascd dividende pe termen lung

(deoarece p,(t)>0= D(t)=0 ), deci traiectoriile 1 si 2 sunt singurele
traiectorii finale.

Tratectorii intr-un singur stadiu

Analiza va fi facutd in functie de raportul dintre pretul actiunilor 7 si cel
al creditelor (1-/jr deoarece s-a vazut din analiza traiectoriilor cd acest raport
decide care sunt traiectoriile admisibile sau neadmisibile.

a) daci creditele sunt scumpe, adici i<(1—f)r si X(0)=K, ,
traiectoria optima este traiectoria 1, evolutiile indicatorilor firmei
putand fi urmadrite in figura de mai jos:

A

X, K

o

D'

t

Pentru aceasta situatie avem o evolutie stationara a indicatorilor firmei:

D" =(1- /) R(Ky)~wL-aK})

Y'(1)=0
I'(t)=aK,
K (=K,

o0 *
. oL ik D
iar valoatea optimd va fi J.e "Ddt = —

0 1
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1 .
b) daci creditele sunt ieftine, adicai i>(—f)r si X(0) :ﬁK v s
+

traiectoria optima este traiectoria 2, evolutiile indicatorilor firmei putand
fi urmarite in figura de mai jos:

A

K, K,

'

D@

¢

Pentru aceastd situatie avem de asemenea o evolu‘gie stationard a
indicatorilor firmei:

D’ = (1= NR(K}) = WL~ (a+——r)K; ]
1+k

ko .
Y()=—K

® 1+ "
I'(t)=ak,

K=Ky

. . i *
iar valoarea optima va fi je "Ddt = —.
i
0

Traiectorii in dond stadii
Daci creditele sunt scumpe, adici i<(1—f)r si X(0)#K, sau
| R
creditele sunt ieftine, adici i>(1— f)r si X(0)=# ﬁKY traiectoriile finale
_I_

nu mai pot fi §i traiectorii initiale, astfel incat, pana ajunge in conditiile trecerii
pe o tralectorie finala firma trebuie sa evolueze pe una din traiectoriile 4, 5 sau
6 (in functie de valorile initiale ale indicatorilor firmet).

Pentru ca o comutare de pe o traiectorie pe alta sd fie admisibild este
necesar ca toate solutile obtinute prin concatenare si indeplineasca
proprietitile de continuitate si derivabilitate. Intrucat modelul are restrictii pure
asupra starii, existd posibilitatea ca variabilele adjuncte sa nu fie continue.
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In punctul r de concatenare a doud traiectorii trebuie satisfacute
relatiile:

(@)= ) = (2) +1,(7) (41)
A (t7) = A, (z7) + 1, () + (L + k), (7) (42)
m(@)K(r) - X(7))=0 (43)
(O + k)X (7) - K(7)) =0 (44)
m(r)20,n,(r)20 (45)
Intrucat A,(¢) =0, din egalitatea (42) rezulti:

m(7)+A+k)n,(7) =0 (46)

si cum 7,(7) si 1,(r) sunt pozitive (conform (45) si (40)) rezultd ci
n(r)=1n,(r) =0 deci 4 (¢)este continud, conform (41).

Cum A (t)=1+ () (conform (19) rezultdi cd si multiplicatorul
4, (t) este o functie continua.

Intrucat pe traiectoriile 1 si 2 multiplicatorul g4, este nul, este necesar
ca traiectoriile care preced traiectoriile 1 sau 2 si verifice g, (¢) > 0. Rezultd cd
in punctul de comutatie:

(6 <) <0, 1, (£) = 0, 1, (t > 7) = 0
wu(t<7)>0,0(7) =0, (t>7)=0
Cum /11 (t)=p,(t) (deoarece A,(t)=1+ (?)), inlocuind in relatia (17)
obtinem conditia:
() = A+ (D) = (A= fHr)+v () =1+ k)v, (1) (47)

Pentru a vedea care din combinatiile posibile verifici conditiile de mai
jos vom analiza succesiv traiectoriile 4, 5 si 6 pentru a vedea care si in ce
conditii poate precede una din traiectoriile finale 1 i 2.

Traiectoria 4

Pe aceastd traiectorie avem V,(¥)=0 si utilizind in (47) relatiile:
v,(0)=0,1,(t)=0 si g,(¢) <0 rezulta:

i<(1— f)r

deci situatia corespunzatoare creditelor scumpe si traiectoria 4 poate precede
doar traiectoria 1.

Din conditia de optim (28), prin explicitarea lui v, (¢) rezulti:
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- ) 2RO
V() =-4 (001 f){aK(t) (V+a)}
care va fi inlocuitd in relatia (47) si tinand seama cd A,(¢) =1+ g, (¢), avem:
. . OR(")
(1) = (i —(l—f)’”)—(1+ﬂ1(f))(1—f){y—(r+a)}—(Hk)Vz(l)
() —
. OR() i .
'Ul(t)<0:>aK—(t) az> l_f C)K(t)SKX

Pentru traiectoria 4 se stie deja ci K(£)> K, si rezultd ci in conditiile
unor credite scumpe, deci a unei finantiri doar din surse proprii X (0) = K(0)

si pentru o valoare initiald a capitalului firmei K(0) mai mici decat valoarea de
.qe * A . A . . . ~ A ~ A
echilibru K, , firma isi va incepe evolutia pe traiectoria ascendentd 4 pana cand

. .. * n o . .
capitalul firmei ajunge la valoarea K, moment in care comuta pe traiectoria

finala 1. Valorile indicatorilor pe cele doua traiectorii sunt trecute in tabelul de
mat jos:

TR4 TR1

*

K, <K,
K(t)>0 = K@
Y(t)=0
D(1)=0

valoare stationara K(?) = K p
Autofinantare Y (¢) =0

D(t)=(1- /)[R(K )~ wL(t) - aK ]

lar reprezentarea geometrica a traiectoriei totale este datd in figura de mai jos:

A
Quprmmmmmmm ; " Oy
Z Ky
Q : (%)
K, I |
TR4 i TR1 i
crestere ' stationare '
D=0 i ‘

o T
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Traiectoria TR4 — TR1 corespunde cazului finantirii pure din actiuni
(creditele sunt scumpe si volumul imprumuturilor este nul).

Trasectoria 5

Pe aceasti traiectorie avem v, () =0.

Din conditia de optim (28) putem scoate multiplicatorul v, (¢):

OR() +a)}

Vo) =41~ f)[aK( 9

pe care il inlocuim in (47) si tindnd seama ca A, (t) =1+ 1, (¢):

OR(")

(@)= —=A=f)r)-(1+k)1- f){aK)

OR(- 1 i
i—az (kr+ Y= K()<K,
OK (1) 1+k 1-f
Traiectoria 5 trebuie conectatd cu traiectoria 2 si va rezulta cazul
finantirii maxime din imprumut. Situatia corespunde creditelor ieftine si rezulta
cd pentru cazul in care:

(r+a)}£0:>

1.
> (1- i X(0)<—K
P> (=) st XO) <Ky

traiectoria de magistrald este TR5 — TR2.

TR2

TR5

traiectorie stationard K(7) = K
k *

Y#)=—K

(®) r

PIRK ) =wL(1)~ (a+ 7

K(t)<K,
K(t)>0,K(H 7

Y(t) = ﬁK(i) Y (o

D(t)=(1- r)K ]

D()=0
A
OQyp=mmmmmmmmmmm . Oy
@ /: : MY
K, | s
| 'D(7
Y(0) [ [ Y
TR5 E TR2 E
crestereD =0 | stationard ! 14
£, T -
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In cazul acestei magistrale, cresterea se va face cu finantare maxima din
imprumut.

Traiectoria 6

Aceasta traiectorie nu poate precede traiectoria 1 sau 2, datoritd
imposibilitatii de a respecta continuitatea lui K(z). Astfel:

Pe traiectoria 1: ORC) _ a=—" = K@) =K,
0K (1) 1-f

Pe traiectoria 6: ORO) _ a=r=K({)=K,,
0K (1)
OR() 1 i

(kr + )= K@) =K,.

g1
0K () l+k  1-f

In concluzie nu putem avea decat doua traiectorii finale in doua stadii:

TR4 — TR1
TR5 — TR2

Pe traiectoria 2:

Printr-o analizd asemandtoare se poate vedea cd pentru cazul cand

K(0)=K,, firma va avea o eventuali evolutie initiald pe traiectoria 6 apoi va
trece pe succesiunea TR4 — TR1 iar daci K(0) < K, va incepe pe TR5 pani

nivelul capitalului va ajunge la valoarea K(0)=K,, , va stationa eventual pe
TRO si apoi va trece pe succesiunea TR4 — TRI1.

Concluzie: Traiectoriile in mai multe stadii sunt:

a) dacii<(l-f)r si X(0)< ﬁK;X , traiectoria optimald este:

\ TR5 — TR6 — TR4 — TR1

I<*YX 7[
Qy /

TRG | TR4

K~ TR5 i TR1
crestere | stationard crestere stationara
D=0_. D=0 D=0 Z
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b) dacii>(1-f)r si X(0)= ﬁK oy, traiectotia optimali este:
+

TR5 — TR2
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2. Modelul Ludwig™”

Obiectivul modelului Ludwig este maximizarea fluxului (incasirilor) de
dividende pe orizontul limitat de timp [0,T] in valoare actualizata:

_ (T - —iT
max | = jo e "D(t)dt + e TX(T) (1)

2.1 Ipotezele modelului

1. Vom considera ci evolutia capitalului are o dinamica clasica:
K@) =10)-aK®) (2

unde a = coeficientul de depreciere = coeficientul de amortizare
2. Structura capitalului va fi:
Kp=X0+Y0) O

unde X(#) reprezintd volumul actiunilor (capitalul social) iar Y(? volumul
datoriilor (imprumuturilor) la momentul 2
3. Dinamica imprumuturilor este:

Y(1) =F) - bY(®H  (4)

unde: F(» = volumul creditelor
b = cota de rambursare anuali a datoriilor(amortismentul).

4. Vom presupune in continuare ca se verifica ipoteza Ludwig: b= a
In aceste conditii, din relatia (3) se obtine, prin derivare, dinamica struc-
turii capitalului:

K(@)= X(1) + Y(1) (3)
de unde rezulta succesiv dinamica valorii actiunilor(capitalului social):
X)=K@t)-Y(@t) <
X(@) =1)—aK@-F@p) +bY() <
X(0) = I(0-a(X() + Y() - F() + bY()
siin final, tinand cont de ipoteza Ludwig(a = b), rezulta:
X0 =l-aX-F ()

5. Vom considera ca profitul net este ceea ce mai rimane din venitul
brut (R(K(?)) = cifra de afaceri minus costurile cu factorii variabili, inclusiv
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costurile salariale) dupd ce se scad costurile cu factorii ficsi (amortizarea
capitalului = a-K(?) si dobanzile la datorii = r-Y(?)):

V() = RK(®) - aK() - +Y(0) (6)

unde r = rata (normald) a dobanzii (lucram in spofeza r # i).
6. Venitul net obtinut va fi utilizat pentru plata actionarilor (ca
dividende D(?)) si cresterea capitalului social X(7):

V() =D+ X(1) (1)

7. Daca m € (0,1) este cota parte din profitul net retinuta pentru
dezvoltare atunci cerinta actionarilor ca dividendele sd fie strict pozitive se traduce
prin:

D@ =1 -m) 1) >0 ®)

Conform acestei cerinte, cresterea capitalului social este limitatd
superior:

X0 =V -DOS V-1 -my V) =ml )
adica: .
X@0) <m1() @)
Conform (5), cererea de investitii se calculeaza cu relatia:
)= XO+aX)+Fy O
si tinand cont de (8'), obtinem marginea superioard a acesteia:
I <m' V() +aX®+ F® (10)
sau, conform (0):
I() < mr(RK®) — aK@) — rY (D) + aX () + F(2) (10"

8. Daca se face ipoteza: I(A) = O (nu se admite dezinvestitia), atunci din
ecuatia de dinamica (2) rezulta:

K(t)> - #K() sau ]Iizg >—a

ceea ce aratd ca rata de crestere a capitalului poate fi si negativa, fiind deci posibila
si descresterea capitalului (decapitalizarea).
9. Conditiile de creditare se impun prin restrictiile:

0< F() <vI( (11)
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F@)
1(?)
facilitatile sistemului bancar).
Observatie: Daci cerinta (11) este verificatd, atunci automat I(t) = 0 si
aceasta restrictie zu mai apare ca efectivd.
Pornind de la relatiile (7) si (5) si tinand cont de relatia (6) obtinem:
. ©) 6),(3)
()= D) =1V -X() = D@) = V() - 1)+ aX() + F() =
D@ = RKK(H) — (a + 1) Y - I() + F@ (12)

care reprezinta ecuatia dividendelor pe baza careia obtinem functia obiectiv:

unde y = este cota maxima a creditelor pentru investitii (in raport cu

max ] = IOT e - (RK®D) — @+ 0 Y() = I() + F@)dr + e X(T) (1)

10. Vom considera ca functia de venit R(7) verificd si conditiile:

, RO
0K (1)
2
. 62R(t) 0
02K (f)

prima conditie rezultand din restrictia R(K(#)) > a-K(?) care spune ca veniturile
trebuie sa acopere cel putin costurile cu factorii variabili §i cei ficsi iar a doua
reprezinti legea randamentelor marginale descrescitoare.

Variabilele modelulni sunt:

— variabile de stare: X(%) si Y(%)
— variabile de decizie: I(7) si F(7)
— variabile de iesire: K(9), I(?) si D(%)

2.2 Modelul matematic

T —it y
max ] = (™ RED) - @+ 90 -1 + Foyr+ XD

X(0) = 10)-aX() - FO  X(0) =X,

Y(t) =F@)—-aY(®) Y(0)=Y,

K@) = X0 + Y0

I1() < m-(R(K@) — K@) — 0 Y(9) + aX() + FQ)
0 < F() <vI»)




132 Capitolul 3. Modele dinamice de firmi

m e (0,1);y € (0,1)

si reprezintd o problema de control optimal.
2.3 Rezolvarea modelului

Pentru rezolvarea acesteia vom utiliza principinl lui Pontreaghin.
Deoarece functia obiectiv (1') este cu actualizare (apare ¢”) construim
hamiltonianul ajustat (fird actualizare):

HX®,Y@0),10),F0), %5, () = RKD) — (@ + 1) Y () — 1) + F(2) +
P\ [[(D)—aX®) - FO) + B0 [F() —a Y] (14)
unde variabilele adjuncte sunt exprimate in acest caz prin transformata:
() = M)

A(#) fiind variabilele adjuncte corespunzitoare hamiltonianului (") care contin
termenul de actualizare ¢™, variabile despre care se stie cd verificd ecuatiile de
dinamica:

OH () OH ()

K t)=—
si Ay (2) oY

7;1 ()=-
de unde rezulti:

. COH() . | OH(
o= - S0 s o =rmo-+ T ag

sau, mai general, teorema:

Teoremd: Dacd X(# este vectorul variabilelor de stare si H() este
hamiltonianul asociat unei probleme de control optimal fird restrictii atunci
variabilele adjuncte (7 folosite in constructia hamiltonianului, prin excluderea
factorului de actualizare (¢”) din functia-obiectiv, verifici ecuatia de dinamica:

oH ajustat ()
oX

Daci existd si restrictii asupra variabilelor, ca in cazul de fata restrictiile:

K@ = X0 + Y0

1) < mr(RK®) — K@) - rY() + e X() + F()

0<F@® <yI®

‘{’(t) =) - e”-% =i - unde H(t) = ¢”- H,jeae(D)-

atunci definim Lagrangeann/ asociat problemet:
L) = HO) +m@OvI@) - FOl +0) 7 REKD) - aK@) - rY()) +aX() 1) -
10)] () F@) (15




Gestiunea integrata a firmei 133

unde £4,(%) este multiplicatorul asociat restrictiei asupra variabilei de decizie 1(?)
iar £4,(7) si p,(7) multiplicatorii asociati restrictiilor asupra variabilei de decizie
F(?) st ecuatiile de dinamica (16) trebuie inlocuite cu ecuatiile:

W () = iy - - 20
aéL)i : (16)
W, () =i ¥ - ei"a—Y
Sistemul de conditii Kuhn-Tucker se reduce la conditiile:
% =0 (17.a)
ol
% =0 (17.b)
oF
si:
wefrT—F =0 (18.0)
W [ (RK) —aK—tY)+aX+F-1=0 (18.b)
W F=0 (18.c)

care este un sistem de 5 ecuatii cu necunoscutele I, F, W, W, 13 din care vom
scoate variabilele de decizie I si Fin functie de variabilele de stare X si Y si de

variabilele adjuncte ¥ si .
In cazul de fata, sistemul conditiilor Kuhn-Tucker are forma:

[(—1+ & +yp -, =0 (17'2)
-+ Y-+t =0 (17'b)
axpd BI=11=0 ) (18.)
Wy [77(RK) —aK—tY)+aX+F-1=0 (18.b)
pyeEF=0 (18.¢)

| i restrictiile de semn: p,(t),1,(t),15(t),L(t),F(t) =2 0

In final, variabilele de stare X(?) si Y() vor fi gisite din sistemul de
ecuatii diferentiale format din ecuatiile de dinamica ale variabilelor de stare (4)
si (5) la care se adauga ecuatiile de dinamica ale variabilelor adjuncte, rezultaind

un sistem SD de 4 ecuatii diferentiale cu 4 necunoscute (X(9), Y(9), ¥ (), ¥(2):

(Y(t) = F() — a-Y() ©)
X@z@wﬂ@ﬂé )
aL()

SDH g (1) =i ) - (t)+ ( + ) Vi)~ (D) [ aalg) (t)ta(1-m)] (16.2)

OR()

k*&@):fyﬂb—%§)=@+a)?ﬂﬁ () [+ 1]+ e [+ 41a(] (165)

cu valorile initiale X(0)=Xo, Y(0)=Y) plus Valorlle finale: PA(T) = 1 si P5(T) = 0(16.c)




134 Capitolul 3. Modele dinamice de firmi

Observatie: In formulele in sistem am folosit faptul ca:

OR() _ BR() 9K() _ OR() A(X+Y) _ 3R()

oX oK oX oK X oK
OR() _ OR() OK() _ OR() &(X+Y) _ OR()
oY oK oY oK oY oK

2.4 Analiza traiectoriilor de baza

Revenind la sistemul de conditii Kuhn-Tucker, deoarece fiecare din
ultimele trei ecuatii implica 2 cazuri (u; = 0 sau W, # 0, i = 1,2,3) rezolvarea
sistemului presupune analiza a 2’ = 8 variante, care pot fi sintetizate conform
tabelului de mai jos:

Varianta H J7A A
1 + + +

1 + |+ 0
111 + 0 +
v 0 T |

\4 0 0 +
VI 0 + 0
Vi |+ 0 0
VIII 0 0 0

In continuare vom analiza succesiv fiecare varianti (traiectorie).

Varianta 1. (), t(0), p:(2) > 0

Din conditiile Kuhn-Tucker rezulta:

vI() - F@#) =0 (18.a.])

mN@+ aX@) + F@)—-1() =0 (18.b.])

F&#» =0 (18.c.))
de unde:

I(H = F(» =0 (18"a.I) si (18'.c.])
st:
mN@H+ aX(H =0  (18'b.)
Ultima relatie fiind in contradictie cu ipotezele 4, 7 € (0,1) si V(2), X(9)
> 0, rezultd cd aceastd variantd nu este posibild sau ca fraiectoria corespunzidtoare nu
este admisibild.

Varianta 11: - p,(9), p,() > 0 si pi5() = 0




Gestiunea integrata a firmei 135

Sistemul de conditii Kuhn-Tucker devine:
vI(H)—-F@® =0 (18.a.11)
mN @+ a-X() + F() = 1) (18.b.11)

Prima relatie spune ca firma face Zmprumuturi la nivel maxim. Cele doua
ecuatii formeaza un sistem liniar de 2 ecuatii cu 2 necunoscute (F(?) si I(?)), cu
solutia:

F@)= ——[mV(@ + aX{) (18'.2.11)
Y

I')= E[m-V(f) + a-X(7)] (18'.b.11)

Y
1—

Prima arata care este politica de credite $i evident F(7) > 0 iar a doua care

este nzvelul investitiilor si de asemenea I(7) 2 0.
Inlocuind aceste solutii in sistemul dinamic SD obtinem:

X(@t) =m0 = mREKD) —aK@) - () (5.11)
V(0) = - (r[RE®) - 2K~ r Y] + X} =Y (41D
-7

unde K(») = X)) + Y(9.

Solutia acestui sistem depinde de forma functiei de venit R(?).

Deoarece /() > 0 si m € (0,1) rezultd: X(¢) > 0 deci capitalul social va
creste X(HT . Din (18'a1l) si X()T rezultdi F)T si de aici Y()T adicd pe
traiectoria 1I datoria firmei creste.

De asemenea, cum si X(t) si Y(t) sunt crescatoare K(t) va fi de

asemenea crescitor si K(¢) = 0, firma inregistrand o erestere maximd, prin
politica de imprumuturi maxime posibile.
Dinamicd variabilelor adjuncte rezulta din ultimele doua ecuatii ale SD:
OR(")
oK

@)1 +m,@) + @+ o[l + wu@)]  (16.b)

¥, (1) = - 2—1’;@) i+ ) H0 - i 2 () + w1 - m) (16)

OR()
oK
Din conditiile K-T 17".a §i 17'b rezulta:

YVi=1l-yu +nu, (17".a.11)
¥ = (1 -y, (17'b.11)

¥, (1) = (i +2) () -

sau
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R I R (17" T0)
Y yd-y)

= L ¥ () (17".b.ID)
1-y

si in final:

) 1 . .

p=—[1-¥Ol+ ¥, (1) (17".a1l)
Y y(d-7)

[, = 1y ,(0) (17".b.IT)
1—y

Ultimele relatii, in combinatie cu ecuatiile de dinamica ale variabilelor
adjuncte 16.a si 16.b duc la un sistem de doua ecuatii diferentiale liniare cu

coeficienti neconstanti, cu doud necunoscute, din care vor fi aflate #|(?), ¥
si apoi 44 (2), 1b(2):

; . 1 OR

0= G+ 0 V0~ ——r SO+ ol - B0 - ) (16a)

-
) 1 .
2(t):[i+a+m-m-(a+r—§()(t)) -0+ (a+1) - ()(t) (16.b)

Ultima ecuatie este o ecuatie liniard de gradul intai in #(?) de unde

rezulta:
T, 1 OR() ‘. 1 OR()
i ; OR(- —_[ i+atm-—{a+r (u)]du _[ iratm-—I{atr (D]de
W= [larr-S2@pe T

apoi:

OR(")

o= E[‘ﬁ'[’"' D@ +a-m) ¥ @ - S @ -

si in final:

1 .
y(I-7)

% 1 %
W, = E'\Pz @

%5 ()

* 1 *
H1(l‘):;[l—qj1 @] +

Pentru ca solutia sa fie admisibild este necesar ca HT (9 si },l; (9 sa fie
pozitive, dar acest fapt poate fi decis numai dupa alegerea concreta a lui R(K).
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Varianta 111. p,() > 0, 1,(4) = 0 si g5(7) > 0
Conditiile K-T devin:

(1 + % +yp, =0 (17".a.111)
1P+ ¥+, =0 (17"b.11D)

SKT by > 0,y I—F=0 (18.2.111)
W= 0, m(REK) —aK—1rY) +aX+F—1>0 (18.b.I10)

(1> 0,F=0 (18.c.11])

Rezolvand acest sistem obtinem I(7) = F(#) = 0 oricare ar fi t, deci firma
aplica o politica de neapelare la credite si de zmvestitii nule (nu se face nici
autofinantare). Din ecuatia de evolutie a capitalului (2) obtinem

K(t) = —aK() 2.110)
deci o evolutie descrescitoare (K (t) < 0) a datoriilor firmei:
K@ =Ky (Q.I)

Ecuatiile de dinamica devin:

(Y(t) =—aY(Q (4.111)
X(t) =—aX@) (5.111)
. OR

¥, () = - g(t) + (i +2) F) (16.2.111)
Lo OR(")

SAONIGERACE 6—K(z) + @+ (16.b.111)

Din primele doua ecuatii rezultd o evolutie concomitent descrescatoare

a imprumuturilor si a actiunilor (Y(t)< 0si X(£)<0) pe traiectoriile:

Y (#)=Yye™ (5.100)
X' =Xgpe™ (4100

si in final volumul dividendelor:
D() = RE(®) - @+ DY) (12.V)
Varianta IV. p(t) = 0, p,(t) > 0 si py(t) > 0
Conditiile K-T devin:

1+ ¥ =0 (17'2.IV)
-+ W+, +u,=0 (17'b.IV)
SKT A1, =0,yI—F>0 (18.2.1V)
>0, mRE) —aK—rY) +aX+F-1=0 (18.b.1V)

w>0,F@H =0 (18.c.IV)
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Rezolvand acest sistem obtinem:

(= 1+ = 0 =1,0) (17".a1V)

¥, =, = V()= -5(0) (17".b.IV)
SKT:\p, = 0,91 >0=1>0 (18'.a.1V)
pn,>0,1=mRK) —aK-rY)+aX (18'.b.1V)

(1> 0, F() =0 (18'.c.IV)

Pe aceastd traiectorie se aplicd deci o politicd fard credite (18'.c.IV) si
existd investitii (18'a.1V), care vor fi ficute din surse proprii (antofinantare purd".

Inlocuind rezultatele de mai sus in ecuatiile de dinamicid obtinem
sistemul:

(Y(1) =-aY( (4.IV)
X(¢) = m(R(K) — 2K - (D) (5.1V)
s (0= - j—[‘z(z) o) (1+ ) - m(f)[w%(o fa(l—m)] (16aIV)
() = G+ a)ps(h + aglg) ()11 +m(] = @+ o[+ mind] (165.IV)
\

cu conditiile finale: X(0) = X, Y(0) = Y|, u,(T) = 0 si py(T) = 0.

Din ecuatia liniard de gradul I cu coeficienti neconstanti (16.a.1V) va fi
obtinut multiplicatorul p,(?), care va fi inlocuit apoi in ecuatia (16.b.IV) care va
deveni o ecuatie liniard de gradul I cu coeficienti neconstanti in W,(?). Evolutia
pe traiectoria IV are loc atat timp cat p,(7) si U;(7) sunt simultan pozitivi.

Din ecuatia (4.1V) obtinem o evolutie descrescitoare (Y(t)< 0) a datoriilor
Sfirmei:

Y=Yy (4.1IV)
Din ecuatia (5.1V) rezulta dinamica volumului actinnilor. Avem:
X)) =mVe>0=>X0T G.1V)

iar evolutia actiunilor poate fi dedusa din ecuatia:

X(t) = mw(RK) — K- Y())(5.1V)
si depinde de forma functiei profitului R(K).
Cum K(#) = X(? + Y(? si R(K) este neliniara, expresia lui X(7) este greu
de determinat analitic. In acest caz se folosesc aproximarile acestei functii prin

simulari discrete pe calculator.

Varianta V. uy(t) = 0, (0 = 0 si py(t) > 0
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Conditiile K-T devin:

-1+ ¥ =0 (17".a.V)
1-¥Y+¥+p,=0 (17'b.V)
SKT:{ W =0,y I-F>0 (18.a.V)
n,=0,mRK -aK-rY)+aX+F-1>0 (18.b.V)
>0, F7» =0 (18.c.V)

Ultima relatie arata ca firma accepta o politicd fard credite.
Din a treia rezulta y-I > 0 deci I > 0 iar din a patra V() + a X —1> 0.
In concluzie:
0<I®)<mV(@ + aX(@) (18'b.V)
deci firma face investitii, sursa lor fiind autofinantarea, limita superioard a
investitiilor fiind partea din profit destinatid dezvoltarii plus amortizarea partii

din capital definitd prin capital social.
Din primele doua ecuatii vom avea:

Z)=1= ¥,)=0 17".a.V)
) = () = W, (1) =~ {15 (0) (17".b.V)
Sistemul ecuatiilor de dinamica devine:
(V) = a0 @)
X(t) = I()—a X (5.V)
< OZ—S—IIE(t)Jr (i +a) (16.a.V)
\‘PZ ®)=0G+a) Y- %(z) +(a+1) (16.b.V)

Din ecuatia de dinamicd a imprumuturilor rezultd ca Y () < 0, deci

volummul datoriilor descreste. Valoarea acestora va fi:
Yk@ =Yyt (4\V)

Din a treia relatie avem:
OR
—M)=(G+a 16'.a.
6K( )=(+a) (16'a.V)

. . . o . . o * ..
de unde rezultd o traiectorie stationard a capitalului, notata K pentru a sublinia

faptul ca finantarea este proprie (autofinantare), unde:
> b

Ky=R)'a+) 16"aV)
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Legitatea de evolutie pe traiectoria V impune ca profitul marginal net

OR

(= (t)—a) si egaleze rata de interes a actionarilor.

oK
Din ecuatia de dinamicd a variabilei adjuncte ¥, si tinand cont de
relatiile (17".b.V) si (16".a.V) rezulta:

3() = G+ @) ) + -9 (16.b.V)
cu conditia finald p,;(T) = 0. Solutia acestei ecuatii este:

i) = TS — e T (16"
a—+i

.. * ~ e e . o RS .
Conditia p;(¢) > 0 este indeplinitd numai daci r > i. In concluzie,

evolutia pe traiectoria V va avea loc atata timp cat creditele sunt scumpe.
Din (2) rezulta:

IHh=aKy=c. V)
Ecuatia de dinamica a capitalului propriu va fi:
Xt)=T®-aX@®)=T@)-aK, (BV)
si va avea solutia:
X@)=¢"X,-Ky)+ Ky (5V)
In final, putem calcula profitul net:
V@) =RKy)-aKy—rY() 6.V)
si dividendele:
D'() = R(Ky)-a Ky —(@+0Y()(12V)
Varianta V1. p,(6) = 0, (0 > 0 si py(t) = 0

Sistemul de conditii K-T devine:

1+ ¥ _w,=0 (17'2a.V1)
-+ ¥+u,=0 (17'b.VI)
0=0 (18.2)
m(REK) —aK—tY)+aX+F-I=0 (18.b)
0=0 (18.c)

din care rezulti ci ¥() = 0 oricare ar fi t si implicit W, (¢) = 0. De aici rezulti

cd ecuatia de dinamica a variabilei adjuncte #(7) devine:




Gestiunea integrata a firmei 141

0=(G+a2)0- OR ()(t) [1 +7p,@)] + (a+ o) [1 + 2, &

e r= ZO @M i) =0

sl cum m si W,(7) sunt pozitive rezulta ca:

&“%0_ +r (19.VD)

si R(K) = (a + r))K + C, unde constanta C rezultd din conditiile initiale.

Putem astfel considera /legitatea: Evolutia optimd se desfisoard pe
traiectoria VI atata timp cat venitul marginal din vanzari este egal cu rata
dobanzii la credite.

Conform (19.VI) care este o ecuatie algebrica in K rezulta K(?) =K ;X

= ct. unde am folosit indicele ¢ pentru a arita ca sursa de finantare este
fundamentata atat pe credite (Y) cat si pe autofinantare (X), unde:

OR()

K. = ar —a+r] (19'VI
YX gl ——= oK ]« )

K
sau:
Ky = (R) " @+1 (19".vI)
Din sistemul de conditii K-T rezulta si:
Yi=1+p
si:
¥(0) = i
Inlocuind in ecuatia de dinamica a variabilei adjuncte #] obtinem:
: R ()
Mzz———@+0+®[yﬂ%m W) [ ——=(0) + (1 — m)]

OR()

si cum a—K(t) =a+ r vom avea:

fly = —a—t+ (A ) - WO Ir@ + 0t ol - m) <
y ) = (1 — rn-r)'},l,2 +7—r (16"21VI)

care impreuna cu conditia finala p,(T) = ¥ (T) — 1 duce la solutia:
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My () = L=t (@23.V)

i—r-m

Studiind semnul acestei solutii in functie de parametrii i, r $i m si
variabila t in tabelul de mai jos:

r—i i—rm - 1—gtmrma-o H; @)
IL—r-m
1< rm + — — _ +
i=rm + 0 / 0 /
rm<i<r + + + + +
i=r 0 + 0 + 0
i>r — + — + _

rezulta ca este indeplinita conditia de admisibilitate M; (9 > 0 doar daca 7 > rsi
i
m#*E —.
r
Pentru 7> r si m # — vom avea din sistemul de conditii K-T:
r
b=p=9%=0
H,= ¥ -1
I-F=mR(Ky)-aKy —rY)+aX
care conduc la sistemul de ecuatii de dinamica:

(Y(t) = F) — 2 Y() 4
X(t) =mR(Kyy) —a Ky —1Y) (5.VI)
W () = [l O (23'.V1)

IL—r-m
0=0 (16.b)

in plus, avem:
X() + Y() = Kyy care ducela X(£) + Y(£)=0
si ecuatia de dinamica a capitalului (2) care devine:
0=1I0- a-K;X de unde I'() = a~K;X =ct.

De aici rezultd imediat:

F()=a Ky —mR(Kyy) —a Ky —rY) —a[Kyy — Y0 (18'b.VI)
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care inlocuitd in ecuatia de dinamica (4) duce la:
Y(6) = a Ky = (R(Ky) = Ky =1Y) = a[Kpy = Y0 =2 Y()
Y(6) = = m(R(Kyy) =2 Kpy = 1Y) = =V (Kpy) <0

In concluzie, pe traiectoria VI are loc o diminuare a datoriilor firmei. Din
ecuatia liniard de mai sus rezultd solutia:

Y()=e™Y,-Y)+Y @V

unde nivelul de echilibru Y" este:
1 * * "
Y = ;[R(KYX) —aKyy ] 4".VI)

Evolutia capitalului social X(7) rezultd imediat din relatia X(?) + Y(?) =

K ;X ca fiind:
X0 = Ky Y0

si in plus, cum X () + Y(#)=0si Y(£)< 0 rezulti ci X (¢)> 0 deci se duce o

politica de consolidare a firmei.
In ceea ce priveste nzvelul creditelor F{(7), din conditiile K-T rezulta:

0<F@®<yI(®

ceea ce inseamna ca intreprinderea face apel la credite dar nu la nivel maxin.
Acest nivel este dat de (18".b.VI) si (4. VI) + (4".VI):

F()=a Ky —mR(Kyy)—aKyy —tY()) —a[Kyy - Y ()] =
= mR(Kyy)—a Ky —+Y(®))+aY ()
= (a+ m1) Y () - m[R(Kyy) —a Kyy]

Cum Y'(# este descrescitoare rezulti ca nivelul creditelor este in scidere.
Deoarece

F@)=—mR(Kyy)—a Ky —tYD)+aY @) =-mV @ +aY ()
din inegalititile 0 < F'( < y-I ( vom avea:
aY D +yID>mN @ +yl@d>aY(®

relatie care reflectd politica de consolidare a firmei pe traiectoria VI: "partea din
profitul net alocati pentru dezvoltare (7V ()) plus imprumuturile pentru

investitii (y-I'(#) depaseste amortismentul ('Y ()"
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Varianta VIL p,(t) > 0, (0) = 0 si py(t) = 0

Sistemul de conditii Kuhn-Tucker devine:

A+ ¥y, =0 (17".2.VII)
-+ ¥, =0 (17".b.VII)
SKI'{yI-F=0 (18'.a.VII)
0=0 (18'.b.VII)
0=0 (18'.c.VII)
de und(e rezulta:
1
H = —— (0 a7"1)
I-y
V() = 1- 17".2)
\rI() = F) (17".3)
Sistemul dinamic SD devine:
G?(z) = F@}) —aY(® (4.VID)
X(t) = 10)-aX®) - FQ) (5.VII)
SD: <LP1 (1) =- 2—§(r)+ i+ a) P (16.2.VII)
: . OR
Y,t)=(+ta) Y- —{)+ (a+r) (16.b.VII)
\ oK

Conform relatiei 17".2 vom avea:
¥ (1) =- ﬁ? 0 am

Inlocuind 17™.2 5i 17".2 in 16.2.111 obtinem:

Y o= Rt Y
- hO=- O+ T i

W, (t)= (i + 2 HH) + 1L-ﬁ—R(t)- (+ a) 1=y (16'.2.VI)
y oK Y

Combinand aceasta relatie cu 16.b.I1I rezulta:
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OR -y OR . -y
- — O+ @+ ——()-(ta)— &
g Dt@ty " KO-+ »
OR , .
8_K(t) =y@a+rn+@+tal-y)=a+1-7y)i+yr=constant (19.VII)

In concluzie, evolutia optima are loc pe traiectoria VII atata timp cat

. . OR . 9
venitul marginal net (&(t) — a) este constant §i egal cu suma ponderatd a

n.n

ratelor de interes (rata dobanzii "t" si rata de crestere a actiunilor "7

), unde
ponderea Y este rata maxima a imprumuturilor pentru investitii.
De asemenea, capitalul este stationar, el fiind solutia ecuatiei algebrice:

RI(K)=vy@+1)+ (@ +a)l—y)
adici:
Ky = (R) 'ya+1)+ @ +ard—y)] (19".VII)

Obs. Ecuatia (19') are solutie unicd, conform proprietitilor i) si ii) ale
functiei R(K).
Vom avea deci K(f) = 0 si conform ecuatiei de dinamici (2) vom avea

cd valoarea investitiei este stationara si anume:
*
I'(5 =a Ky = constant (20.1)

De asemenea, din relatia 17".3 rezulti ci si volumul creditelor este
constant $i anume:

F@O=yI®»=yaK ; = constant (20.2)

Firma apeleaza deci la volumul maxim al creditelor ce 1 se pot acorda
pentru investitia I', conform definitiei coeficientului v.

Dinamica variabilelor adjuncte

Revenind la sistemul dinamic D, ecuatia (16.a.VII) devine:
Y ()=(G+a) F@hH—@+A-yi+yr) (16.a.VII)
care este o ecuatie liniard in ¥|(7) a cirei solutie este:

r—i

i) =Ce" U+ 1+
i+a

Constanta C va fi aflatd din conditia: #(T) = 1, din care rezulta:
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, r—i r—i _,
1 — C'€(1+ a)T+ 1 +,Y ' <:>C :_,Y . 'e—(1+ )T
1+a 1+a

In final obtinem solutia:
_.r —1 i+ a)(T)
F) =yl =T 121
i+a
Din relatia 17".2 rezultd
_ i—r G+ )T,
o =0-y—[1-¢ T @2
i+a

care verifica F,(T) = 0.
Din relatia 17".1 si tinand cont de conditia de semn p, > 0 siy € (0,1)
rezultd conditia: (t) > 0 care se verifici numai dacd 7> r .

. .. * . o . o .
Deci politica K(A = Ky = constant poate fi aplicatd numai daca creditele
sunt ieftine (r < i).
In final, variabilele de stare rezultd din sistemul:

X(t)=-aX()+aKy—ayK, (5'.V1I)
Y(t) =—aY) +ay Ky @ V1)

cu conditiile initiale X(#) = X s1 Y(9) = Y.
Solutia este:

X0)=X,-X)"+X unde X =(1-y)K, (5".VII)
Y@ =,-Y)“+Y undeY = yK, (4" VII)

De aici rezultd evolutia valorii capitalului K(#) spre valoarea de echilibru

K=K, ~-K)“+K undeK =K, (2.1
si volumul dividendelor pe traiectoria VII:

D) =REK@®)-@+)Y@®-a-y)Ky (12)
de unde R'() = R(K'()) este venitul de-a lungul traiectoriei K (7).

Varianta VIIL. p (t) = 0, p(t) = 051 py(t) = 0
Conditiile K-T devin:
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1+ ¥ =0 (17'.a.VIII)
1-¥+¥=0 (17'.b.VIII)
kAP = OYI=F>0 (18.2.VIII)
T, =0, w(REK) —aK—rY)+aX+F-1>0 (18.b.VIII)
w,=0,F>0 (18.c.VIII)
de unde:
Z()=1=¥,1)=0 (17".a.VIII)
P =0= ¥,(t)=0 (17" .b.VIII)
Ecuatiile de dinamica devin:
(V@) = F) —aY() (4.VIII)
X (@) =10)-2X0 - F@ (5.VIII)
< 0=- S—i(t) + (i + a) (16..VIII)
0=- %(t) +(@+r1) (16.b.VIII)
Din ultimele doua ecuatii rezulta:
i+a= 2_1];(0 =a+r (16.VIII)

si, in final:
i=r (16" VIII)

ceea ce contrazice ipoteza i # 1, deci traiectoria nu este admisibila.
In concluzie singurele traiectorii admisibile sunt I ... VIL.

2.5 Sinteza traiectoriilor optim admisibile. Strategii optime
In functie de situatia interna — reflectata prin nivelul venitului marginal

OR . . . .
net (—— — a) si de echilibrul macroeconomic (reflectat prin ecartul rata

t

dobanzii — rata de randament a actiunilor ( r — 1)), firma poate aplica sase
politici optimale. Prin combinarea lor in mod optimal se vor obtine, asa cum

vom arata, doud strategii optimale, in functie de conditiile de creditare.

Sinteza rezultatelor privind cele 6 politici optimale analizate mai sus

este prezentata in tabloul sinoptic:
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Indica| Variabile de decizie Variabile de stare
\Jori * x . I D, | Statea firmei si conditii
Politic I F, XY, | K, K, '
optime
I1-IIT | Max Max + |+ [+ | K || Creteremain prin
! credite si autofinantare
m-Vvi o 0 - - -] x{ contractie
x . Cregtere maximd prin
IV-V| Max 0 -7 K, T Min autofinantare
* * « | Stationard prin autofi-
V-1Via-Ky 0 + 1 — | 0 |K}y=const|D, nantare purd (c > )
* * .| Consolidare prin credite si
VI-II|a-Kyy Moderat +|1 =10 Ky Min autofinantare (¢ > i)
*
* * _ K., = « | Stationard prin credite
— . e = Y >
VII-T|a-K, oy Ky =max| £ | ¥ | 0 const D, maxime (r < i)

unde:

K; = a1r<g {(S—Ii—a) =vyr+ (r—y)-z}
* OR
Kyy = a1r<g KO_K_a) = r}

¥ OR .
Ky = a1r<g Ka—K—a) = }

Din conditiile de creditare (credite scumpe (r > i) sau ieftine (r < 1)), se
identifica doud strategii optime:

Cazul 1. Credite ieftine (r < i)

. . . ) . “ *
Traiectoria stationard optima va fi drumul (VII), cu K, = Ky = const.
In consecinta, firma va adopta strategia:

* . v . . e
a) dacd K, > K, adicd firma detine la momentul initial un stoc al

bunurilor de capital (K;) superior nivelului optim stationar Ky , se va aplica o
politici de descrestere (contractie), urmand pe termen scurt (TS) drumul
optimal (III) — indiferent dacd creditele sunt ieftine sau scumpe, reducand

datoriile Y, (Yt < 0), acceptandu-se descresterea capitalului social (Xt < 0). In

concluzie, pe termen scurt, pe perioada t € [0,T5], firma trebuind si intre intr-
un proces de decapitalizare, urmand traiectoria optima III, pana atinge nivelul

. * I . . . o
optim Ky, adicd traiectoria optima VII, moment notat T,;; acest punct este
momentul de comutatie de pe traiectoria III pe traiectoria VII (vezi figura 1).
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Algoritmul de determinare 2 momentului de comutatie T; de pe traiectoria i pe
traiectoria j va fi detaliat in paragraful urmator.

K
K4

Y-

Figura 1. Strategii optime In conditiile unor credite ieftine r < i

* . . o .
b) daca K, < Ky, atunci pe termen scurt firma trebuie si aplice o
politicdi optimald de crestere maxima (traiectoria II cu investitie maxima
posibild prin sursele de autofinantare proprii si credite maxime) prin cresterea

R . . % n~ o A . o . . . o
capitalului (K, > 0) pana la momentul T,, cand intrd pe traiectoria stationara

(VII) corespunzatoare nivelului K; al capitalului (vezi figura 1) si apoi sa
urmeze traiectoria VII pe termen lung.

* . . . . . .
¢) daca K, = Ky, atunci strategia optima trebuie sa fie traiectoria VII,
pe termen lung.

Cazul 2. Credite scumpe (r > 1)

Problema este mai complicatd, deoarece, dupd cum se evidentiaza in
tabloul sintetic de analizd, existd doua traiectorii optime stationare (traiectoria
V si traiectoria VI).

Teoremd. Atata timp cat r > i politica optimald de autofinantare pura
K} (traiectoria V) este superioara politicii mixte (K;X) de finantare prin
credite $i autofinantare (traiectoria VI)

Demonstratie. Pe traiectoria V, a politicii de autofinantare purd, avem

OR _ « - . o *
— (K y) = a + iiar pe traiectoria mixtd VI avem K (Kyy)=a+r.Cumr

oK
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OR

8 * *
>irezulticia+r>a+isideci — (K > — (K ). Conform ipotezei
$ oK (Kyy) oK (Kx) p

0°R _OR oR
2K < 0), din 6_K(KYX) > 8_K(KX)

veniturilor marginale descrescitoare (

* *
rezultd Ky, < Ky
Analiza posibilitatilor de evolutie pune in evidenta combinarea
politicilor II, III si IV cu cele doua traiectorii V si VI, ca in figura 2, in functie

©

©

\

g
1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
1
I
1

Y-

Tya Taa Taz Ton Tas Tus

a
N
7

Figura 2. Strategii optime 1n conditiile unor credite scumpe r > i
de starea initiald K.
>
Se constata ca:

— daca nivelul initial K, < K;X , firma va aplica pe termen scurt
politica II de crestere prin autofinantare si credite maxime (chiar
daci in aceastd conjunctura creditele sunt scumpe), pani in
momentul T, de atingere a nivelului K;X , cand intrd pe politica VI,
stationara.

— daci K, € (K;X ,K}) firma va aplica pe termen scurt politica IV
de crestere maxima prin autofinantare (fira credite), pana in
momentul T, cand trece pe politica stationara V, tot cu

. . e . *
autofinantare puri, dar cu investitii de mentinere (I' = a-K ).




Gestiunea integrata a firmei 151

* . P
— Daci K; > Ky, firma va aplica pe termen scurt politica III de
contractie (decapitalizare, cu investitie nula), pana la momentul T,
cand trece pe politica stationara V.
Vom demonstra in paragraful urmaitor cd, desi politica VI este

stationara, firma poate trece la anumite momente T, pe traiectoria de crestere
prin autofinantare IV, cu investitie maxima, evidentiindu-se, in functie de
starea initiala K strategiile:

VI=>IV->V
H->VI->IV->V

2.6 Analiza concatenaritatii traiectoriilor optime.
Determinarea momentelor de comutatie Tj;

A. Cazul creditelor ieftine (r < i)

Pentru a gasi criteriile de concatenare a diverselor politici optimale intr-
o strategie pe termen lung, vom folosi conditiile de optim date de principiul lui
Pontreaghin, care vor da informatiile privind momentele de comutatie de pe o
traiectorie pe alta.

Din figura 1, pentru r < i, rezultd ca trebuie sd cercetdm accesibilitatea
spre traiectoria VII a drumurilor 1T si I11.

Notim cu 1;; momentul intririi de pe traiectoria i pe traiectotia j si cu

rg momentul plasarii pe traiectoria j, unde Tj; = ’CE =T
Astfel, pe traiectoria VII avem p,(t) > O oricare ar fi t € [0,T], deci
+ s
W(T5) > 0,1 =23,

Din (SKT) (17".a.VII) si (17".b.VIL), pe traiectoria VII, avem:
Wi(tip) = 1=y (i)
() = 1 =ymi(tip) >0 A7)

a) Accesibilitatea de pe traiectoria Il la traiectoria 1711 (strategia 11 — VII)

Din conditiile K-T' (17'b.II) rezulta ¥,(t) > 0, deoarece p,(t) > 0 pe
traiectoria II, deci W,(1,;) > 0. Cum W,(1,;) > 0 rezultd cd traiectoria II
accede la traiectoria VII si momentul de comutatie de pe II pe VII este solutia
ecuatiel ¥,(15;) = Wy(137), adicd ¥y(1) | 1= ity |VII’ unde - ‘ nste | VI

aratd pe ce traiectorie se calculeazd variabilele adjuncte ‘P,(t). Insi, asa cum
rezultd din analiza traiectoriilor, expresia analiticd ‘¥,(t) nu poate fi determinata
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analitic in anumite variante, in aceste cazuri folosirea ecuatiei ‘V,(T,)) ‘ 0=

Y, (t,,) |vn fiind utild numai daci se opereazd cu traiectoria W,(T,,) |
determinata prin metode de aproximare.

Vom folosi din acest motiv o altd cale de determinare 2 momentului de
comutatie, bazat pe observatia ca, dacd traiectoria i accede la traiectoria j,

momentul de comutatie T; este solutia ecuatiei:
Kol,=Kol, @)

deci in cazul nostru K'(t) | 0= K; unde K'(t) | 1 se calculeazi cu formula K'(t)
= X, + Y, rezultati din sistemul (5.1I) si (41I) si K, = K'(©

traiectoria stationard datd de (19".VII), solutie a ecuatiei:

R
A=+ (1= 19.VII
oK, AT =i )

Accesibilitatea (I = VII) este posibild daci K(t)|H < K; Cum

v este

R .
(— ~L) rezulta cerinta:
t

G 2>t a=pi ed
Pentru evaluarea venitului marginal net pe traiectoria II, din (5.II) si
(4.11) rezulta:
K(t)=X (1) + Y()= w(REK®) —2K® — YD) + # {m[RK@) — aK(t) -
Y] +aX@} —aY(®) =
="

= T RK() — k() — e Y () +

aX() —aY() (25)

Cum R(K() este concavi monoton crescatoare rezultd cd venitul
marginal este sub nivelul

b RE()
R(K ()

K(®)

Figura 3
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venitului mediu (vezi figura 3):
OR R
oK, K
(adica tg(a,) < tg(a,) < o, < Q).
Consecinta: Intre venitul net marginal si venitul net mediu existd
inegalitatea:

R —a< LS —a (26"
oK, K,
adica:
OR
K«(— —a)<R-al 26"
<o ( oK, ) < (26")
Obtinem:

oR .
RK) - 0K, > Ke(— — —a) > Ke(pr+ (1709 > Ker (26"

t

ultima inegalitate rezultand din conditia i > r (credite ieftine). Inlocuind in (25)
deducem:

. 1
K(#)> -y (K =Y () + yaX() - (1 -v)a Y] (25

Dar K(f) > 0 pe traiectoria II. Deducem rezultatul important: "O
conditie suficienta pentru indeplinirea cerintei (24) este ca raportul dintre
datoria firmei si capitalul propriu si nu depaseasca pragul de viabilitate a firmei

_m-r+a-y
b= T,
(1-7)-a
Y _mrtay

X, " e

A . A * A .. . . . .
In concluzie, cand K, < Ky, in conditiile creditelor ieftine (r < i),
traiectoria II accede (crescator) catre traiectoria VII, atingand-o la momentul

T,;, solutie a ecuatiei (23). Acelasi comportament se gaseste pentru orice stare
initiald la un moment t,, cu conditia ca la acest moment firma s se incadreze in

pragul de viabilitate (27).

b) Accesibilitatea traiectoriei V11 de pe traiectoria 111

1 1o A * * [
Este posibila cand K, > Ky, deoarece (K p ) | m . Aceasta arati ci:
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OR )
Gk~ | <yr+(1-y)i@28)

deci venitul marginal net este redus; in aceste conditii firma trebuie sd aplice un
program de contractie (decapitalizare) pana se atinge egalitatea:

(S_I](i —a) |111 =yr+ (1-7)1(29)

ecuatie care da solutia t = T;;, adicdi momentul de trecere la politica VII.

Observatie: Analiza concatenarilor posibile prin evidentierea conditiilor
de realizabilitate a politicilor dupa cum creditele sunt ieftine (r < i) sau scumpe
(r > 1), care a dus la obtinerea doar a doua variante posibile:

{II — VII
111 — VII

poate fi suplinitd prin analiza de concatenare a diverselor traiectorii,
demonstrandu-se imposibilitatea trecerii pe traiectoria VII de pe orice
traiectotie IV, V sau VI. Astfel:

— trecerea de pe traiectoria VI pe VII aratd cd W,(14) = 0, conform
(16".b.VI) in contradictie cu W,(1¢,) > 0, conform (17".VII).

— trecerea de pe traiectoria V pe VII aratd ci W¥,(t5;) < 0, conform (16'.b.V)
in contradictie cu W,(14;) > 0, conform (17".VII).

— trecerea de pe traiectoria IV pe VII arata ca W,(t4,) < 0, conform

(16'.b.IV) in contradictie cu W¥,(14;) > 0, conform (17".VII).

B. Cazul creditelor scumpe (x > 1)

Strategiile optime posibile sunt prezentate in figura 2. Cum politicile
optimale VII, VI si V sunt stationare, iese din discutie posibilitatea concatenarii

A * * *
intre acestea (deoarece Ky # Ky # Kyy).

a) Accesibilitatea cdtre traiectoria 17, adica spre politica stationard cu

*
autofinantare pura, Ky .

a,) accesibilitatea de pe #rasectoria 11 pe traiectoria 17 este imposibila

deoarece pe traiectoria IT avem W,(t) > O oricare ar fi t > 0, deci W,(7,5) > 0
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in contradictie cu faptul cd pe traiectoria V avem W,(t) = —p,(t) < 0 oricare ar fi
t > 0, conform (17'.V).

a,) accesibilitatea de pe traiectoria 11 pe traiectoria 17 este posibild daca si
numai daca:

K'|y< Ky (4.A2)

deoarece pe traiectoria IV avem W,(t) = —py(t) < O deci existd t = 1,5 astfel
incat W,(1,45) = W,(14s) . Evident t = 1,5 este solutia ecuatiei Kt* | W= K}.

a,) accesibilitatea de pe traiectoria 111 pe traiectoria 17 este posibila cand K
> Kj( , deoarece (K:) | - J.
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3. Modelul dinamic al firmei (modelul van Hilten)™

Unul dintre cele mai importante modele dezvoltate in literatura de
specialitate este acela In care firma este privitd ca un sistem dinamic.

Acest model analizeazd corelatia dinamica dintre investitiile facute din
profiturile aduse de activele corporale, investitiile facute din credite si politica
de dividende a firmei, in conditiile impozitului pe profit.

3.1 Ipotezele modelului

Ipoteza 1. Firma are o productie omogend, iar functia de productie este
liniara:

Q0 = q K@) ©)
unde:

- K(?» sunt bunurile de capital, exprimate valoric. Se face ipoteza cd o
unitate de capital este egald cu o unitate monetard (s-a ales drept numerar
unitatea de capital);

- Q(7) reprezinta nivelul productiei, exprimat valoric;

o) _
K(2)
presupune ca productivitatea medie este egala cu productivitatea marginala,
ipoteza din care rezultd functia de productie liniara (1).

- g reprezinta productivitatea medie a capitalului, g = ct. Se

Toatd productia se presupune cd se vinde, astfel incit stocul de productie finitd este
zero.

Ipoteza 2. Functia de vanziri S(Q(9)) este pozitiva, strict concava si
>
satisface legea veniturilor descrescatoare la scala de fabricatie:

S@O) =p@0)) L0 (2)

cu:
- $(Q) - functia de venit;
- p(@() - functia inversa a cererii (piata produsului finit este cu
competitie impetfecti); p'(Q(t)) <0

$'(0)>0

$"(Q)<0 3
5(Q)>0=0>0
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Proprietatile functiei de vanzari aratd faptul cd aceasta este crescatoare
in raport cu productia §i cu randamente descrescitoare la scald. De asemenea,
productia nu poate fi negativa.

Ipoteza 3. Singurul input este constituit de bunurile capital. Deprecierea
capitalului (amortizarea) este proportionald cu valoarea capitalului «K(?), « fiind
rata de amortizare.

Venitul net din vanzari (profitul brut) este:

(K@) =[ gp QD) —a'K®) 4
Ipoteza 4. Singurul tip de active corporale ale firmei, bunurile capital,
pot fi finantate din imprumututi si/sau actiuni:

KO =X +Y0) 5

unde:

X(?) — valoarea actiunilor;

Y(# — valoarea creditelor (Imprumuturilor).

Se cunosc, de asemenea, valorile initiale ale capitalului ( K(0) = K),
actiunilor (X(0) = X)) si imprumuturilor (Y(0) = Y).

Ipoteza 5. Cresterea valorii totale a actiunilor (a capitalului social) se
realizeaza prin acumuliri din profit.

X(1) =E® ()

unde:
-Xi (t) - cresterea valorii actiunilor;
- E(?) - partea din profit utilizat pentru cresterea valorii actiunilor.

Profitul poate fi utilizat pentru investitii $i/sau pentru cresterea valorii
actiunilor.

E@®) = (1 -6 {IIK(®) - rY©O] - DO (7)

unde:
— frata de impozitare a profitului corporal;
— rrata dobanzii;
—  rY(?) valoarea dobanzii;
— (1 = pILIK®D) — rY(?)] profitul net dupd impozitare si plata
datoriilor.
—  D(?) valoarea dividendelor;

— E() acumuldrile din profit sunt partea care ramane din profiturile
corporale, dupi plata impozitului $i a dividendelor.

Ipoteza 6. Investitiile nete sunt:
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K(t)=I1(t)—aK(t) (8)
unde:
I(? investitia bruta;
aK(?) deprecierea capitalului.

K@t)=X@1t)+Y() relatia de dinamica a balantei.  (9)

Ipoteza 7. Volumul creditului este restrictionat la o pondere din valoarea
capitalului social:

Y() < £X () (10)
unde:
k£ = ponderea maxima a imprumutului.

Ipoteza 8. Costurile unitare depind de structura de finantare:
cy; N=X,Y,YX
unde indicele N arata tipul de finantare:
N = X finantarea din actiuni (autofinantare);
N =Y finantarea din imprumut maxim;
N = YX finantarea mixta.

Ipoteza 9. Pentru demararea activititii, venitul marginal in momentul
initial depdseste costul marginal (oricare dintre costurile unitare):

S'QU) .o > maxic, }

S-a facut ipoteza cd costul unitar este egal cu costul marginal.

Ipoteza 10. Firma se dezvoltdi numai daca venitul net din vanzari este
pozitiv:

(K (£)) =0

Ipoteza 11. Piata financiara §i piata monetara se considera a fi doua piete
distincte, astfel incat preturile pe cele douad piete sunt diferite:

i=(1-f)r
unde:

7 este pretul pe piata financiard (considerat ca randament al actiunilor) —
dividendele care revin la o unitate monetara plititd de actionari pe actiuni;
pentru firma 7 este un cost, este costul unei actiuni: firma trebuie sa asigure
pentru fiecare unitate monetara platita de actionari pe actiuni, o revenire 7.

(1 — /) r este costul unitar al creditului. Intrucat rata de impozitare se
aplica dupa plata datoriilor, la o unitate monetara profit net (dupa impozitare),
revine mai putin de o unitate monetara dobanda. Este partea dintr-o unitate
monetara de profit care revine pentru amortizarea creditului.
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Ipoteza 12. Valoarea actiunilor in momentul initial este strict pozitiva:
X(0)>0

Performanta modelulni: maximizarea valorii firmei calculatd ca sumd de
dividende actualizate pe intervalul [0, T] si a valorii reale finale a capitalului
social.

Variabile de decizie (control):

I(# — investitia brut;
D(?) — valoarea dividendelor.

Variabile de stare:

X(?) — valoarea actiunilor;
K(# — valoarea bunurilor capital.

Variabile rezultative:

Y(# — volumul creditelor.

3.2 Modelul matematic

max T e D(t)dt + e X(T) (11)
X(0)=(1- MK ©)-rY(0)]-D(t) =1 - HIIK () - (K@) - X ()] D(¢) (12)
K(t)=1(t)—aK (), K(0) = K, (13)
X <K@ <A+k)X(®) (14)
0<D(@) <D, (15)

1. <I{t)<I (16)

max

3.3 Rezolvarea modelului

Pentru rezolvare va fi folosit principiul lui Pontreaghin pentru cazul
continuu, in care se va tine cont si de faptul cd functia obiectiv este cu
actualizare.

1. Construim Hamiltonianul problemei:

H(K(0), X(8),1(6),D(), 2,(1), A (1).t) =

D)+ 2,(O{(1- HITK ()~ r(K (1)~ X (£))]- D(t)}+ A,(1(£) — aK (¢))
(20)

2. construim Lagrangeann/ problemei:
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L(K(2), X(2),1(2),D(2),2,(£), A (0),V (D), V o(8), 1, (8), 1 (D), 0 5(2), 11,(2),2)
= D)+ A, (H{(1= HITIEK ) - r(K(2) = X ()= D)} + A, (DL (£) — aK(£))
+v (DK = X))+ v (A + )X () = K@)+ (I~ 1, )+

(e = 1D)+ 1) D@D + 11, (£) D — D(2)
1)

3. Sistemul canonic asociat problemei:

X(#)=1= HITEK®) - r(K(t) - X ()] - D(#), X (0) = X,
K()=1(+)—aK(t),K(0)=K,

, oL
A1) = Z'/%(l‘)—mZ[Z'—(1—f)r]/%(f)+V1(f)—(1+k)vz(f),/11(T) =0

: oL
A, (1) =id, () - :(i+‘Z)/lz(ﬂ_}ﬂ(t)(l_f)(H’K(K(f))_’">_V1<l‘)_vz<f)’ﬂ'2(T>:0

OK(1)
4. Condititle Kubn — Tucker asociate problemei de maximizare a
hamiltonianului pe multimea comenzilor posibile:
IL()
—==0=4,(0)+ t)— t)=0 24
210) A0+ () = p15(1) (24)
IL()
—=0=1-A4,(O)+u;(t)—pu,(1)=0 25
2D() (O + 15(0) = 140 (25)
m O[O ~1,,]=0 (26)
1 (O = 1(0)]=0 @)
1,()D() =0 29)
/u4 (t)[Dmax - D(t)] = 0 (29)
M (1)=20,i=14 (30)
v (O[K(0) = X(1)]=0 (31)
O+ BX (0 - K@©H]=0 (32)
v,(1)=20,i=12 (33)
Eliminim cazurile in care I(%) si D(7) sunt pe limitele artificiale:
I(ZL) = Imax
I(l‘) = Imin
D(ZL) = Dmax

deci 41,(r) = p,(1) = p1,(1) = 0.
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Inlocuind aceste valori in sistemul de conditii Kuhn-Tucker si tinand
cont si de ecuatiile sistemului canonic obtinem::

a) din relatia (24) rezulti 4,(#)=0si implicit A,(7)=0 iar din relatia
(23):

0=(i+a)-0- 41— 1) [T (K@) - r]-v, () +v, () =
A= ) [T (K@) —r]=v,() - (t) (34

b) din relatia (25) rezultd A,(7)=1+ p,(7) si implicit A, (#)= g1, () iar
din relatia (22):

() =1 = (1= Pril+ m(8) +v,(£) = (1+ £V, (2) (35)

Profitul marginal are forma:

OII(K(z) _ iy 950 0OK@)
oK) _aK(;)[‘Y("QU)) K(#)] a0 oK) A
oK) _ o
oK ! Sgma (9

Vom elimina variabilele adjuncte din ecuatiile de dinamica ale acestora
rezultind o ecuatie de dinamicd a multiplicatorului g5 (¢) inlocuind in (34) pe

A, (t) =1+ p,(2) si rezultatul obtinut in (36) si obtinem:

A+ ()1 = Plg-Sy —a=rl=v, ()= () (37)

Utilizand relatiile:

,()=0 (40)
A (1) =1+ puy(2) (41)
()= p, (1) = p (1) =0 (46)

condititle de optim devin:

(1) =10 = (L= )rl(L+ ps(2) +v,(2) = (L+ £)w(7) (38)
I+ = Nlg- Sy =(@+r)]=v,(0-7,0) (39)
Hs(1)D(#) =0 (44)
Vi(OIK(#) - X(#)]=0 (48)
v,(H[(1+£)X(#)—K(#)]=0 (49)

(-1, >0 “42)
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I —1(r)>0 43)
1,(1) =0 (45)
Vv.(£)20,i=12 (47)

3.4 Analiza traiectoriilor de baza

Sistemul de ecuatii de mai sus are 2’ variante posibile, dupa variatia
(0;+) a celor trei multiplicatori 44, V4, V,, din care trei nu au solutii admisibile.

Traiectorii neadmisibile

1) (+,+,4): Din v,(#)>0 si v,(1)>0 rezultd K(t)=X(¢) si

X(@)=0 | X(@©0)=0
i

K()=0 K(0)=0

in contradictie cu

(1+k)X()=X() de unde {

ipoteza X(0) > 0.
2) (0,0,0): p;(t) =0 implicd fe5(t) =0 si din (38) rezultd i =(1— f)r in

contradictie cu ipoteza 11.

3) (0,+,+): Aceeasi contradictie ca in cazul 1).

Traiectorii de baza admisibile

Se obtin din tabelul:

Tr. Nr. (1) v, (2) v, ()
1 + 0 +
2 + 0 0
3 + + 0
4 0 + 0
5 0 0 +

Traiectorial (u5(¢)>0,v,(#)=0,v,(t) >0)

Din g,(#)> 0 rezultd D(#) =0 deci nu se plitesc dividende (zof profitul

se reinvesteste).
Din v,(¢)>0 rezultd Y (2)=£X(2) adica imprumuturi maxime.
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Din  (39) rezulta (14, ())A- )gS',~(a+r)]=v,(t) de unde
[¢S',~(a+7)]>0si gS;, >(a+7r) deci venitul marginal din vanziri este mai
mare decat costul marginal in cazul finantarii din imprumut maxim §i actiuni.

a+r
S > =c
0 YX
9
a+r aK(@)+rK(t)
CYX = =
o0) o(t)
K()

Daci notim O, solutia ecuatiei S v = tyx atunci pe traiectoria 1 7,

este descrescitoare, deci Q) < Oy deci productia este mai mici decat

valoarea stationara.
Din relatia:

Y() = £X() rezulta Y(t) = kX (1)
si prima ecuatie de dinamica devine:
X(0)= (1= NSQ0)~aK (@) ~rY(1)]

deci X(£)>0 si Y(¢)>0 adici pe traiectoria 1 actiunile cresc si inpprumuturile cresc.

Din p;(¢) > O rezultd cd pentru a exista comutatie la un moment T, la

inceputul si la sfarsitul traiectoriei 1, ;(#) =0 adicd p,(¢) =lim g, (¢) = 0 deci
—>7

<t

M, (t) este descrescitoare la sfarsitul traiectoriei 1 (£, (¢) <0).

De asemenea, limita la dreapta E(t) =lim (1) =0 deci p;(t) este
t—>7
>7
crescatoare la Inceputul traiectoriei 1 ( f5(¢)>0 ). Conform (38) avem
L) ={i—-1-fHr}—1+k)v,() si cum () >0 avem
i—(1-f)—-+kyw,(#)>0 deci i>(1-f)r+(1+k)v,(¢) care implici
i>(—=f)r rezultand cid /la inceputul traiectoriei 1 actiunile sunt scumpe si creditele
zeftine.
Traiectoria 2 (u,(t)>0,v,(t)=0,v,(t)=0)

Din #,(t)>0 rezultd cd D(t)=0 deci pe traiectoria 2 nu se plitesc
dividende.

Din v,(t) = 0rezultd ca K(t) > X (¢) deci pe traiectoria 2 se fac ingprumuturi.
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Din v,(t)=0 rezultd cad Y(t)<kX(t) deci imprumuturile nu sunt la
maxin.
Din relatia  (39) rezulta (1+ ()1~ f)]gSh, —(a+r)|=0 deci
— T
#0 *

atr . . . .
qS',~(a+r)=0 sau S, =——=¢,, de unde rezultd ci traiectoria 2 este

stationara:

Q*YX

QW = 0y, K’y = sil() =akK,,.

In ceea ce priveste posibilititile de concatenare ale traiectoriei 2 avem:

La inceputul traiectoriei 2 avem f1,(¢) >0 si /Z(t) =0 deci, conform (38),

i>(= f)r adicd actiunile sunt scumpe si creditele ieftine; de aceea nu se plitesc
dividende, iar imprumutul si tot profitul se reinvesteste.

La sfarsitul traiectoriei 2 avem fi;(¢) >0 si py(¢) =0 deci, conform (38),
i <(1= f)radicd actiunile sunt iefline si creditele scumpe rezultand ci pe traiectotia
urmatoare se platesc dividende.

Traiectoria 3 (1;(¢) > 0,v,(¢) >0,v,(£)=0)

Din p,(¢) >0 rezultd D(t) =0 deci pe traiectoria 3 nu se plitesc dividende.

Din v,(t) >0 rezultd K(¢) = X (t) deci pe trazectoria 3 nu se fac imprumuturs.
Din relatia (39) avem:

A+ (D)A= NlgSy —(a+r)]=-v, (1)

care atrage ¢S, —(a+7)<0 adici ¢S, <(a+r) < Sj <cyy si dacd O, este
solutia ecuatiei S;, = c,, vom avea Q(?) >0y, K(#) > Ky deci K(£)>0 adici
capitalul creste pe trazectoria 3.

Faptul ci nu se plitesc dividende atrage X (¢) > 0 deci actiunile cresc pe
traiectoria 3.
In ceea ce priveste posibilititile de concatenare ale traiectoriei 3 avem:

La inceputul traiectoriei 3 avem f1,(t) >0 si ,(¢) =0 deci, conform (38),
i>(1—=f)r adicd actiunile sunt scumpe si creditele ieftine; de aceea nu se plitesc
dividende, iar imprumutul si tot profitul se reinvesteste.
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La sfdrsitul traiectoriei 3 avem f15(t) >0 si p;(t) =0 deci, conform (38),
i <(1= f)radicd actiunile sunt ieftine si creditele scumpe rezultand cd pe traiectoria
urmatoare se plitesc dividende.

Traiectoria 4 (1,(¢) =0,v,(¢) > 0,v,(t) =0)

Din p;(t) =0 rezultd D(t) >0 deci pe traiectoria 4 se plitesc dividende.

Din v, (t)>0 rezultdi K(¢#)=X(f) deci pe traiectotia 4 nu se fac
Imprumutur.

Din  relatia  (39)  rezulta (1= f)[gSy —(a+r)]=-v,(?)
() =—(1- f)[aSy~(a+r)].

De asemenea, din z4;(t) =0 rezultd f1,(¢) si relatia (38) devine:

{i— (=P} +v,(h =0

si inlocuind v, (# cu valoarea sa obtinutd anterior in relatia (39) vom avea:

{i—(=pry = A=lgSy—(a+r)] =

1 i
S, = —|a+ =c
¢ q( l—fj "

unde ¢, este costul unitar in cazul autofinantarii pure.

Relatia obtinutd arata cd pe traiectoria 4 venitul marginal din vanzdri este
egal cu costul marginal al finantdrii din actiuni (autofinantarii).

Ecuatia S, = ¢y este o ecuatie algebricd in QJ(/) care are ca solutie o

functie de productie constanta:
O =0y =K@ =Ky =1 =aKy

deci traiectoria 4 este stationara.

K(1)=0 : . o
Cum . = X(¢) = 0 rezultd cid valoarea actinnilor nu creste pe
Y()=0
traiectoria 4.
Din relatia (38):

i—(1=pr=-v,() <0
rezultd 7 < (1 — fjr deci pe traiectoria 4 actiunile sunt ieftine i creditele sunt scumpe.
Traiectoria 5 (1,(¢) =0,v,(¢) =0,v,(t) > 0)

Din p;(¢t) =0rezultd D(¢) >0 deci pe traiectoria 5 se plitesc dividende.
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Din v, (t)=0 rezultd K(¢#)> X(¢#) deci pe traiectotia 5 se fac
imprumuturi.
Din v,(t) >0 rezultd Y(?) = £X(9) deci pe traiectotia 5 se fac imprumu-

turi la maxin.
Din ecuatia (39) avem:

(A= laSy —(a+r)]=v,(1)

care coroborat cu (38) si f5(t)= 0 care conduc la 7 — (1 — fjr= (1 + & W()
obtinem:

, k 1 i
Sp = —|a+ r+ =¢
q I1+k  1+kl1-f

unde ¢, este costul marginal al finantirii din imprumuturi maxime si plata
dividendelor.

Relatia obtinuta arata cd pe traiectoria 5 venitul marginal din vanzdri este
egal cu costul marginal al finantdrii din imprumut maxim i plata dividendelor.

Cum ecuatia S, = ¢, este o ecuatie algebrica in (%) traiectoria 5 este

stationara:
00 =0, =>Kh=K, =1 =aK,,X() = K, Y(t)—,éK;
pu— p— _a 5 p— 5 p—
! ! ! k+1 k+1

Din (38) si v,(9) > 0 rezulta 7 > (1 — jjr deci pe traiectoria 5 actiunile sunt scumpe
st creditele sunt ieftine (se justifica imprumutul maxim si plata dividendelor).

3.5 Traiectorii finale

Pentru ca o traiectorie si fie finald trebuie sa verifice conditiile de
transversalitate:

20 = =S DI+ X7, (6 (D)

y b (x'(T),T) = 0} o
j=Lg

;/jZO

care in cazul nostru devin:

B(X(D,T) = [K(T) - X(T)] 2 0
LX), T) = [(1 +8) X(T) — K(1)] > 0
SEX(D,T) = X(T)
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1V ariabilele de stare sunt:

X, () = X(I) = valoarea actiunilor
X,(# = K(T) = valoarea capitalului

Conditiile de transversalitate devin:

A =1-n+1+ A/ (52)
A =r-n (53)
%5520 54
HIK(I) - X(D] =0 (55)
»l(1 +& X(T) - K(T)] =0 (56)

Din relatiile (55) si (56) rezulta ca este imposibil cazul in care y; > 0 si
% > 0, intrucat aceasta ar insemna K(T) = X(7) si (1 +4) X(1) — K(T) = 0 adica
4 = 0 In contradictie cu ipoteza cd firma poate face imprumuturi.

Din relatia (53) rezultd A,(T) = y, — % si conform (44) avem A,(T) = 0.
Tinand cont de observatia cd nu pot fi ambele strict pozitive rezultd y; = y, =

0.
Stim cd A,() = 1 + 5(9) deci p5() = A,() — 1 de unde:

u3(T)=0
()= ATy 1=~ 7+ (1 + B =0=> | 4(T) =0
L, (T)=0

Singurele traiectorii care satisfac aceste conditii sunt:

Traiectoria 4, pe care 7 < (1 — fjr
Traiectoria 5, pe care i > (1 — fjr

Facand un rezumat al rezultatelor obtinute avem:

TR Structura Nivelul . ; Conditii de
nr. financiara productiei X(@) | K@) | PO fezabilitate
L | YO=kX) | OO<Oy | + | + | O -
0<Y(® < .
2 = =+ _

Y()=0 90>0y | + | + |0 -

YO=0 | 90=0y | 0 | 0 | + | i<{d-jr

Yo =kx0 | ow=0, [ 0 [ o | + ] isa—pr
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3.6 Costurile firmei

a) ¢, — costul finantarii din imprumut maxim
1 3 1 Z
by = —:|a+r- + .
q I+ 1+& 1-f

—— —> cota parte din Imprumut pe o unitate de bun capital

l+k

Y(2) k k
YO =~kX0),KH=0+-X)—> —==— 2>Y0) = — K
@ 0, K@) = (1 + £-X() Ko 14k =15 X0
re k — dobanda pe o unitate de bun capital

1+k
W — rata de revenire a actionarilor, inainte de plata impozitului.

Dividendele se plitesc dupa impozitare = inainte de impozitare trebuie inclusa

in cost valoarea

—— —> partea dintr-o unitate monetara platitd pe actiuni, care revine

1+k
: , _ X@ _ 1 _
la o unitate de bun capital. K() = (1 + &) X() > —= = — X(@) =
K@) 1+k
1
— . K(?
1+k ?
L —> costul unei actiuni (al dividendelor), pe o unitate de
l+k 1-f

bun capital.
a — costul deprecierii capitalului

k 1 i ) )
a+ r+ . = costul total care revine la o unitate de
I+ 1+k 1-f

bun capital.

= Q0
K(?)
1 k 1 i ) )
—-la+ r+ . = costul total pe o unitate de produs finit.
q I+k  1+k 1-f

Deci:
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a —> cost de productie

| i
) Pe actiuni ——-

¢y include I+k 1-f

Cost de finantare i
Din imprumuturi 7

I+k
1 e .
b) ¢,x = — (@ + 1) — costul finantarii mixte (toate profiturile se

reinvestesc si nu se platesc dividende); finantare din imprumut maxim si
actiuni.

1 I .. - o

) ¢ = — - |a +W —> costul finantirii numai din actiuni
(imprumuturile sunt zero si se plitesc dividende).

Pentru a obtine traiectoriile finale vom studia posibilitatile de

concatenare pornind de la sfarsitul traiectoriei optime care se termind cu una

din traiectoriile 4 sau 5 si vom studia posibilitatile de concatenare in aval de

acestea.
Siruri de traiectorii optimale care se finalizeazd cu trasectoria 5
Conditii pe care trebuie si le satisfaca predecesoarea:
1) Pe trasectoria 5, Y(?) = £X(/) = la sfarsitul predecesoarei Y(#) = £X(?),
2) Pe trasectoria 5, Q) = Qy => la sfarsitul predecesoarei O() = Qy,
3) Pe traiectoria 5,7 > (1 — fjr = la sfarsitul predecesoarei 7 > (1 — jjr,
4)  Pe traiectoria 5, p;(9) = 0 = la sfarsitul predecesoarei g5(7) = 0,

Din tabelul de mati jos:

Traiectoria Predecesor admisibil Cauza
1 DA satisface 1...4
2 NU nu satisface 2
3 NU nu satisface 1
4 NU nu satisface 3

rezultd ca singura predecesoare posibild este traiectoria 1.
Predecesorii traiectoriei 1

Cerintele predecesoarei:
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K=0
Y=0
Y(#) = £X(H — lasfarsitul predecesoarei Y(7) = £-X(7)
0@ < Qy — pe traiectoria predecesoare O() < O,
i>A=pr = i>0-)r

10 >0 11, () =0

} — pe predecesoare K(t) si Q(t) crescatoare;

Cum nici una dintre traiectorii nu verificd aceste conditii rezulta ca
traiectoria 1 trebuie sa fie cea initiald, deci traiectoria totald care se termina cu
tratectoria 5 va fi formata doar din #radectoria 5 sau din succesiunea de traiectorii
tratectoria 1 —> traiectoria 5, varianta concreta depinzand de conditiile initiale, aga
cum rezultd din tabelul de mai jos:

Conditii initiale Traiectoria optima Evolutia capitalului
1 x 1
X0 = —— 5 K = —0(¢
©) (1+k)-qQY ) qQ()
1 Ko=0+k-X0)—>X0® =
X(0) < ——0, 155 K(1) 1
. = t
d+h)-q Lk (kg2

Siruri de traiectorii optimale care se finalizeazd cu trasectoria 4

Predecesorii traiectorie: 4

TR 4 La sfarsitul predecesoarei
Kp=X0—->Y0H=0 Y(»H=0
o0 = O o0 = Oy
i< =)r i< =pr
() =0 uy()=0
Singura traiectorie care satisface simultan toate conditiile este frusectoria
3.
Predecesorii traiectoriei 3
TR 3 La sfarsitul predecesoarei
00 > 0y 0@ = Oy, (pe toati traicctoria predecesoare)
i< -=pr i< =pr
Y(H=0 Y() =0

Singura traiectorie care satisface aceste cerinte este traiectoria 2.
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Predecesorii traiectoriei 2

TR 2 La sfarsitul predecesoarei
90 = O 90 < O

K=0

X>O}_) Y(t)>0 i<(=pr

Singura traiectorie care satisface aceste cerinte este traiectoria 1.

Cum s-a observat la cazul anterior ca nici o traiectorie nu poate precede
traiectoria 1 rezulti ci traiectoria totald care se termind cu traiectoria 4 este
posibild doar in cazul in care actiunile sunt ieftine: 7 < (1 — jj-r si, in functie de
conditiile initiale, poate fi doar una din tabelul de mai jos:

Conditiile initiale Traiectoria optimala
X(0) = K(0) 51 X(0) = (1/9) Ox TR 4
X(0) = K©0) 5i (1/9) Oy < X(0) < (1/9) Oy TR 3 — TR 4
K©) = (1/9) Oy 51 X(0) = (1/9) Oy« TR2—>TR3 - TR 4
. 1 .
M®=(Y+@¢W®$XKD<EHEEQW TR1-—>TR2—> TR 3 — TR 4

Facand un rezumat al rezultatelor obtinute privind forma traiectoriei
totale optime putem reprezenta grafic evolutia indicatorilor firmei pe traiectoria
optima, aspectul acestuia depinzand de situatia de pe piata creditelor si de
conditiile initiale. Astfel:

D) daca Zmprumuturile sunt ieftine la inceputnl traiectoriei (1 — f-r < i
traiectoria optima va fi cea din figura de mai jos:

A DKOY
QY* """""""""""""""" Q;
e - K
Y* """""""""""""" Y = k- X;
0)=4(1+£)X(0) .
(%&gpéﬁ& T *DOH=D
Y(0)= £X(0)
z

crestere h4 stationate T

Traiectoria optimad in cazul creditelor ieftine
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Pentru ca aceastd traiectorie sa fie posibila este necesar ca X(0) <

1
(+k)q
traiectoria 5 Q(0) = ¢+(1 + £)-X(0) care rezulta din faptul ca K(?) = (1 + £)-X().

Firma porneste de la valorile initiale si se dezvoltd intrucat K(@)> 0,

Q, care rezulti din faptul ci pe traiectoria 1 K() < K, si pe

X(@)> 0, Y(£)> 0, cu credite maxime, pani in momentul in care S;, = ¢,

moment in care firma comuti pe traiectoria stationara.

Pe traiectoria 1 venitul marginal din vanzari este mai mare decat costul
marginal in cazul finantarii din imprumut maxim.

Vom arata ci aceastd conditie marginald implica faptul ci venitul
marginal al unei actiuni este mai mare decat costul marginal al unei actiuni (dat
de venitul minim 7). Avem:

or

& — profitul marginal al bunurilor capital;

o __k
oK 1+k

datoriilor citre banci;

r} — profitul marginal al bunurilor capital dupad plata

oK 1+k

plata datoriilor citre banca si dupa impozitare;
Deoarece (1 + &) poate fi privit ca un multiplicator al puterii de

a -y [6_72_ k r} — profitul marginal al bunurilor capital dupa

cumpadrare a capitalului social: intrucat K(A) = (1 + £)-X(?), rezulta cd o unitate
monetara investita in capitalul social (pe actiuni) este egald cu (I + £) unitati
monetare de bunuri capital (datorita imprumutului) si mai departe, ci venitul
marginal al unei actiuni (al unei unitati monetare investita in actiuni) este egal
cu (1 + &) - venitul marginal al bunurilor capital (al unei unitati monetare
investitd in bunuri capital), deci:

or  k
d+a-d _ﬁ'[a_lz_nk

r} — venitul marginal al unei actiuni.

or__k
oK 1+k

Pornind de la S}, > ¢ rezultd (1 + &) (1 - ﬁ{ r} > 7,unde 7

este costul marginal al actiunii.

Intr-adevar, din S, > 4 si tinand cont i 4 =

1 k 1 i b , k 1 [ :
—-la+ r+ : rezultd ¢ S, — a > r+ : S
q I+k  1+k 1-f I+  1+k 1-f
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i or
= —
1-f oK

deoarece or = ¢S, — a avem succesiv: o 1+ k> kr+
oK oK

F R —kr> —— =1+ &) (1 —ﬁ-[a—ﬂ—Lr} >,
1-f oK 1+k

Daca venitul marginal al actiunii este mai mare decat costul marginal al
actiunii nu se plitesc dividende (D() = 0), actionarii reinvestind toate
cagtigurile pana cand nivelul productiei O(7) ajunge la nivelul O, cotespunzitor
profitului maxim.

Actionarii nu vor spori capitalul peste valoarea K, , deoarece va scidea
atat venitul marginal al actiunii in raport cu costul siu marginal, cat si venitul
marginal din vanziri in raport cu costul marginal al productiei. Rezultd ca

X(@)=0
K()=0

deci pe traiectoria 5 toate profiturile se impart actionarilor:

D@ = (A= f[n(Ky) = r ¥ ] = 0= n(Ky) —rk X ]
IT) daca actiunile sunt ieftine la inceputul perioadei i < (1 — fj-r

Fatd de traiectoria totald care incepe in conditiile unor imprumuturi
ieftine in care se pastreaza aceeasi structura de finantare pe intreg intervalul [0,
1]: 7> (1 — /)-rin cazul acestel traiectorii de magistrald se va schimba structura
de finantare in timpul procesului de crestere.

\D,KQOY
4 .
S 0
O«
@ (3 K
‘,QYX*
(1
g (1+4£)X,
Y’
(1+4)-X, _/
kX, . .
crestere consolidare crestere Stationare f:
0 hp b by T

Tratectoria optima in cazul creditelor scumpe
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Vom analiza mai jos evolutia indicatorilor firmei aga cum rezultd din
graficul de mai sus.

Traiectoria 1
Firma isi demareaza activitatea cu o valoare mica a capitalului social:

1 *
X0 < s O
In ciuda creditelor scumpe, firma porneste activitatea cu imprumut
maxim, datoritd faptului ca venitul marginal din vanzari este mai mare decat
costul marginal al finantarii mixte (fiecare unitate de bun capital achizitionat
din imprumut va aduce un profit pozitiv) deci firma investeste la maxim din
imprumut si castig, rata de crestere a firmei fiind maxima.

La inceputul traiectoriei 1 avem Q(5) < Q;X deci S, > o i de aici

obtinem succesiv:

Sy > x :l-(a—i-r)

Te=q Sy —a— S, = (7} +a)-é>l-<ﬂ+r)%

>y >r>1-p 7 >0 -pr

Deoarece (1 — - mp > (1 — f)-r rezultd ci profitul marginal al unei
unitati de bun capital este mai mare decat costul de finantare, daca finantarea s-
ar face numai din Imprumut (deci se justifica imprumutul maxim) asadar firma
va atrage Imprumut maxim pentru a-si maximiza vanzarile.

Intrucat la inceputul perioadei de studiu actiunile sunt ieftine, firma va
reinvesti toate cagtigurile (actionarii renunta la dividende deoarece plata lor ar
Insemna o pierdere pentru firma).

Definim formula de parghie (legitura cu efectul de levier):

Y
Ry =Ryt (Ry— 9

unde:

r:| este venitul marginal al actiunii

0
R.=(1+4) (1 —ﬁ-{a—[’g—m

R, = (1 —=))- 7} este venitul marginal al capitalului dupd impozitare

¢= (1 —jj-r este costul marginal al imprumutului
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Y . .
Daca R; > ¢ rezultd ca X (ponderea imprumutului) trebuie sd creasca
pentru ca venitul marginal al actiunii Ry, sd creasca.

Y .
Daca R < ¢ rezulta ca % trebuie sa scadd pentru ca R, sd creasca.

- . . .Y :
In cazul traiectoriei 1 avem Ry > ¢, deci — trebuie sd creasca.

Trazectoria 2

In momentul cand Q@) a devenit egal cu Oy, deci S 0 = yx actionarii

au trei posibilitati de impartire a castigurilor:

— sd accepte plata dividendelor;

— si le utilizeze pentru dezvoltare, caz in care firma va ajunge la un
volum al productiei cu un venit marginal mai mic decat costul
marginal al imprumutului (1 — /)7

— sia utilizeze castigurile pentru plata datoriilor catre bidnci (pentru

amortizarea creditelor, economisind (1 — /j-r pentru fiecare unitate
de capital imprumutat.

Deoarece 7 < (1 — jj-r, a treia variantd este cea mai economica asadar
pana la momentul #; firma isi achita toate datoriile, finalizand perioada de
consolidare.

Traiectoria 3

La sfarsitul traiectoriei 2, dupa faza de consolidare, vom avea Q(#) <
O deci S1Q) > ¢, si cum:

1 i 1
o= —(a+ —) si S'= =[x +a
X ( l—f) $ q[ K ]
rezultd succesiv:

| B 1 i
—[7h 4> —(a+ —)
[ > et )
<:>7r}<>4<:>

1-7

S —p 7 >i




176 Capitolul 3. Modele dinamice de firmi

deci venitul marginal al bunurilor capital este mai mare decat costul marginal al
bunurilor capital finantate prin actiuni. Din acest motiv pe traiectoria 3
investitia neta va fi faicuta numai din actiuni (autofinantare).

Dupa ce si-a plitit toate datoriile firma incepe o perioada de crestere pe
traiectoria 3 prin autofinantare, pana cand Q(#) = Q) , moment in care incepe
traiectoria stationard, pe care se platesc dividende.

Traiectoria 4

o . . ] . v o I~
Deoarece pe aceasta traiectorie (1 — fj- 7, = 7 rezultd cd pe aceastd

traiectorie venitul marginal al capitalului este egal cu costul marginal in cazul
finantirii din actiuni deci capitalul a atins valoarea maxima (peste aceastd
valoare firma ar lucra In pierdere) si firma va incepe sa plateasca dividende:

D@ = (1 - m(Ky)




