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Modelele analizate in capitolul precedent au o serie de limitiri care fac
ca aplicabilitatea lor in economie sa se faca doar la un nivel orientativ iar in
conditiile Romaniei sa fie practic inaplicabile. Dintre ipotezele foarte greu de
sustinut intr-o economie in tranzitie fac parte:

1. ipoteza constantei parametrilor modelului, prin care este surprinsi
influenta mediului asupra evolutiei firmei.

Astfel, asa cum se vede in tabelul de mai jos, evolutia ratei dobanzii (si
evident a ratei asteptate a actionarilor) si a cotei de impozitare a profitului au
avut fluctuatii atat de mari in perioada 1994-1998 in Romania incat ipoteza ci
acestea sunt constante va duce evident la rezultate puternic deviate de la
evolutia reala.

an | 1990 | 1991 [ 1992 [ 1993 [ 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998
(%) | 3.8 | 234 | 43.6 | 58.9 | 914 | 48.6 | 55.8 | 63.7 | 51.1
£%) | variabil, functic de profit | 38 |38 |38 |38 |38

Cea mai naturald concluzie in acest caz este cd, pentru o economie in
tranzitie, cei trei parametrii trebuie considerati ca fiind variabili in timp.

2. faptul ca 2 sau 3 indicatori pot descrie evolutia unei firme sau starea
acesteia la un moment dat.

In acest caz singura solutie este si identificim (pe baza evolutiei
conturilor sau a balantei contabile) care sunt indicatorii care influenteaza
semnificativ evolutia firmei si sa tinem cont de toti acestia in analiza firmei.

3. ipoteza cd volumul productiei depinde doar de marimea capitalului
(chiar liniar in modelul van Hilten!), fara ca structura acestuia sa aiba influente
semnificative asupra evolutiei firmei. Rezolvarea este aceeasi ca si la ipoteza 2.

4. ipoteza cd indicatorii firmei evolueaza continuu.

Aceasta ipotezd atrage acceptarea unor ipoteze asupra modelului, cerute
de instrumentarul matematic disponibil, care pot denatura foarte mult situatia
reala existenta.

Cea mai la indemana solutie in acest caz este sa consideram ca evolutia
este discretd, caz in care putem renunta la toate ipotezele de regularitate impuse
functiilor si variabilelor din model si (si mai important) putem creea modele
mult mai complicate (si deci mult mai apropiate de realitate) avand la dispozitie
metode algoritmice mult mai versatile disponibile pentru acest caz.

Pornind de la considerentele de mai sus modelul care va fi expus in
continuare are ca scop si:

*Vezi anexa 11
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- Imbunidtateasca performantele modelelor expuse in capitolul
precedent, prin:

- detalierea activitatii firmei apeland la mai multi indicatori pentru
descrierea acesteia

- trecerea de la modelarea continui la cea discretd
- pastreze un echilibru intre:
- nivelul de complexitate cerut de nivelul relevantei rezultatelor
- nivelul de simplitate cerut de instrumentarul matematic existent

- constituie o simbiozd Intre metodele matematice clasice de analiza si
utilizarea calculatorului, in acest scop autorul scriind o colectie de
softuri care sa constituie o metoda rapidd de a obtine o solutie
suficient de apropiata de solutia optimad, atat in cazul modelului
propus in continuare cat si pentru modelele din capitolul anterior,
pentru a putea face o comparatie intre acestea.
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Ipotezele modelului

1. Firma are o productie omogend iar volumul productiei depinde
liniar de capitalul fix utilizat si de capitalul circulant consumat in procesul de
productie:

QW) = aKi()) + fKA)
unde:

- Ki(? = bunurile capital fix exprimate valoric;
- K/(?) = bunurile capital circulant exprimate valoric;

o0

- a = productivitatea medie a capitalului fix, a = —— () = ct;
oK

F
oQ
oK .
Observatie: Daca a = f obtinem functia de productie utilizata in modelul
Van Hill in care am avea: ¢ = a =
Ca si in modelul Van Hill vom presupune ca toati productia este
scoasa imediat pe piata astfel incat stocul de produse finite este zero, situatie
realistd in cazul unei firme de dimensiuni mici sau mijlocii care nu detine
monopolul pe piata bunului vandut si nu vinde produse de valoare foarte mare.

- = productivitatea medie a capitalului circulant, § = ()= ct;

2. Incasarile obtinute din vanzarea bunurilor produse vor fi egale cu:

Vo) = Q0
cu p = ct., daca firma isi comercializeaza produsele pe o piatd cu concurenti
perfecta sau:

V(&) = pQ#)QMD
pe o piata cu concurenta imperfecta.
De asemenea vom presupune cd functia de vanzari este pozitiva, strict
concavi si satisface legea veniturilor descrescitoare la scala de fabricatie:
P(0B) < 0 —1in cazul competitiei imperfecte pretul de vanzare scade
odati cu cresterea productiei care trebuie vanduta;

) v . e . P

Q) > 0 — rezultd din legea functiei inverse a productiei
descrescitoatre;

Q) < 0 — legea randamentelor la scard descrescitoare;

V(Q@®) > 0 < 0@ > 0 — pretul de vanzare este pozitiv;

3. Capitalul firmei este format din capitalul propriu (Ku(A + K.(9) si
din capital imprumutat Y(7):
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K@) = Ki() + K() + Y0

Vom presupune cunoscute valorile celor trei componente la inceputul
perioadei analizate: K.(0) = K, K(0) = K2, Y(0) = Y".

4. Deprecierea capitalului este dati de amortizarea capitalului fix,
care este presupusa proportionald cu valoarea capitalului fix:

Al = aK ()
unde « este rata de amortizare si de consumul de capital circulant necesar
productiei.

5. Venitul net din vanzéri(profitul brut) este ceea ce raimane din venitul
obtinut din vanziri dupa cheltuielile cu deprecierea capitalului:

110 = V() - aKi(t) - K() = pr(@Ki(h) + pRAD) - KD - K0

6. Profitul net este partea din profit care rimane dupa plata dobanzilor
la credite si impozitului pe profit:

E@) = A=) p@Kd) + fFRAD) - aKi() - K() — Y (0]

7. Profitul net este utilizat fie pentru consum final (dividende, profit
retras de proprietari etc.) fie pentru cresterea capitalului propriu, valoarea
cresterii fiind egald cu partea din profitul net care nu este destinat consumului
tinal:

K () + Kc(1) = E@) - DO <
K. (t) + Ko(t) = (1 =prfp@Kd + BKLD) - aK(d) - K() — Y] - D)

unde:
- /= rata de impozitare a profitului;
- r = rata dobanzii pe piata creditelor;
- 7Y($ = dobanda la imprumuturile contractate;
- D(?) = consumul final (dividende, profit retras etc.)

8. Cregterea capitalului fix se realizeaza pe baza investitiilor in capital
fix care depdsesc valoarea depreciati a capitalului:

K1) = 10) - K,
unde:
- I(9) = investitia bruta in capital fix;
- aKy(?) = deprecierea capitalului fix.
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9. Cresterea imprumutului este datoratd volumului creditelor
contractate care depasesc volumul ratelor platite la creditele contractate
anteriof:

Y(t) = FQ) - bY()

unde:
- F(? = volumul imprumuturilor efectuate la momentul #
- b= cota de rambursare anuali a datoriilor (amortismentul);
Observatie: Vom considera ca jpoteza Ludwig (a = b) este indeplinitd doar cu
totul intampldtor.

10. Se considerd ca o structurd viabild a capitalului firmei este
indeplinita doar daca volumul creditelor (capitalul imprumutat) nu depaseste
o anumitd pondere fatd de capitalul propriu:

0=Y() = &K + K(9)

unde:
- /& = ponderea maximi a imprumuturilor

11. Firma se dezvoltd numai daca venitul net din vanziri este pozitiv:
[T = V() - ek - K = 0

12. Piata financiard si piata monetard sunt considerate piete distincte,
preturile celor doua piete putand fi doar accidental (si pe termen scurt) egale,
astfel incat putem considera ca:

i+t (1 =pr
unde:
- 7= pretul pe piata financiara = randamentul unei unitati monetare
investite in firma;
- (1 = Jj-r = costul unitar al creditului (pentru o unitate Imprumutata
firma plateste atat dobanda la credit » dar nu mai platesc impozitul fr

pe care l-ar plati la stat daca ar utiliza pentru investitii profitul propriu
in loc de imprumut.

13. Volumul profitului destinat consumului final se considerd a fi
pozitiv (cresterea capitalului propriu se bazeaza doar pe profitul obtinut de
firmd) si mai mic decat o valoare maximi consideratd normala chiar in
conditiile unui profit foarte mare:

0< D@ <D,,
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14. Volumul investitiilor in capitalul fix trebuie si se incadreze intre
limitele extreme I, si [

max*

1,<L(»<I,

min — ax

unde: [

min

<0<I]

max*

15. Pentru a primi imprumuturi firma trebuie sd indeplineascd anumite
criterii de creditare, legate de volumul imprumutului posibil de contractat:

0= F() <110

unde:
- Y = cota maxima a creditelor pentru investitii (in functie de facilitatile
sistemului bancar).

16. Telul firmei este sa maximizeze cagtigul adus de firma proprietarilor
calculat ca profitul total retras de proprietari plus valoarea reald finald a
capitalului propriu al firmei (sau valoarea obtinuti prin vanzarea acestuia
exprimat in preturi curente):

T A
jo e "' D(t)dt + e T [K . (T) + K - (T)]
in cazul continuu sau:

L. D +K§+K§
=1+ @+

in cazul discret unde:
- T'= durata normala de viata a firmei sau orizontul de timp viitor
analizat.

Modelul va fi analizat in 4 variante:

a) cazul continuu in conditii de concurenta perfecta;

b) cazul continuu in conditii de concurenta imperfecta;
c) cazul discret in conditii de concurenta perfecta;

d) cazul discret in conditii de concurenta imperfecta;

De asemenea, in final vor fi luate in considerare si alte variante posibile
de dezvoltare a modelului. Cele patru variante de mai sus ale modelului au
forma matematica:
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a) Cazul continuu in conditii de concurenta perfecta

max [ e D(t)dt + e " [K, (T) + K (T)]

1.,F,D J0

K, () + Ko (1) = (A —frlp(@Kud) + fKAD) - aKe(d) - K(D) — Y ()] -
ONE

KF (t) =19 - #K(9)

Y(t) = F@) - bY()

I,<L®»<I,; I,<0<I,.

0= Y() < &K + K)

0<DW)<D,,

0 < F() < y-I.()

Shar b kye (1)
a,p,p>0
Deoarece din yI()) = F(@#) = 0 rezultd evident I, = I.(/) aceastd
conditie nu mai este efectiva si va fi eliminatd din sistem, prima si a patra
conditie putand fi scrise impreuna prin:
Prin inlocuirea variatiei capitalului fix in prima ecuatie de stare a
sistemului obtinem:
) - aKe) + Ko (1) = (U =frlp@Ked) + pRLD) - aKeld) - K() = ()] -
D)
f—g
Ko (@) = (0 =frlp @K@ + fK) - aKi(h) - K(9) = Y@ - D) - i) +
aK()
f—
Ko@) =[A=fpa=A-frataKe+[1=fpp -1 =fIKe-(1-p)rYD-
D@) - 1)
R
Ko@) =0 -pprat faKe+ A =)@p -1)Ke- (1 =))rY() - DO - 1:()

Sistemul de ecuatii de stare ale sistemului devine:
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Ko (6) = [0 =pprat fa-Kd+ A =ppp - 1)KD- (1 =prYQ -
D@ - 1)

K # () = 1) - K ()

Y(1) = FG) - Y ()

acesta fiind un sistem de ecuatii diferentiale cu trei ecuatii si trei necunoscute
cu coeficienti constanti, comenzile fiind I.(5, F(? st D(?. Notand cu X()
vectorul format cu cele trei variabile de stare K.(9), K () si Y(?) si cu U()
vectorul variabilelor de comanda I.(5), F(?) si D(?) putem scrie sistemul de
ecuatii de stare sub forma matriciala:

K@) (-1 @D @&Npatfa ~0-)r) (KO (-1 0 -1 (L)

K.(0) |= 0 —a 0 K@+ 1 0 0 F0O
() 0 0 -b o)) (0 1 0){Dp)

X(t) = AX0) + BUQ
unde A si B sunt matricele sistemului:

A-f)-pa+f-a Q=-1)-(p-p-1) -Q-/)-r

A= -a 0 0 B=
0 0 -b
-1 0 -1
1 0 O
0 1 O

Deoarece det(A) = ab(1 - p-[A—f)-(p-f-1)] #O0sidet(B) =-1 %0
sistemul este controlabil si observabil, urmand si gasim acele comenzi care duc
la maximizarea valorii firmei pe intervalul de timp analizat.

Pentru rezolvare, vom porni de la ultima formad a sistemului:

max | e "D(t)dt+e " [K.(T)+ K.(T)]

Ko () =[(1=ppra+ fa K@)+ A=f@p - 1)K - A= f)rY(Q) -
D@) - 1)

K (1) = 1) - aKi(9)

Y(1) = FG) - Y ()




Gestiunea integrata a firmei 187

FO‘) S 'Y.IF(Z‘) S ’Y'I/}mx
0= Y() < kEK() + KoA9)
O S D(l) S D/}Iﬂ.X’

_](;Z.ad)faba/é>’y € (O’ 1)

a,pB,p>0

Deoarece avem de rezolvat o problema de control optimal vom aplica
pentru rezolvare principiul lui Pontreaghin, obtinand succesiv:

a) Hamiltonianul problemei:

| HK(0),K ), Y0 L:0,5),D0,4,(), (), 4:)] =
= "D + A1 = fprat fa K+ A=) @p - 1)K -A=))rYD)-
D) - 1)} + L0 [:0) - a K@) + L0 [FQ) - #Y ()]
Deoarece in expresia hamiltonianului apare factorul de actualizare ¢”
vom face schimbarea de variabila:

WO = EAD /=123

obtinand noile variabile adjuncte (9 si hamiltonianul modificat:

H (KK, YD1 0,0, D0, A (0,20, 2(0) =
=DO) + v UA=fprat fa K@+ A=@fF - DK -A=))rYQ)-
D@ - 1)} + w0 [0 - aK ()] + v [FQ) - &Y ()]

unde H = ¢“H.
Deoarece sistemul contine si restrictii momentane asupra variabilelor
de stare si de control vom construi lagrangeanul asociat problemeti:

LKL),K),Y D) 10,50, D@, A:(0)A5(0) 11 (0)120) 151D t5D s (D (D) =
=H+ u ([l - LAl + w@ v 1@ - FOl + @) [k K + K2) - Y] +
DY)+ us() (D, - DO+ ()" D@) + 1) ()

Sistemul de conditii Kuhn-Tucker asociat problemei de maximizare a

hamiltonianului pe domeniul dat de restrictile momentane ale sistemului in
variabilele de control va fi:

oL
— 0o -yty - tym=0
ol .

oL
oF =0y, -t =0
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=0 -y, -+ 4 =0

SIS

%2 0,1, F,D =0
Avem de rezolvat un sistem algebric de 10 ecuatii cu 10 necunoscute
(I, F, D, g, j=1..77) care implicd discutia a 27 = 128 variante, in tunctie valorile
nule sau nu ale multiplicatorilor .
Din acest sistem vom scoate variabilele de comanda I, F, D in functie
de variabilele de stare K, K, Y si variabilele adjuncte v, / = 1,2,3:
]F (t) :ﬁ(KFaKCaYs \Ij/’j = 13233)
F(t) :fZ‘(KI’)KC)Yv) \Ij/)]: 1a2)3)
D(t) :ﬁ(KI<')KC')K \Ij/)] = 1a2)3)
dupa care vom rezolva sistemul canonic asociat problemeti:
Ke(t) =[(A=fypra+ fal K+ A=fy@p - VKld) - (L =))rY () -
D(t)-1,(2)
K (1) = I (1)- aKi(?)
Y(1) = F(t) - bY()
aH(KF’KC’Y’IF’FJB: WiV Ws)
oK .

i, () = i) - (0) = v, () =, (1 -
DB - D)
v, (0= i) —

10 —fpa+ ful -
OH (K ;. K,V .,F.D,y,,y/,,y5)
oY

OH(K KoY. ,F.D,y,,w,,y;)
oK »

() =@+ a)y,) -

yy (D= 2W5() — ) =G+ hv,0)+

vi@-(=pr




Gestiunea integrati a firmei 189

cu condi,tiﬂe 1'111',t1'ale.

K0) =K
Ky (0) =
Y(0) =

si conditiile finale (de transversalitate):

oK, +K_,)

v = SR @) <
v,(T) = oK, (T) =1
0 K K

wn = E D () =

care se reduce la:

V(D) =1L w(I) =1, y5(1) = 0

Revenind la sistemul Kuhn-Tucker asociat problemei de maximizare a
hamiltonianului pe multimea comenzilor admisibile, dintre cele 128 de cazuri o
parte pot fi eliminate din start ca neducand la o solutie admisibild. De exemplu,
multiplicatorii z; si z, nu pot fi simultan nenuli (ar rezulta ca firma are capital
nul) si nici multiplicatorii # $i y (ar rezulta ca dividendele maxime sunt zero).
De asemenea, nu pot fi simultan diferiti de 0 indicatorii y,, p, si g, deoarece ar
rezulta ca investitia maxima posibild este 0, astfel ca riman de discutat doar 63
cazuri:

A AVAV ARV AN Solutia

110(0]{0|0]|0[0]|0O v, =y, =1,y, =0, I, F, D oarecare

2|0[0]0[0|000 Y, =, v, =0,D =0, I, Foarecare

3/0[0|0]|0 000 v, =y, y,=0,D=D I, Foarecare

410|010 #0[0(0]0 v, =y, =1,y,=0,1, F, D oarecare, Y = 0

5000 F0/0#00 WV, =W, ;= 0,D =0, I, Foarecare, Y = 0

6[0|0[0FOFOO0|0| , =y, y,=0,D=D,_ I, Foarecare, Y =0

710[0F00[0]0|0|y, =y,=1,y,=0,1,F, D oarecare, Y = £&(K, + K)

81010FO0[0FO0| y, =y, y,=0,D=0,I,F oarecare, Y = &(K, +
KJ

90]0F00F0 0|0y, =y, y,=0,D=D, I, F oarecare, Y = k(K. +
K)

1000 #0 00000 y, =1, F'=y-I, D oarecare
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1110 [0, 0 [0 [ 0 [£0| O F=vI,D=0

120 #0000 0]0 F=vI,D=D,_

1310 [#0 0 #0 000 y, = 1, F=y-I,, D oarecare, Y = 0

140 0 0 [£0[ 0 0] 0 F=vI,D=0,Y=0

150 0] 0 [£0}#0[ 0| 0 F=yl.D=D, . Y=0

160 [FOF0 01000 v, = 1, F=yI,, D oarecare, Y = & (K. + K)
170 [£00] 0 [ 0 0] 0 F=v1,D=0,Y = (K + K

18/ 0 [£00[ 0 [£0[ 0 ] 0 F=vyI.D=D _Y=k(K +K)
19#0[00|0|0]0]|0 v, =1,y,=0,I.=1 ., D,F oarecare

2070 0(0]0|0 [#00 v, =0,I.=1 ,D=0,F oarecare

217001 0|0 #0 00 v,=0,I.=1_,D=D,  Foarecare
2200 0[#0 000 v, =0,y,=1,1,=1_,D =0, F oarecare
2370/ 0| 0 [#0/ 0 [#0/ 0 v, =0,1.=1,,D =0, Foarecare, Y = 0
24#0/ 0 | 0 [#0#0 0| 0 yv,=0,1.=1,,D=D, , Foarecare, Y =0
2570[ 0 [#0| 00 |0{0 \y,=0,y,=1,1.=1,, Y= k(K. + K), D,F oarecare
267010 [#0 0|0 #0 0| y,=0,1,=1,, D=0, F oarecare, Y = &(K, + K,)
27700 [#0 0 [#0/0 |0 |y, =0,1,=1,,D=D,,, Foarecare, Y = &(K, + K,)
287070 0(0(0(0]0 v, =1,1.=1, ,F=ylI, D oarecare
29[£0#0 0| 0| 0 [£0] O I.=1,.,F=vI,D=0

BOA0#0 0] 0 #0010 =1, =yl D=D,,

31[#070/ 0 [0, 0 (0|0 v, =1,1.=1,,F=yI, D oarecare, Y = 0
32020 0 0 0 [£0[0 =1, F=vyl,D=0,Y=0

337020] 0 F0Z0[ 0 | 0 L,=1 F=vI.D=D,_Y=0
34707070 010|100 |y, =1,1,=1,, F=yI, D oarecare, Y = k(K. + K)
35/Z07£00[0 | 0 [£0[ 0 =1, F=yl,D=0,Y= &K +K)
30020700 20 0|0  L,=1 F=vI,D=D, Y= (K, + K)
37,0/0[0/0]0|0[#0 v, =y, =1,1, F=0, D oarecare

380 0]0]0]0 00 v, =y, D=0,1,F=0
390000000 v,=y,.D=D I F=0

4000100 [#0, 0|0 [#0 v, =y,=1,F=0, I, D oarecare, Y = 0

41/ 0| 0| 0 [#0] 0 [#0£0 Y, =\, D=0, I.oarecare, F=0, Y =0

42/ 01 0| 0 [F0F0 0 [#0 W, =y, D=D, , I oarecare, F=0,Y =0

43 0 [0[F0[ 0|0 |0 [F0 y, =y, =1,I, F=0, D oarecare, Y = &(K. + K,)
440 | 0 [#0[ 0| 0 OOl , = y,, D =0, I, oarecare, F =0, Y = &(K, + K,)
45 010 |70/ 0 [#0/ 0 0y, = y,, D= D, _ I, oarecare, F =0, Y = & (K, + K,)
46{ 0 [#0[ 01000 [0 y, = 1, F=v1,.= 0, D oarecare
47/ 0 [0, 0| 0| 0 |00, F=vI.=0,D=0
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48[ 0 [£0] 0 [0 [£0] 0 [£0) F=yI.=0,D=D,

49 0 [#0/ 0 [0/ 0| 0 [#0 v, =1, F=y1I.=0, D oarecare, Y = 0
50 0 [#0] 0 [#0] 0 [£0/#0 F=vyI.=0,D=0,Y=0

51] 0 0] 0 [£0[#0] 0 [£0) F=vI,=0,D=D,_ Y=0

52 0 [#0F#0 0| 0|0 [#0 y, =1, F=v1,=0, D oarecare, Y = k(K. + K,)
53 0 [£0[#0] 0 | 0 [£0}£0 F=v1.=0,D=0,Y= kK, +K)
5470 [£0[£0] 0 [£0] 0 [£0 F=vyI,=0,D=D, Y= kK. + K)
557010 [010]0]0 [FO0 v, =1,1,=1,., D oarecare,F =0
56120, 0| 00 [0 [£0}£0 I.=1_,D=0,F =0

5770 0] 00 [£0[ 0 [£0) I.=1,,D=D, F =0
58700 | 0 [#0/ 0|0 [#0 v, =1,I,=1,,D=0,F =0
59/#0 0 | 0 [#0] 0 [£0}#0 I.=1,,D=0,F =0,Y=0

600 0 | 0 [£0#0] 0 [#0 I.=1,.,D=D, ,F=0,Y=0
610 0 [0 0 [0 [0 [£0 v, =1,1.=1,, Y= kK, +K),DF =0
62170/ 0 [0/ 0 | 0 00 I,=1,,D=0,F =0,Y = &K, +K)
63£0] 0 [#0] 0 [£0] 0 [£0 I.=1 _,D=D, _ F =0,Y= (K, +K)

In continuare va fi analizat efectul rezultatului din fiecare caz asupra
sistemului canonic asociat problemei de control optimal:

Ko(6) =[(1=pprat fa-K)+ A =fr@p - 1K@ - A =frY -
D(1)-1,.(2)

K, (1) = I.(t)- aKy()

Y(1) = F(1) - bY()

y, @) =rv @) - @A -0 -1)

v, ()= @+ )y, =@ [(1 - frpra+t fd

v, ()= G+ By + w1 —fr

K0) = K2, K0 = 2, Y(0) =Y, wy(T) = 1, yy(T) = 1, yy(T) = 0

Desi cele 6 ecuatii se impart evident in doud sisteme distincte, unul
format din primele trei ecuatii §i continand ca variabile doar variabilele de stare
si al doilea format din ultimele trei si continand doar variabilele adjuncte,
pentru rezultat fiind important evident doar primul, vom pastra totusi si
ultimele ecuatii deoarece sunt necesare in analiza solutiei din fiecare caz.

Vom analiza mai Intai cazurile in care una sau mai multe din variabilele
adjuncte ar fi constante.

Astfel, dacd (/) = const. = 1 din prima ecuatie a variabilelor adjuncte
rezulta ca:




192 Capitolul 4. Un model dinamic de conducere optimala a activititii firmei

A—ppp -1 =i
situatie care este indeplinita doar in cazuri cu totul particulare si va fi eliminata
din analiza.

De asemenea, situatia in care y,(?) = y,(?) # 0 conduce la:

y, ) =@ -y @A -p@p -1
y, ) =0+ Q) -, [(1 - )pat fd
si egaland termenii din stanga obtinem succesiv:
O =)A= @B -1 =0+ Q@) —v@O (A -)pat fa <
i—(1=p@pf-D)=0+a-[A-ppat fa <
A=-p@pb-D=0-)@pa-2) <

pp-1=pa—as
_ 1-a
P B«

Solutia este admisibila doar daca B > « (productivitatea capitalului
circulant este mai mare decat productivitatea capitalului fix) si este de asemenea
un caz cu totul intamplator, putand fi eliminate din analizele ulterioare.

Situatia y;(?) = 0 atrage dupa sine succesiv Y,() = 0 si y,() = 0 care
este in contradictie cu conditiile finale y,(T) = 1, y,(T) = 1.
Variantele 11 si 12 conduc la sistemul de conditii:

-ty =0
V-, =0
L-y,+x=0

la varianta 11 si:
Y F Yty =0
V5=, =0
L-y,-4=0

la varianta 12.
In ambele variante, eliminand #, din primele doua ecuatii obtinem:

VALY =09y =y, tyys =g (0 = g, (0 F vy, (O

Inlocuind derivatele variabilelor adjuncte din sistemul canonic in relatia
de mai sus obtinem:

() =y )= @p -1) =0+ w0 -v@[A-)pat fa +y[E+
b)) + v, (1H1 <
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[(-A=p@p-D+tA=-ppat fa—y(1-)Avy, =G+ ay, +y@+ by,
Combinand aceasta relatie cu cea rezultatd din sistemul de conditii
Kuhn-Tucker obtinem relatiile:

a=1b

pla=p =a+pr—1
care reprezintd de asemenea o situatie total particulara si vor fi eliminate din
analiza.

Din cele de mai sus rezultd ci este suficient sd analizim doar sistemul

format din primele ecuatii ale sistemului canonic (care va fi numit in continuare
sistemul canonic redus) pentru variantele:

Solutia
1 F=vyI,D=0,Y=0
2 F=vyI,D=D, ,Y=0
3 F=vI,D=0,Y=,k({K.+K)
4 F=vyIl,D=D,, Y= kK. +K)
5 I.=1,.,F=vyI,D=0
6 IL.=1..F=vyl,D=D,
7 I.=1,,F=vyI,D=0,Y=0
8 IL.=1,.F=vyl,D=D, ,Y=0
9 I.=1.F=yI,D=0,Y=F,k(K,+ K)
10 IL.=1,, F= yIF,D D,.Y=FkK.+K)

—_
—
iy
|
<
>\4
|I
S
1
S

12 F:y'IFZO,D:Dm

13 F=yI.=0,D=0,Y=0

14 F=v1.=0,D=D, ,Y=0
15 F=y1.=0,D=0,Y=£&(K,+ K)
16 F=yL=0,D=D,., Y= kK. +K)
17 I.=1,,D=0,F =0

18 I.=1,,D=D, ,F =0

19 I.=1,,D=0,F =0,Y=0

20 L.=1,.,D=D,, F =0,Y=0
21 I,=1,,D=0,F =0,Y=,k(K.+K)

N
\S]

I.=1,,D=D, F =0,Y = kK, +K)

max>d max>

Analiza traiectoriilor

Traiectorial (F= vy, D=0, Y =0)

Sistemul canonic redus devine:
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Ke() =10 =ppat fark® + (1 =f(p:f - 1)K
K (1) =-aK() = K() = Kg e’
I,.(t) =0

Din a treia ecuatie rezulta cd firma nu are datorii (Y = 0), nu se fac
investitii (I(2) = 0), nu se platesc dividende (nu se retrag bani din firma) (D =
0) si are loc o restructurare a activitatii firmei prin scaderea puternica a
capitalului fix al firmei:

Kip=kpe" =0
in favoarea unei cresteri a capitalului circulant:
K@ =1k T -ppat fa g1+ e )l TIEP DT o0,

Traiectoria poate f1 traiectorie initiald doar daca Y =0.
Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizata
a capitalului propriu al firmei.

Traiectoria 2 (F =y I, D =D

max>

Y =0)

Sistemul canonic redus devine:

Ko () =[A=ppra+ faK() + 1 —p@p-p - 1)K(d =D,
Ko (1) =-aK) = K() = KO

1.(n) =0

Din a treia ecuatie rezulta cd firma nu are datorii (Y = 0), nu se fac
investitii (Ix(2) = 0), se platesc dividende la maxim (se retrag bani din firma la
maxim) (D = D,,) si are loc o restructurare a activitatii firmei prin scaderea
puternica a capitalului fix al firmei:

Ki) = K2 >0
in favoarea unei cresteri accelerate a capitalului circulant:
K= (K0 +[A=fpra+ fal K21+ =Dy Je 1070
o0,

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar dacd Y* = 0.
Valoarea maxima a valorii firmei va fi:

L —e™D, + (K1) + KTy
l
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Traiectoria 3 (F=yI, D =0,Y = &K, + K)

Sistemul canonic redus devine:

Ke(0) = (A =fypa+ fa-Kh+ A=)@p - 1)K - (0 =frie(Ks
+K)- L0

K (t) =10 - aKi())

E(K (1) + Ke(0) = v10) - k(K + K

In acest caz sistemul s-a redus la trei ecuafii cu trei necunoscute {K(2),
K, 1)} din care doar Ki(#) si K4 apar derivate in ecuatii. Inlocuind

derivatele capitalului fix §i capitalului circulant din primele doud ecuatii in a
treia ecuatie obtinem ecuatia:

A =pprat fa KD+ A =))@pp - 1)K - A= fjrkE) + K() -
aK(); = vI0) - bk (Ki(h) + K ()

din care vom afla valoarea investitiei facute de firma I;.(#) in functie de valorile
capitalului fix si circulant:

L@) = kA =fjprat fa K@)+ A =p)@f - 1)K -1 =f)rkEd) +
K@) - aK @)} + bk K() + K@)} /v

Dupi inlocuirea expresiei investitiei [;(7) obtinutd mai sus in primele
doua ecuatii se obtine un sistem de doua ecuatii cu coeficienti constanti:

' k. kb L b
K. (t) = [A-hpp-1-rk)(1-=) - ==K )+[(A-)(pa—rk-a)(1-=) -k — +
v v y 7
a|"K(?)
K, () WDk Apf-Db o (-Dpa-a-d)rb
4

al-Ki(9)

si conditiile iniiale K(0) = K0, Ki(0) = g din care vom scoate evolutiile
capitalului fix Ki() si a celui circulant K(#), apoi valoarea investitiei I,.(#) si a
imprumutului F(7).

Evolutia capitalului va depinde evident de valorile proprii ale matricei
sistemului de mai sus 2, si », si valoarea firmei va fi datd doar de valoarea finala
actualizata a capitalului total.

In acest caz firma face imprumuturi la maxim F = y-I, nivelul
capitalului imprumutat este maxim Y = £&(Ky + K) si nu pliteste dividende.

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar daci Y’ = £+( K%+ K2
Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizata
a capitalului propriu al firmei.
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Traiectoriad (F=vy [, D=D, Y= k(K. + K))

maxd

Rezolvarea In acest caz este asemidndtoare cu cea de la traiectoria 3,
singura diferenta constand in faptul cd in sistemul din care vor fi aflate
evolutiile capitalului vom aveasi D =D, .

In acest caz firma face imprumuturi la maxim F = vy, nivelul
capitalului Imprumutat este maxim Y = (K + K) si plateste dividende la
maxim.

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar dacd Y = & (g 9+ K2

Valoarea maxima a valorii firmei va fi:
1 .
S (1= ™D, + [K(T) + K(T)] ¢
I

Traiectoria 5 (I, =1, F=y1

maxd

D =0)

Sistemul canonic devine:

Ko (1) =[A=pprat fa-K@)+ A -f@p - 1)K - A -frYQ-
R0 =L oK)

Y(0) =y, - Y0

Din a doua ecuatie (liniara in K(7)) vom scoate evolutia capitalului fix:

1 1
max max -a-t
(H = ——— + 0 _ .
Kl = = + (K - =™ )e
In functie de valoarea initiala a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei I . si a ratei de amortizare # putem avea:

max

1. O evolutie descrescitoare asimptotic spre —- pentru g0 - —
a
> 0;
: I~ [maX max
2. O evolutie constantd Ki() = —— pentru g9 - — =0;
’ ' a roa

max

1
pentru g0 - /= <0
£oa

3.0 evolu;ie crescatoare asimptotic spre

Din a treia ecuatie (liniara in Y(#) vom scoate evolutia capitalului fix:

vl vl "
Yf: max + YO_ max _hi
6 — ( — )e
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In functie de valoarea initiala a datoriei firmei Y’ a valorii maxime
posibile a investitiei I, a ratei de inapoiere a debitelor 4 si a cotei maxime a

imprumuturilor din valoarea investitie y putem avea pentru evolutia datoriei
firmei:

. < : : 7 e v
1. O evolutie descrescatoare asimptotic spre 5 pentru Y -

7'[max

> 0;
b

-1 -1
2. O evolutie constantd Ki(#) = 7% pentru Y’ - }/% =0;

: y : . y-1 y-1
3. O evolutie crescitoare asimptotic spre — = pentru Y’ - ——"
’ b b
<0
Inlocuind evolutiile capitalului fix si a datoriei in prima ecuatie obtinem
o ecuatie liniard in capitalul circulant:

1
K (t) _(l ﬁ@ﬂ _1) K(<l‘)+ (1 j)p a-+ fg max +(K0 _%)-g“”]_
Notand cu R(?) termenul liber al ecuatiei:

1 -l
R() = [(1—fipat fal[2T + (kO - e (1 7%+<Y"-

F

max

7'1max Y
L Tmax y T
)

obtinem evolutia capitalului circulant:
!
K() = L R(7)- e &N WD g (- -1t

Pe aceasti traiectorie firma nu pliteste dividende (nu retrage bani), face
investitii si imprumuturi la maxim si are o evolutie de stabilizare a valorii
capitalului fix si a datoriei firmei.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi data de valoarea finald actualizata
a capitalului propriu al firmei.

F=yI,D=D

e ﬂX)

Traiectoria 6 (I, =

/f/ﬂx el

Sistemul canonic devine:
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Ko@) =[(A=pprat faKd+ (1 =p-p-p - 1)K - A =fprY(D -
R0 =1
Y(1) =vI,

ax

D
- aKi(?)
- bY)

Rezolvarea 1n acest caz este identica cu cea de la traiectoria 5 cu
diferenta ca in expresia lui R(?) din evolutia capitalului circulant va aparea si
valoarea maxima a dividendelor D, .

Pe aceasta traiectorie firma plateste dividende la maxim(retrage bani la
maxim), face investitii $i imprumuturi la maxim si are o evolutie de stabilizare a
valorii capitalului fix si a datoriei firmei.

Valoarea maxima a valorii firmet va fi:

1 "
;'(1 —¢")D,,.+ [K(T) + K(D)]¢’

Traiectoria7 (I, =1, F=y1

maxd

D=0,Y=0)
In acest caz ecuatia de dinamica a datoriei firmei devine:

0=vI,.+0

max

de unde rezulta I,,. = 0 in contradictie cu ipoteza I, > 0 deci traiectoria nu
este admisibila.
Traiectoria 8 (I. = I, D=D

axd

F=yI1

maxd

Y =0)

maxd

In acest caz ecuatia de dinamica a datoriei firmei devine:

0=vy1,.+0

max

de unde rezulta I,,. = 0 in contradictie cu ipoteza I, > 0 deci traiectoria nu
este admisibila.

Traiectotia 9 ([, =, F=vy1I,, D=0,Y= k(K. +K))

IWIZIX el maxd

Sistemul canonic devine:

Re(t) = [ fipra+ falK®+ (L —fprf - VKD - (- frrY(D) -
k0=
Y(0) =v1

max

- a K (9)
b0

La acest sistem se adauga si ecuatia: Y (%) = & (Ku() + K (%)

Derivand ecuatia suplimentara si inlocuind derivatele functiilor cu
expresiile lor din sistemul canonic obtinem:
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V= 0V = &AL - a KD + [(1=))pra+ fal-Kdd) + (1=))-(p-f - 1)KL -
A=prYQ) - Ll
-~
VDo = 0Y W) = A=) (ra-1) K + A =f)¢f - DK - A= )rY D)}
f=—
Vo - & (Ki0) + K)= £A(1=))¢a-D)K() + 1 =))(pf - KD - (1 -
Nk + K@)
<~
Vi T (ke (1-)) - O [Ke) + K@) = &1 =) [(pra-1)Ke) + (p-f - 1)K
<~
(kB VDD
(rk-pa. +1)(1)-b

De aici rezulta:

Ki() = " k((rkpa Iai)( 1:/)-a)

Vi = o0
(rk-po. +1)(1-f)-b

si revenind la sistemul canonic ultimele doud ecuatii de dinamicd devin doua
ecuatii in K(7):
b

Imax
R rm——y

Kkl(rk-pa +1)(1-/)-b] + 12
k[(rk-pp +1)(1:f)-b]
rk—pa+1

Pk(B - a)
Sistemul celor doua ecuatii cu o necunoscuta are solutie doar daca:

rk(f-1) +a . rk+1
——————— saua=b§ip=-y———
a(f-1) k(B —a)=1B

Desi cazul este cu totul particular el este interesant deoarece aminteste
de modelul Ludwig (Ipoteza Ludwig: a = b).

De asemenea, in acest caz se observa ca nivelul capitalului fix este in
dependenta liniard cu capitalul fix (structura productiei se pastreaza).

Pe aceasta traiectorie se fac investitii $i imprumuturi la maxim, nu se
platesc dividende si nivelul datoriei este maxim. Firma este intr-o perioadd de
crestere rapidd a capitalului propriu.

Ko (t) =-aK(d -1,

KC (t) =- bKC(f) + Y.Imdx'

a=bsip=

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar dacd Y’ = £+( K%+ K2

Valoarea maxima a valorii firmei va fi:

[Ki(T) + K(T)]-¢"
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Traiectoria10 (I, =1, ,F=vI, ., D=D, Y= k(K + K))

maxd maxd

Discutia este aceeasi cu cea de la traiectoria 9 cu diferenta cd in acest
caz se plitesc dividende, expresia acestora influentand doar evolutia capitalului
circulant

De asemenea si In acest caz nivelul capitalului fix este in dependenta
liniard cu capitalul fix (structura productiei se pastreaza).

Pe aceastd traiectorie se fac investitii $i imprumuturi la maxim, se
plitesc dividende la maxim si nivelul datoriei este maxim. Firma este intr-o
perioada de crestere rapida a capitalului fix si a nivelului datoriei in paralel cu o
evolutie lenta a capitalului circulant.

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar daci Y = £&-( K%+ K2

Valoarea maxima a valorii firmei va fi:
1 .
(1 =¢")D,,. + [K(T) + K(D)]-¢"
i

Traiectoria 11 (F =y I, = 0, D = 0)

Sistemul canonic devine:

Ko () =[A=pprat faKf)+ (A =ppp - 1K@ -1 -prY(Q)
KF (1) =-aK()

Y(t) = - bY()

Din ultimele doud ecuatii se obtin imediat evolutiile capitalului fix si
datoriei firmei:

Ki() = Ko e”
Y() = Y

iar dupa inlocuirea acestora in prima ecuatie ecuatia de dinamica a capitalului
circulant:

Ke()) = (0 =ppef - 1K) + [(A—fyprat fa KO-¢" - (1—fqrYe"

care este o ecuatie liniara cu solutia:
t
KCO‘) = J-O R(T) . e‘(l—f)‘(P'ﬁ—l)-rdT '6’(1 —J B - 1)t

unde:

R@) = [A=fyprat faf Ko-¢ "~ (1=prY-e’”
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Pe aceasta traiectorie firma nu face investitii, nu face imprumuturi, nu
plateste dividende, are loc o scadere a capitalului fix in paralel cu eliminarea
rapidd a datoriilor, evolutia capitalului circulant depinzand de parametrii
sistemului

Valoarea finald a firmei va fi datd de valoarea finali actualizati a
capitalului propriu.

Traiectoria 12 (F=yI.=0,D =D

e HX)

Sistemul canonic devine:

Ko@) =[(A=pprat faK@ + (1 =p@p-B - )K() - A =prY(D -

K (6) =- oK)
Y(t) = - bY()

Din ultimele doud ecuatii se obtin imediat evolutiile capitalului fix si
datoriei firmet:

Ki() = g2-e™
Y(t) = Y™

iar dupa inlocuirea acestora in prima ecuatie ecuatia de dinamica a capitalului
circulant:

K. (t) =A=p@pp - 1)K+ [1=ppa+t fdl K© (L= Y
D

max

care este o ecuatie liniard cu solutia:
/3
K() = JO R(z)- BT g (- feB -1t
unde:

R(D) = [(1=fjpra+ fa- KO-¢" - A =frY"e""-D,,

Pe aceastd traiectorie firma nu face investitii, nu face imprumuturi,
pliteste dividende la maxim, are loc o scidere a capitalului fix in paralel cu
eliminarea rapida a datoriilor, evolutia capitalului circulant depinzand de
parametrii sistemului

Valoarea maxima a valorii firmei va fi:

1 .
;'(1 — ") D, ¥ [K(T) + K(T)]-¢"
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Traiectoria13 (F = y1,=0,D =0, Y = 0)
Sistemul canonic devine:
Ko () = [ —fypra+ faK@d+ A =f@p - 1)K
KF (1) =-aK)
0=0
Din acesta rezulta imediat evolutia capitalului fix:
K = K2

si apoi a capitalului circulant:
t
KCO‘) = J-O R(z‘) . e‘(l—f)‘(P'ﬁ—l)-rdT '6’(1 —J B - 1)t

unde:

R = [(1=fpra+ fal KO-

Pe aceasta traiectorie firma nu are datorii, nu face imprumuturi, nu face
investitii, nu plateste dividende, are loc o scidere a capitalului fix, evolutia
capitalului circulant depinzand de parametrii sistemului.

Traiectoria14 (F=vy1.,=0,D=D, ., Y =0)

Sistemul canonic devine:

Ke(0) = [ =fipat fa K@)+ A =ppp - 1)K -D,.

K, (t) =-aK?)

0=0

Din acesta rezulta imediat evolutia capitalului fix:

K9 = K0

si apoi a capitalului circulant:
t .
K= [ R()- e D7y foro o

unde:

R =[A-ppat fa g€ -D,,

Pe aceasta traiectorie firma nu are datorii, nu face imprumuturi, nu face
investitii, plateste dividende la maxim, are loc o sciddere a capitalului fix,
evolutia capitalului circulant depinzand de parametrii sistemului.
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Traiectoria 15 (F=v[.=0,D =0, Y = £(K; + K)))

Sistemul canonic va fi:

Ke(0) = (A =pypra+ faKd+ A =)y@p - 1)K - (L= fprY()
K (1) =-aKu)
Y(t) = - bY()
la care se adauga ecuatia suplimentara Y = £ (K. + K)).
Acest caz este posibil doar dacd solutia datd de sistemul canonic

verifica si ecuatia suplimentara.
Deoarece sistemul este exact ca in traiectoria 11 solutia va fi:

Ki(t) = gO-e™
Y(t) = Ye™

t .
Kt = L R(7)-e WP gr A-008 -D

R = [(L=fipra+ fal KOe - (1= frrY"e""

Solutia verifica restrictia suplimentara doar daca:
. -a t —_ — . . — . — A . _ .
Y gr = kKO 4 IOR(Z.),e DAV g 170701 () £ e [0,]]
ceea ce este evident un caz cu totul particular.

Traiectoria 16 (F=vyI.=0,D =D

maxs

Y =£k(K:+ K))
Sistemul canonic va fi:
Ko () = (A =fprat falKud + (A =frpp - 1K@ - (A =prY0) -
KF (1) =- aK(?)
Y(t) = - bY()
la care se adaugi ecuatia suplimentara Y = & (K. + K)).
Acest caz este posibil doar daci solutia data de sistemul canonic

verifica §i ecuatia suplimentara.
Deoarece sistemul este exact ca in traiectoria 12 solutia va fi:

Ki() = g2-e™
Y(t) = Y

t
Ke(t) = J; R(T) e NP AT g (-0 - D
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cu:
— — AP el 0.""1_ — A\ .’/7"[_
R =[1-fppa+ fa KO-¢""-(1-)rY"e""-D,,
Solutia verifica restrictia suplimentara doar daca:
t 3 .
Yo.gtt = ’é[Kg o+ J'O R(7)- e &N BN g (A=)0f - 1>f] (V) # € [0,1]
ceea ce este evident un caz cu totul particular.

Traiectoria17 (I.=1, ,D=0,F =0)
Sistemul canonic devine:
Ko (0) =[A=pprat faK@+ A =p@p - 1)K - A -frYQ -

KF (t) = I/}mx - dKF<f)
Y(t) = - bY()
Din ultima ecuatie obtinem evolutia datoriei firmei:

Y() = Y

Din a doua ecuatie (liniara in K(7)) vom scoate evolutia capitalului fix:

1 1
K'P(l) — max + (Kg _ max )'e—a-l
a a

In functie de valoarea initiala a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei [ . si a ratei de amortizare # putem avea:

max

max max

1. O evolutie descrescatoare asimptotic spre pentru K9 -
> 0;

max

0 Imax —N.
pentru g9 - —— =0;
a

2. O evolutie constantd Ki(7) =

1
max pentm K]g _ max < O

a

3. O evolutie crescitoare asimptotic spre

Cele doua solutii gasite se inlocuiesc in prima ecuatie si obtinem ecuatia
de dinamicd a capitalului circulant:

> ]max ]max -a
Ko(0) =@ =fy@f - DK@+ [(A=fjpra+t fﬂ]'[T + (K} - 7)'6’ -
A =prYhe” -1

max
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Notand cu R(?) termenul liber al ecuatiei:

1 1
max + (KO _ max )'e-a'/]_ (1 _ﬁ'rw‘e-[rl _ I”
a

ax
a F

RO =[A=)pa+t fa
obtinem evolutia capitalului circulant:
B L R P R S R
K ()= [ R(r)-e dr o

Pe aceasta traiectorie firma nu pliteste dividende (nu retrage bani), face
investitii la maxim, nu face imprumuturi i are o evolutie de stabilizare a valorii
capitalului fix si de scadere a datoriei firmei.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizata
a capitalului propriu al firmei.

Traiectoria18 (I.=1, ,D=D, ,F =0)

ax > maxd

Sistemul canonic devine:

Ko (6) = [0 =ppra+ fdKd) + U=fr(pp - K - L =)rY (D) -

Kp(t) =1,,.- aK(®

Y(t) = - 4Y()

Din ultima ecuatie obtinem evolutia datoriei firmei:
Y(t) = Y

Din a doua ecuatie (liniard in K(7) vom scoate evolutia capitalului fix:
1 1
— Zmax 0 _ max y, at
Kih =~ + (g0 - Ty,
a a

In functie de valoarea initiald a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei . si a ratei de amortizare 2 putem avea:

max

. . . 1
1. O evolutie descrescatoare asimptotic spre —max. pentru g0 - —max
5 a F 4
> O;
1 b4 — Imax 0 max —_
2. O evolutie constantd Ki() = —— pentru K)-— = 0;
a a

max

. , _ 1
3. O evolutie crescitoare asimptotic spre pentru g0 - —/= <0
F
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Cele douai solutii gasite se inlocuiesc in prima ecuatie si obtinem ecuatia
de dinamicd a capitalului circulant:

. ]max [max -q
K (1) = A=) - DK@+ [(A-ppra+t fﬂ]‘[T + (K} - 7)'6 1- (-
HrY e -1, -D

max max

Notand cu R(?) termenul liber al ecuatiei:

Imax Imax -a- bt
RO =[A-fjpra+t fﬂ]’[T + (K} - ; e A =prYe" - 1,,.-D,,

obtinem evolutia capitalului circulant:
t
KCO‘) = J-O R(z‘) . e‘(l—f)‘(P'ﬁ—l)-rdT '6’(1 —J B - 1)t

Pe aceasta traiectorie firma, pliteste dividende la maxim, face investitii
la maxim, nu face imprumuturi si are o evolutie de stabilizare a valorii
capitalului fix si de scadere a datoriei firmei.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizatd
a capitalului propriu al firmei plus suma dividendelor platite in valoare
actualizata.

Traiectorial9 ([, =1,,D=0,F =0,Y=0)
Sistemul canonic devine:
Ko (1) = [ =fypra+ faKad+ A =p@p - 1)Kd) ~1,.

KF (t) = I/}mx B dKF<f)
0=0

Din a doua ecuatie (liniara in K(7)) vom scoate evolutia capitalului fix:

1 1
max max -a-t
(H = ——— + 0 _ .
Kl = = 4 (K - ™ )e
In functie de valoarea initiala a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei I . si a ratei de amortizare # putem avea:

Y

max max

1. O evolutie descrescatoare asimptotic spre pentru g9 -

> 0;

: I~ [max max
2. O evolutie constantd Ki(/) = —— pentru g7 - —— =0;
a a
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: : : 1
3. O evolutie crescitoare asimptotic spre pentru g0 - —/= <0
F

a

Cele douai solutii gasite se inlocuiesc In prima ecuatie si obtinem ecuatia
de dinamica a capitalului circulant:

1
Ke(0) == - DK + [(L=fpra+ fal| Lo +(K; -%)'6’“"]-
I

max

Notand cu R(?) termenul liber al ecuatiei:

1
R(l‘) (1 ﬁp a+ fﬂ max + (KO _ Zmax )‘e_ﬂ.,] B Imﬂx
a
obtinem evolutia capitalului citrculant:
K@) = _r R(7)- e WAt gr A=p -1
i 0

Pe aceasta traiectorie firma nu pliteste dividende (nu retrage bani), face
investitii la maxim, nu are datorii, nu face imprumuturi si are o evolutie de
stabilizare a valorii capitalului fix.

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar daca Y'=0.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizata
a capitalului propriu al firmei.

Traiectoria 20 (I = D=D,.,F =0Y=0)

lﬂﬂ.X > maxd

Sistemul canonic devine:

K (t) =[A=ppat fa K+ A=p@pp -1)Kid-1,.-D,.
K. () =1, - aK)
0=0

Din a doua ecuatie (liniard in K(%) vom scoate evolutia capitalului fix:

1
(l) — max + (KO _ max )_g—a‘f
a

In funcgie de valoarea im"giali a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei [, si a ratei de amortizare 2 putem avea:

max

max

a

1. O evolutie descrescatoare asimptotic spre pentru g0 -

> 0;
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max

1
pentru g9 - —% = 0;
a

2. O evolutie constanta Ki() =

. . . . max
3. O evolutie crescatoare asimptotic spre

1
pentru g9 - — <0
a

Cele douai solutii gasite se inlocuiesc in prima ecuatie si obtinem ecuatia
de dinamica a capitalului circulant:

> Imax ]max -ar
Ko() =(0=p@p -D)K@O+[A-ppat fﬂ]‘[T +(Kp - 7)'6 1
-1 —-D

max

Notand cu R(?) termenul liber al ecuatiei:

F

I I
RO = [ -)pra+t fa [ +(K° - —>)e¢"-1,.D,.
a a
obtinem evolutia capitalului circulant:
K() = J‘f R(z) - e &N @B g f1-d -1
0

Pe aceasta traiectorie firma plateste dividende la maxim, face investitii
la maxim, nu are datorii, nu face imprumuturi si are o evolutie de stabilizare a
valorii capitalului fix.

Traiectoria poate f1 traiectorie initiald doar daca Y =0.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizata
a capitalului propriu al firmei.

Traiectoria21 ([, =1,,D=0,F =0,Y = &K, + K))

Sistemul canonic devine:

Kc() =[A=ppra+ faK() + A =p@p-p - )Kd-(1-prYD-

KF (t) = Imax - ﬂ'KI’(l)
Y(t) = - bY()

la care se adaugi si conditia suplimentara Y = & (K. + K)).
Din ultima ecuatie obtinem evolutia datoriei firmei:

Y() = Y

Din a doua ecuatie (liniara in K(7)) vom scoate evolutia capitalului fix:
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1 1
— max 0 _ max N, -at
K= "1+ (go - fmey.,
a a
In functie de valoarea initiald a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei . si a ratei de amortizare 2 putem avea:

max

1. O evolutie descrescitoare asimptotic spre —— pentru Kg _ e
a
> O;
. 9 _ max 0 [maX _—
2. O evolutie constantd Ki(7) = pentru K9 - —— = 0;
a

max

1
pentru g0 - — < ()
Foa

3. O evolutie crescatoare asimptotic spre

Cele douai solutii gasite se inlocuiesc in prima ecuatie si obtinem ecuatia
de dinamica a capitalului circulant:

. ]max ]max at
Ko@) =A=p@B -1)K@+[1-ppa+t fﬂ]'[—a + (K} - . )¢
A=prYhe" -1

max

Notand cu R(?) termenul liber al ecuatiei:

/ 1
max + (KO max )'e-a'/]_ (1 _ﬁ'rYg‘e-b'/ _ I

- max
a £ a

R@) =[A=ppa+t fa|
obtinem evolutia capitalului circulant:
!
_ ~- /) (pep-1) 1= -y
K = [ R(z)-e 0P De g oo v
Solutia verifica restrictia suplimentara doar daca:

Yoot = /é.[lmax + (KO - Imax ).é,-ﬂ‘f + JZR(T) o N PBNT g (A-108 -1>'/]
a a

(V) e [0,T]

ceea ce este evident un caz cu totul particular.

Traiectotia 22 (I.=1,, D =D, F =0, Y = &K, + K))

Imax’ maxd

Sistemul canonic devine:

Ko (6) = [0 =ppra+ fdKd) + U=fr(pp - K - L =))rY (D) -

K. (t) =1, - ek
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Y(t) = - bY()

la care se adaugi si conditia suplimentara Y = & (K + K)).
Din ultima ecuatie obtinem evolutia datoriei firmei:

Y() = Ye

Din a doua ecuatie (liniara in K.(7)) vom scoate evolutia capitalului fix:

1 1
KF(Z_) — max + (Kg _ max )_e-g-f
a a

In functie de valoarea initiala a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei I, si a ratei de amortizare # putem avea:

1. O evolutie descrescitoare asimptotic spre —— pentru K? - —
a
> 0
. - max Imax
2. O evolutie constanta K.(#) = pentru g% - — =0;
5 al F a

max

1
pentru g9 - — <0
a

3. O evolutie crescatoare asimptotic spre

Cele douai solutii gasite se inlocuiesc in prima ecuatie si obtinem ecuatia
de dinamica a capitalului circulant:

> Imax Imax -a:
K (1) = A=p@p - VK@ + [(1-fpa +fﬂ]‘[7 +(K2-7)'€ 1- (-
HrYhe"- I, - D

max

Notand cu R(?) termenul liber al ecuatiei:

1 1
max 4 (KO max )‘e-a-/]_ (l _ﬂ‘rYo‘e-k'l_ Im s D

- ax max
a £ a

RO =[A=ppra+t fa
obtinem evolutia capitalului circulant:
t
_ @) (pp): 1= pp -1y
K = [ R(z)- e 0P Dw g oo e
Solutia verifica restrictia suplimentard doar daca:
o L e Loax ! ~(1=1)(p-B-1) (A —p(pp - 1)
Yot = R[4 (O - STy 4 IOR(r)-e - dr -¢ 1
a a

(V) 7€ [0,1]

ceea ce este evident un caz cu totul particular.




Gestiunea integrata a firmei

211

Concluzii

In urma analizei celor 22 de traiectorii rezultd ci doud sunt neadmisibile
(7 si 8) si 6 sunt foarte improbabile (9, 10, 15, 16, 21, 22) analiza putand fi
redusi fird a pierde generalitatea doar la 14 traiectorii, care sunt sintetizate in

tabelul de mai jos

Solutia
| F=y[,D=0,Y=0 K()= K¢, Y =0
2 F=vl,D=D, Y=0 K()= KO, Y=0
JF=vy1,D=0,Y=£(K.+ K) Sistem
4 F= Y.IF’ D= Dwax’ Y= ’é(KF + Sistem
K9
KF(Z> — max + (Kg _ max )‘e-g-l
5, L.=1,F=y[,D=0
maxd bl I I
Y(l) 4 T max. + (YO 7/ ) e—k‘l
b
([) — max + ( max )_e—a't
66 =1, F=vyI,D=D,,
Imax ) max bt
Y() = b + (Y )¢
7 F=yI.=0,D=0 K.(}) = Kﬁ 6 Y () = Y
8 F= YIF = O’ D= Dmax KF(t) = ng _e-a-f ’Y(ZL) = Yo_e-h-f
9 F:YI :O D:O Y=0 KF(t):Kg_e-a-f’Y:O
10 F=yI.=0,D=D, Y=0 K= KO, Y =0
—  Zmax max_\ . -at —
11 Il” IwmaD 0 F=0 KF(ZL> = — * (Kg - _>€ > Y(l) -
YO.e-b-t
(l) — max + ( Imax )_g—a‘f Y([) —
12 I1.=1,,D=D, F =0 r a ’
Y()_e—/;;
1
13 I,=1,,D=0,F =0,Y=0 | K()= " e + (KO - ) Y =0
a
1
14/.=1,.D=D, . .F =0,Y=0 K. = max + (KO - YT Y =0
a

Din cele de mai sus se observa ci evolutiile posibile ale capitalului fix se

incadreazi in unul din cazurile:
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B K() = KO
Reprezentarea graficad a evolutiei capitalului fix are forma din figura 1.

A K¢

K}
Ki(?)

=)}
Y~

Figura 1
1 1 1
b) KF(l) — max + (K 0 _ max ).e-a'l §1 K 0 > max
a Fa F a

Reprezentarea graficad a evolutiei capitalului fix are forma din figura 2.
A K,

| B

Figura 2

]maX
o Ki)= P

Reprezentarea graficad a evolutiei capitalului fix are forma din figura 3.
A K.

1 Ki(7)

)
| B

Figura 3
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1 1 1
d) KF<l§ — max + (KO _ max )‘e—a‘z‘ §1 KO < max
a Foa d a
Reprezentarea graficd a evolutiei capitalului fix are forma din figura 4.

K,

max

K2
0

|

Figura 4

Evolutiile posibile ale datoriei firmei se incadreaza in unul din cazurile:

a) Y()=Y"e"
Reprezentarea graficd a evolutiei datoriei firmei are forma din figura 5.
LY
YO
Y
!
0 -
Figura 5
I max

-1 -1
b) Y = 7% + (Y- y%)'e'/”§iY0>

Reprezentarea grafica a evolutiei datoriei firmei are forma din
tigura 0.

| I
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7'Imax 7‘Imax s 7'[max
O Y= T QT e

Reprezentarea graficd a evolutiei datoriei firmei are forma din figura 7.
\Y

7/ ’ [maX Y(Z‘)

(e}
Y~

Figura 7

7'[max

v v
d) Y(l‘): Y bmax +(Y0— 4 bmax )~e’/"r§iY0<

Reprezentarea graficd a evolutiei datoriei firmei are forma din figura 8.

Y
Volwo |
b
Y()
Y ¢
O —
Figura 8

Traiectoria capitalului circulant este mult mai complicata, fiind
dependentd de mai multi din parametrii modelului.
Astfel, pentru traiectoria 1 avem:

Ke(® = (K2 + [(1=pa+ fal g2:(1+e™))el 70700 =

[Kg + [(1— f)-pro + f.a].Kg].eO—f)-(p'B Dt 4 [(1-f)pro + f'a]'Kg el -
D(pp - 1) —alt

Deoarece coeficientii celor doud functii exponentiale sunt evident
pozitivi natura evolutiei va fi datd de semnele coeficientilor lui # de la exponent.
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Cum evident (1 —f-(p-f -1) > A =fj-(p:p - 1) —asi (1 -} >0 discutia
se rezuma la semnul lui (p-f - 1).
Astfel:

a) Daca p-f > 1 capitalul circulant are o evolutie exponential
crescatoare spre o0,
b) Daca p-f = 1 capitalul circulant are o evolutie descrescatoare spre:

K. T A=fypa+ fa K}

c) Daci p:f <1 capitalul circulant are o evolutie descrescatoare spre

0.

Pentru celelalte traiectorii evolutia va fi discutatd pe un caz particular.
Traiectorii multiple

Din analiza traiectoriilor rezultd ca unele traiectorii pot fi traiectorii
initiale doar in cazuri cu totul particulare si pot fi eliminate din analiza fird a
restrange semnificativ multimea cazurilor posibile.

De asemenea, traiectoria de pornire va fi in functie de valorile initiale
ale capitalului fix, capitalului circulant si a datoriei firmei.

Putem de asemenea sd consideram ca foarte improbabile traiectoriile in
care variabilele de decizie sunt pe limitele maxime posibile, aceste limite fiind
fixate in principal pentru a asigura solutia matematicd analitica a modelului.
Desi traiectoriile pe care nu se platesc dividende par foarte probabile, tinand
cont de situatia foarte dificila a firmelor din Romania in perioada analizatd, in
care numai mobilizarea intregilor resurse ale firmei in activitatea firmei putea
asigura supravietuirea firmei, totusi nu trebuie uitat ca majoritatea firmelor mici
din Romania sunt de fapt foarte mici, majoritatea firme familiale, care
constituie singura sursi de venituri pentru proprietarii lor. In continuare vom
accepta totusi aceste traiectorii dar cu amendamentul ci ele nu pot fi urmate de
firma decat perioade scurte sau foarte scurte de timp.

Din acest motiv, la analiza concatenaritatii traiectoriilor si structura
traiectoriei optime totale vom lua in considerare, ca traiectorii principale, doar
traiectoriile in care I(H) < I, st D(H <D,,.

Traiectorii care indeplinesc aceste doua conditii sunt listate in tabelul de
mai jos:

Variabilele de
decizie

Variabilele de stare
Ky ={ KO+ = fipra+ fal KO(1+ e =707 ]
1 F=1=p=0 [r
K.(}) = Kg ot
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Y@ =0

Ko (t) = A K ()+A K ()

3 F=yI,D=0 K, (1) = AyyK () + AyKi()

Y() = &K + K(9)

Kc() = J.Ot R(7) - e &N WADT gr A-hed - b2

1 F=L,=D=0 e RO = [ ~fprat fil K2 (1 -y

K () = Kg e’
Y = o

t
KCO‘) = J.o R(z‘) . e‘(l—f)‘(P'ﬁ—l)-rdT '6’(1 —J B - 1)t

9 F=1,=D=0 unde: R(7) = [(1 = fypra+ fﬂ].Kg P

K() = K s
¥(h =0

Cocficientii Ay din sistemul care dd evolutia capitalului firmei in traiectoria 3 sunt.
k. kb k b
Ay = [(17‘5@/3—1-”@)(1-;) - 7] Ap= [(1-]5@“—”@-4)(1-;) -/é; + 4

A21:/%(1—f)(pﬂ—rk—l)+b Azzz[/é(l—f)(pa—a—rk)+b d
v v

Se observi ca pe toate aceste 4 variante nu se platesc dividende, astfel
cd traiectoria optimd nu poate fi formata doar din aceste 4 variante. Totusi,
problema in acest caz este cd, cel putin pentru cazul cand se accepta ipoteza
concurentei perfecte, conditiile impuse asupra variabilelor nu sunt suficiente si,
de asemenea, considerarea maximizarii venitului total ca singur tel al firmei nu
este intotdeauna realist. Una din conditiile de care ar trebui sd se tind cont este
ca intervalele pe care nu se platesc dividende sa nu depaseascd o lungime
maxima data sau ca limita minima a volumului dividendelor sa nu mai fie zero.

Din aceste traiectorii variantele 1, 3 si 8 pot fi initiale doar pentru cazuri
cu totul speciale (Y’ = 0 sau Y() = £ (K(H + K(?)), deci cea mai probabild
traiectorie la inceputul activitatii firmei va fi traiectoria 7 (este si cazul situatiei
analizate in studiul de caz din capitolul urmator).

Pe aceastd traiectorie firma nu face investitii in capitalul fix,
imprumuturi si nu plateste dividende, ea utilizand tot venitul obtinut pentru
sustinerea productiei prin cumpirarea capitalului circulant.

In aceste conditii va avea loc o scidere a valorii capitalului fix (deoarece
cel uzat nu mai este Inlocuit) si va scade datoria firmei, deoarece nu se mai fac
imprumuturi si se platesc ratele la cele deja contractate.
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Evolutia capitalului circulant depinde de situatia mediului economic in
care actioneaza firma. Astfel, desi firma mobilizeazd tot profitul pentru
achizitionarea capitalului circulant exista posibilitatea ca si volumul acestuia (si
deci volumul productiei) sa scada deoarece, din cauza inflatiei sau altor factori
externi, firma nu reuseste sa obtind nici macar venitul necesar acoperirii
cheltuielilor de productie necesare mentinerii productiei macar la nivelul initial.

Deoarece evolutia capitalului circulant depinde de prea multi parametrii
este dificil de dat o reguld generald privind evolutia acestuia si din acest motiv
ne vom rezuma la a face analiza doar in cazul concret studiat In capitolul
urmdtot.

In ofice caz, cum pe aceasta traiectorie nu se platesc dividende si are
loc o decapitalizare puternica a firmei intervalul de timp pe care va evolua
firma pe aceasta traiectorie trebuie sa fie scurt.

De pe aceasta traiectorie nu se poate trece direct pe traiectoriile cu
datoria zero, deoarece, desi volumul datoriei scade continuu, el nu devine zero
niciodatd. Motivul este in acest caz ipoteza ca ratele anuale platite reprezinta
acelagi procent din datorie indiferent de marimea datoriei. Pentru a elimina
datoria vom presupune ca, pentru un anumit nivel minim al datoriei aceasta
este platita toata in anul respectiv.

Odatd ajunsi pe o traiectorie fird datorii firma poate trece de asemenea
doar In salt pe una din celelalte traiectorii.

Considerentele anterioare arata ca, cel putin in cazul unei concurente
perfecte sau practic perfecte ipoteza continuititii in evolutia variabilelor
modelului este nerealisti. Din acest motiv, in continuare vor fi analizate
cazurile in care se renuntd la ipoteza de concurentd perfectd si/sau la ipoteza
continuitatii evolutiei variabilelor.
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b) Cazul continuu in conditii de concurenta imperfecta

max [ e D(@t)dt + e [K, (T) + K. (T)]

1-,F,D J0

K. (1) + K1) = (1= [pKed,K0) @K + FKD) - aKo(h) -
K- rY ()] - DO)

K, (1) = 1) - aK(?)

Y(1) = F() - bY()

Imi}z S IF(f) S I/}mx 5 Imz'ﬂ < O < Imax‘
0=Y(® = &K + K
0 S D<t) S Dwax

0= F&) =y

_}ii)ﬂ’ 7, b)/é)y € (O’ 1)

a p,p>0

Deoarece din y-I() = F() = 0 rezultd evident [, = I.(/) aceastd
conditie nu mai este efectivd si va fi eliminata din sistem, prima si a patra
conditie putand fi scrise impreuna prin:

Prin inlocuirea variatiei capitalului fix in prima ecuatie de stare a
sistemului obtinem:

L) - aK() + Ko () = (1= [pKed.Kd) (@Kih) + pRD) - K@) - KD -
rY(@)] - D@
' =
K () = A=) pK),KD) (@Ki(d) + f-K(D) - aKp(t) - K(d) = - Y(?)] - D() -
I (f) + aK(2)
. P
K () = UK().,K) - L =frY() - D@ - I(2)

unde:
UK (0),K) = (1 =) [p(Ki(),Kc(9) (@ Ki()) + K D) - aKi() - K(D)] + aKi(9)

este o functie continua si derivabilad in Ki.() st K. (7).
Sistemul de ecuatii de stare ale sistemului devine:
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Ko (6) = UKD.K D) - A =frY() - DO - 1)
Ko (1) = L) - aKs()
Y(t) = F@) - bY()

acesta fiind un sistem de ecuatii diferentiale cu trei ecuatii si trei necunoscute,
comenzile fiind I.(3), F(?) si D(?).
Pentru rezolvare, vom porni de la ultima forma a sistemului:

max | e "D(t)dt+e " [K.(T)+ K.(T)]

Ip,F,D J0
K () = UKL).KLD) - (1 =frY (D - DO - I(2)
K (t) = L) - aK(2)

Y(t) = FQ) - bY()

@) S 710 < v,
0=Y() < &EKL) + K()
0<D@®<D

max

f;l.,d,i"’b,/é,'YE(O,1)
a,fB,p>0

Deoarece avem de rezolvat o problema de control optimal vom aplica
pentru rezolvare principiul lui Pontreaghin, obtinand succesiv:

a) Hamiltonianul problemei:
HK(2),K0,YD,L:0,50), D0, A0), A0,A:()] =

= ¢"D@) 4@ [UKD.K) - (A=Y () - DO - T0)] + A0 [1() - aK(2)]
+ L0 [FO - Y )

Deoarece in expresia hamiltonianului apare factorul de actualizare ¢”
vom face schimbarea de variabila:

WO = EAD /=123

obtinand noile variabile adjuncte (9 si hamiltonianul modificat:

H (KK, YO 0,F0,D0, (0,2, 2()] =
= D@ + v [UKD).K9) - A =)rY() - D) - LO] + W) [I10) - K] +
Vs [FD) - Y )]

unde H = ¢-H.
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Deoarece sistemul contine si restrictii momentane asupra variabilelor
de stare si de control vom construi lagrangeanul asociat problemei:

L= H+ pelL. - KO+ ply L) - FOL + ps e (Ke) + K9) - YO + YD
+ /US.[DWIﬂX - D(lﬁ] + /U()D(f) + /U7F(f)
Sistemul de conditii Kuhn-Tucker asociat problemei de maximizare a

hamiltonianului pe domeniul dat de restrictile momentane ale sistemului in
variabilele de control va fi acelasi cu cel din cazul concurentei perfecte:

oL _
— =0 -y, vy, -y Ty, =0
ol .

oL

a_F:()@\Vs‘ﬂz"'W:O

oL

— =0 1-vy,-u+ 0
oD Wy - s T Y

/le [Imax _IF] :O

vl -Fl =0
wleEKe+K)-Y]=0

uY =0

/US.[DWIﬂX_D]:O

e D =0

wFH) =0

%> 0,1, F,D>0

Avem de rezolvat un sistem algebric de 10 ecuatii cu 10 necunoscute
(I, F, D, ,j=1..77) care implicd discutia a 27 = 128 variante, in tunctie valorile
nule sau nu ale multiplicatorilor .

Din acest sistem vom scoate variabilele de comanda I, F, D in functie

de variabilele de stare K, K, Y si variabilele adjuncte v, j = 1,2,3:
1,.(¢) = f(KLK,Y, v,/ =1.23)
F(t) :fZ‘(KI’)KC)Yv) \Ij/)]: 1a2)3)
D(t) :fS‘(KI’)KC)Yv) \Ij/)] = 1a2)3)

dupa care vom rezolva sistemul canonic asociat problemeti:

Ko (1) = UKDK D) - L =frrY() - D(e)-1, (1)

KF (1) = 1:(1)- aK(2)

Y(t) = F(t) - bY()
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aH(KF’KC’Y’]F’F’B’ Vi, l//za‘//s)

() = () — W (0) = i) -
OU(K:,K)
VAU oK, Q)

OH(K K. Y1, . F.D, v, ,y,,v,)

oK, () =G+ a0 -

v, 0= () -

UK, K,)
.—Fc(t)
oK ,

OH(K K. Y1, F.D,y,,y,,v;)

oY

VAU

yr, 0= 7050 — () =G+ by, +

VAGROE R
cu condi,tiﬂe 1'111',t1'ale.
Ke(0) = K2,

Ki0) = K,
Y(0) =Y°

si conditiile finale (de transversalitate):

o(K K
\ljl('I) = (ST—I—CC)(T) =1
_ 0K+ Ke) oy
Wo(T) = oK, (1) =1
_ 0K+ Ke) oy
Y1) = oy (T) =0

care se reduce la:

V(D) =1L, y(T) =1, y5(1) = 0

Revenind la sistemul Kuhn-Tucker asociat problemei de maximizare a
hamiltonianului pe multimea comenzilor admisibile, dintre cele 128 de cazuri o
parte pot fi eliminate din start ca neducand la o solutie admisibild. De exemplu,
multiplicatorii #; si z, nu pot fi simultan nenuli (ar rezulta ca firma are capital
nul) si nici multiplicatorii # si y (ar rezulta ca dividendele maxime sunt zero).
De asemenea, nu pot fi simultan diferiti de 0 indicatorii p,, p, si p,, deoarece ar
rezulta cd investitia maxima posibild este 0, astfel ca raman de discutat doar 63

cazuti:
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[ fo | s | e | s | P | 1 Solutia

110{0(0]0(0]0]0 v, =y, =1,y, =0, 1, F, D oarecare

2/10/0(10(0[0[0/0 W, = Y, y; =0, D=0, I, Foarecare

3|0]0]0|0F0 0|0 v, =y, y,=0,D=D, . I, Foarecare

4/0(0[0#00]0]0 v, =y, =1,y,=0, I, F, Doarecare, Y = 0

5/0(0]0[#0 0 #0/0 W, =y, ;= 0,D =0, I, Foarecare, Y = 0

6[0[0]0FOF0 0|0 y,=wy,y,=0,D=D, I, Foarecare, Y =0

700[0#F00]0]0|0py, =y,=1,y,=0, I, F, D oarecare, Y = & (K, + K,)

8100 F00|0FOO| y,=wy,,y,=0,D=0,I,F oarecare, Y = & (K, +
K9

91010 F0 0 #0010 |y, =y, y,=0,D=D,, . I, F oarecare, Y = & (K, +
K)

100#00[0(0]0]0 v, =1, y, =1+ yvy,, F=yI, D oarecare

1110 [0, 0 [0 | 0 [£0 O F=vI,D=0

120[#0/0[0[#0/0]0 F=yl,D=D,,

130 [#0[0[#0 000 y, =1, F =y, D oarecare, Y = 0

1400 0] 0 0] 0 0] 0 F=vI,D=0,Y=0

15/ 0 |70/ 0 |00 0 | 0 F=vyIl,D=D,,Y=0

160 F0F0 0 (0|00 v, =1, F =y, D oarecare, Y = k(K. + K))

170 [£00] 0 [ 0 0] 0 F=v1,D=0,Y = (K + K

18/ 0 [£00[ 0 [£0[ 0 ] 0 F=vyI.D=D .Y=k(K +K)

19#0[00|0|0]0]|0 v, =1,y,=0,I.=1 ., D,F oarecare

2070 0(0]0|0 [#00 v, =0,I.=1 ,D=0,F oarecare

2100|100 #0 00 v, =0,I.=1_,D=D,  Foarecare

22000 [#F0 000 v, =0,y,=1,1,=1_,D =0, F oarecare

237010 | 0 [#0] 0 [#0/ 0 v, =0,1.=1,,D=0,Foarecare, Y = 0

24#0/ 0 | 0 [#0#0 0| 0 yv,=0,1.=1,,D=D, , Foarecare, Y =0

2570[ 0 [#0[ 00 |0{0 \y,=0,y,=1,1.=1,, Y= k(K. + K), D,F oarecare

267010 [#0 0|0 #0 0| y,=0,1,=1,, D=0, F oarecare, Y = &(K, + K,)

277#0[ 0 [#0| 0 [#0| 0| O |y, =0,1,=1,.,D =D, Foarecare, Y = k(K. + K,)

287070 0(0(0(0]0 v, =1,1.=1 ., F=ylI, D oarecare

29000 0] 0 0| 0 L,=1,F=vyl,D=0

BOA0E0 0] 0 #0010 =1, =yl D=D,,

31[#070/ 0 [0, 0 (0|0 v, =1,1.=1,,F=yI, D oarecare, Y = 0

320720 0 0] 0 [£0[0 =1, F=vl,D=0,Y=0

337020] 0 F0Z0[ 0 | 0 I,=1 ,F=vI.D=D,_Y=0

34707070 010|100 |y, =1,1,=1,, F=yI, D oarecare, Y = k(K. + K)
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35000 0] 0 20 0 L=1.F=vl,D=0,Y= &K +K)
3607070 0 70 00|  L=1_ F=yl,D=D,. Y= k(K +K)
37/010(0(0]0]0 [#0 v, =y, =1,1, F=0, D oarecare

38 0[0]0]0]0 00 W, =y, D=0,1, F=0

3900000 [0 0 £0 V,=v,D=D I F=0
4000000 0|0 0 v, =W, =1,F=0,]I, D oarecare, Y = 0
41100 |0 [0 0 |00 Y, =V, D=0, I oarecare, F=0,Y =0

42/ 0 10| 0 [F0#0 0 [#0 v, =y, D=D, , I.oarecare, F=0,Y =0
43 0 (00 0|0 |0[F0 y,=wy,=1,1I, F=0, D oarecare, Y = k(K. + K,)
44010 [#0 0] 0 FO#0 y, = ,, D =0, I. oarecare, F= 0, Y = &(K. + K,)
45 0 | 0 [0 0 [#0| 0 [#O|\y, = y,, D= D, I, oarecare, F= 0, Y = &(K. + K,)
46/ 0 70/ 0 0{ 0|0 [#0 y, =1, F=yI.=0, D oarecare

470 00 [0 0 00 F=vl.=0,D=0

48 0 [0 0] 0 |70 0 [#0) F=vyI.=0,D=D, .

49 0 [#0/ 0 [0/ 0| 0 [#0 v, =1, F=y1.=0, D oarecare, Y = 0

500 [£0] 0 [£0] 0 00 F=vI,=0,D=0,Y=0

51 0 0] 0 00| 0 0 F=vl,=0,D=D,_ Y=0

52 0 [#0F#0 0| 0|0 [#0 y, =1, F=v1,=0, D oarecare, Y = k(K. + K,)
53 0 [£0#0 0| 0 [£00 F=y1,=0,D=0,Y = &(K + K

54 0 [£07#0| 0 [£0] 0 |70 F=vI.=0,D=D, Y= ,k(K.+K)
55700 10|00 |00 v, =1,1.=1,, D oarecare,F =0
56/£0[ 0 [ 0] 0|0 [£O0F£0 I.=1,,D=0,F =0

5770{ 0] 0] 0 0] 0 [0 LL=1_,D=D __F =0

5870/ 0| 0 |#0 0|0 70 v, =1,1,=1,,D=0,F =0

59700 | 0 [£0] 0 [£070 =1 D=0,F =0,Y=0

60F0] 0 [ 0 F0Z0] 0 [0 =1 .D=D,_F=0,Y=0

610 000 [0[0 0| w =1,1,=1_, Y= 4K, +K), D,F =0
6270] 0 0] 0| 0 070 =1 .D=0,F =0,Y=#&(K.+K)
6370[0 [0 0 20 0 70| I,=1 .D=D, . F =0,Y = &(K, + K,

In continuare va fi analizat efectul rezultatului din fiecare caz asupra
sistemului canonic asociat problemei de control optimal:

Ke(0) = [UKQ.KLQ) - (0 =fyrY () - D) -1,()

Kp(0) = 1) - aKy(9

Y(t) = F@t) - Y()
UKy, Ke)

oK. ()

yr, @) =7y, () — v, ()
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oU(K; K.)
oK ,

b (0 = G+ Drws(d) + w0 =
K{0) = K2, Kil0) = K2, Y(0) =Y, yy(T) = 1, y(T) = 1, yy(1) = 0

In acest caz cele 6 ecuatii nu se mai impart in doud sisteme distincte,
unul format din primele trei ecuatii si continand ca variabile doar variabilele de
stare si al doilea format din ultimele trei si continand doar variabilele adjuncte,
ca in cazul concurentei perfecte, pentru rezultat fiind importante toate ecuatiile
sistemului canonic.

Vom analiza mai intai cazurile In care una sau mai multe din variabilele
adjuncte ar fi constante.

w, D=0+ aw0) -y, (1)

Astfel, dacd (%) = const. = 1 din prima ecuatie a variabilelor adjuncte
rezultd ca:

oU(K,, K,)

oK .
Cum p(Ky,Ko) = p(@Q) = p(aK,: + fK) =
PR Ke) (y _ PO) Q.

() =4

_ 5 D)

oK . o0 OK, @) o0
%) . 0 %)
paggKC)@ _ };(,Q), 20 ) - g WO
0 oK, o0
deci:
oU(K,,K,)

Q)
oK, O =0-plp ==~ % O+ fp@Q-1]

OU(K, K¢ )() = (- jla . 9P(QD)
o0

oK, O+ apl@)—d+

Conform relatiilor obtinute conditia y,(#) = const. = 1 conduce la:

(0) i
pog L PrO-1=

care este o ecuatie diferentiala liniara in pret cu variabila productia si are
solutia:
1 i+1-f
PO =C—+ =L
o pa-f

unde C este o constantid oarecare.
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Combinand aceasta relatie cu expresia lui p(¢)) din model vom obtine o
ecuatie algebrici cu necunoscuta Q din care rezulti O(K,K) = O = constant
si apoi p(0) = p( Q) = constant.

Situatia in care cele doua expresii ale functiei pret ar fi identice ar
conduce la faptul cd venitul este liniar in () care este in contradictie cu ipoteza
randamentelor la scara descrescatoare.

De asemenea este posibil sd nu existe nici o solutie dar acest caz este cu
totul particular si va fi eliminat din analiza.

— a
De aici rezultd aK;. + f-K.= Q sau K. = —— K, — Qo iar ultimele

B

doud ecuatii ale variabilelor adjuncte au forma:

0= G+ gy - L

b () = G+ s + (L=

Din aceste ecuatii obtinem variabilele adjuncte:

af

%@=9;95WW“”4]
i+b

OC(i+1—f) +:Bfa + (1 _ a(i"'l_f) +ﬂfa )_e—(z'+a)~T]_€—(z'+a)~t
P+ a) P + a)

si totul se reduce la a rezolva sistemul format cu variabilele de stare la care se

. ) 5 a
adaugi restrictia suplimentard K. = — — K — O

g B
Tn@m:WK@K@)Z(leMQMQ)-ﬂMA+53& +

v,(0) = |

|+aK:()

= [

De asemenea, situatia in care Y, () = y,(?) # 0 conduce la:

. _ . aU(KF’KC)

720 = 10— 2R
0= G+ ) — L E e Ke)
41 1 1 oK ,

si egaland termenii din dreapta obtinem succesiv:
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oU(K, K, _ oU(K K.
- wie D () s v PR
oU(K . K, oU(K . K,
SRR () i R (o,
8 0
« B2 0t apQ-a-ph20 pre 120

care este o ecuatie diferentiald liniara in pret cu variabila productia si are
solutia:
1 a-1

HO=C iy

unde C este o constantd oarecare.
Combinand aceasta relatie cu expresia lui p(¢)) din model vom obtine o
ecuatie algebrica cu necunoscuta Q din care rezultd O(K,K) = @ = constant

si apoi p(Q) = p(Q) = constant, deci suntem din nou in cazul concurentei
perfecte.

Situatia in care cele doua expresii ale functiei pret ar fi identice ar
conduce la faptul cd venitul este liniar in () care este in contradictie cu ipoteza
randamentelor la scard descrescitoare.

De asemenea este posibil sa nu existe nici o solutie dar acest caz este cu
totul particular si va fi eliminat din analiza.

— a
De aici rezultd K. + K. = O sau K. = — E ‘K. —% si sistemul de

ecuatii ale variabilelor adjuncte are forma:

V() = y,()

_ (1= )22 o)
y,=l+ 1-7) ia_g]-w1(é = W) = e( )

=,

i+(1- fa—a t-T
b, (0= G+ By + —ﬁ're[ S

fn plus: UK K0) = (= (D)D) - k) + LK + %1 '
aK(?)

Cazul y,(») = y,(» = 1 conduce la un sistem algebric in K;.si K:
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UK K (py — i1 - 518 2LD 4 g 11 =
oK, (t) A-p1p % O+ pp@) -1]
OU(K, . K.)

: op(2) :
t)=itas (1 -jila—0+a —al+ta=i+ta
K, () (1 =prle=3 0 O+ apld) -4
care are solutie doar dacd & = fa caz in care obtinem aceeasi dependenti intre

capitalul circulant si cel fix cu cea de la cazul y, (%) = const. = 1.
Totusi, acest caz este cu totul particular si poate fi eliminat din analiza.

Situatia y5(A) = 0 atrage dupa sine succesiv () = 0 si y,() = 0 care
este in contradictie cu conditiile finale y,(T) = 1, y,(T) = 1.
Variantele 11 i 12 conduc la sistemul de conditii:

-yt s, =0
V-, =0
L-y,+4=0
la varianta 11 si:
Yttty =0
Vs~ =0
T-y -4 =0
la varianta 12.
In ambele variante, eliminand #, din primele doua ecuatii obtinem:

Yty =0y =y, Hyys = l/)l(t) = 1/72<t) +Y'lﬂ3(t)

Inlocuind derivatele variabilelor adjuncte din sistemul canonic in relatia
de mai sus obtinem:

OU(Kp, K¢ . UK, ,K, '
() - %(l‘)'%(ﬂ =+ ay,() - %(l‘)'%(ﬁ +y [
o0 v - )1 <
o UK Re) iy VKRR () 1 oy, = i+ o+ v+
oK . oK . v Wi Yo Ty

RS
Combinand aceasta relatie cu cea rezultatd din sistemul de conditii

Kuhn-Tucker obtinem relatiile:
a=1b
%) L P(Q)

0

20 Q- fp@Q)=yr—atl

O+ apQ) -p
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Prima relatie aminteste de modelul Ludwig (Ipoteza Ludwig: a = b) iar
a doua este aceeasi ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai si are solutia:

1
=C- — +
)2@) 0

Q

5

. y a
din care rezulti K. = —— K. —

B

In plus: UK(),K () = (1 = ) [p(2)(Q) - aKi() + %'KF + 5

aKi(?)

y-r—a+l

a-p

0

]+

La varianta 10 avem atat y,() = const. = 1 cat si y, = 1 + yy; deci
ecuatiile in variabilele adjuncte din sistemul canonic devin:

UK, K.) ..
oK. )=
Vi, =G+ a(1+yy;) -

y, =0+, + A -))r

si conduce la:

oK ,

UK, K,

)

a=1b
M = A, ap(oQ) ) 1=
0 == 0-pp B2 0 puo -
B0 =6+ o-0-pr=-pia LD 0+ ap@ -+
=+ —(—pr
a=b
(1—J5(°‘+5'f):f'<,5'00
! +1 .
PCQ):C'EJFL:KC:—K-KF_Q

0 B

5

Acest caz este de asemenea foarte particular si va fi eliminat din analiza.
Din cele de mai sus rezultd ca este suficient si analizam doar sistemul
format din primele ecuatii ale sistemului canonic (care va fi numit in continuare

sistemul canonic redus) pentru variantele:
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Solutia
1 akK.+ pK. =0, F=yl,D=0,a=1b
2 oK.+ K. = Q, F=yv1,D=D,  a=1b
3 aK.+ K= O,F=yIl, D oarecare, Y = 0
4 F=vyI,D=0,Y=0
5 F=yI,D=D,,Y=0
6 aK.+ BK.= O,F=xyI, D oarecare, Y = £(K. + K)
7 F=v1,D=0,Y=#(K, +K)
8 F=vyIl,D=D, . Y= kK.+K)
9 akK.+ BK.-= 0,I.=1,,,F=xy1I, D oarecare
10 I.=1_,F=yI,D=0
11 IL.=1..F=yl,D=D,
12 akK.+ pBK.= 0,I.=1,,F=yI, D oarecare, Y = 0
13 I.=1_F=vl,D=0,Y=0
14 I.=1 .F=vyl,D=D, ,Y=0
15 ak.+ pK.= O,I.=1,., F=yI, D oarecare, Y = k(K + K.)
16 I.=1,.F=yI,D=0,Y=F,kK.+K)
17 I.=1_,F=vI,D=D, _Y=#kK +K)
18 aK.+ BK.= O,D=0, I, oarecare, F =0
19 aK.+ BK.= O,D=D,,, I.oarecare, F =0
20 akK.+ pK.= QO,D=0,]Io0arecare, F=0,Y =0
21 aK.+ pBK.= O,D=D,,, I.oarecare, F=0,Y =0
22 aK.+ BK.= O,D=0,I,oarecare, F =0, Y = &K, + K))
23 aK.+ pK.-= O,D=D,,, I.oarecare, F =0, Y = &(K. + K)
24 aK.+ K= O,F=yI.=0,D oarecare
25 F=v1,=0,D=0
26 F=vl,=0,D=D,_
27 aK.+ K= O,F=yI.=0,D oarecare, Y =0
28 F=vI.,=0,D=0,Y=0
29 F=yI,=0,D=D,_Y=0
30 akK.+ pK.= Q,F=yI.=0, D oarecare, Y = &(K. + K
31 F=v1.=0,D=0,Y=£(K.+ K)
32 F=v1.=0,D=D, Y= ,k(K.+K)
33 aK.+ BK.= 0,1.=1,, D oarecare, F =0
34 I.=1_.,D=0,F =0
35 IL.=1,,D=D, F =0
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36 ak.+pBK.=0,I.=1,,D=0F =0

37 I.=1,,D=0,F=0,Y=0

38 I.=1,,D=D, F=0,Y=0

39 akK.+BK. = 0,1I.=1,,Y=k(K.+K), D oarecare, F =0
40 I.=1,,D=0,F =0,Y=,kK:.+K)

41

I.=1,.,D=D,  F =0,Y=,(K,+ K)

maxd

In continuare vom analiza evolutia variabilelor de stare rezolvand

sistemul canonic redus:

Ke(t) = UK @K () - (1 =)rY () - D(1)-1,.(t)
K, @) = 1.()- ek
Y(t) = F@t) - bY()

pentru fiecare din cele 41 de variante de mai sus.

- %K (6) = (A= p(D) T -aky(h +

Analiza traiectoriilor
Traiectoria 1 (K + BK-= Q,F=vI, D=0)

Sistemul canonic redus devine:

Ke = =Y +

=R
= 1)

aKy(h) -1, (t)

K, () = 1.(t)- aK (1)
Y(t) =y 1, () - bYQ

cu necunoscutele K.(2), 1, () si Y(2).

Prin eliminarea lui K, (¢) din primele doud ecuatii obtinem o ecuatie

algebricd in cele trei necunoscute din cate il putem scoate pe 1, (¢) in functie
de Ki.(?) si Y():

1= 5T,(0)= A= 0) 0 -aklh + 2K, 2 yua-
( ﬂ) O)=01-)rQ)Q @ 5 @ 5 @] + (

a
—)aK.(7
,6’> @
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— v _(A=-Na-aB) ) @-sr)r 1-f =5
IF(z)—( i +a]KF<f>——1_a Y<f>+1_a<p<g>g-
Vi Vi

)

>[I

din care, prin inlocuirea lui 7, (f) obtinut mai sus in ultimele doud ecuatii ale

sistemului canonic redus, obtinem:

kot = &oeah) g Qo 1o gy

p-a 1-¢ ¢

B B B

Q2

)

7 = Y((1— NNe—ap) j K- (m(l— fr, bj-y@ .

p-a p-a

N

T e

B

care este un sistem liniar cu coeficienti constanti de doud ecuatii cu doua
necunoscute liniar. Prin rezolvarea acestuia se afla evolutiile capitalului fix si

datoriei firmei, evolutia capitalului circulant din relatia K. + K- = O apoi
evolutia investitiillor firmei si din aceasta evolutia imprumuturilor facute de
firma.

Traiectoria 2 (aK. + pK.= Q,F=yI,D=D

WIGX)

Sistemul canonic redus devine:

K - —-rY()] +

= 1)

- %K (0) = (1 - (D) D -aky(h +
eKyd) -1 () - D,

K. () = 1,(t)- aK(0)

Y@ =y 1) - #Y(

cu necunoscutele K(7), E(l) st Y(2).

e,
B
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Prin eliminarea lui K, (¢) din primele doud ecuatii obtinem o ecuatie

algebricd in cele trei necunoscute din care il putem scoate pe [, (¢) in functie

de K.(9) si Y(?):

1= T.(0) = A= p(0) O - akut) + 2 K, 2 -
<,H) )= A=) Q) Q @ 5 @ 5 @]+ (

nmax

E(z):((l_f)(“_“ﬂ) ]F@—( IV v+ 2L )3 -
p-a 1_7 1_ﬂ

s s
ﬂ Dmax
ph-a

din care, prin inlocuirea lui 7, (f) obtinut mai sus in ultimele doud ecuatii ale
sistemului canonic redus, obtinem:

ko = SoDlaa) gy BoiVy 32 g5 ©
- o =0 9,
PO = T R ST D )

LyaK(p)-D
7 )-aKi(?)

|©|

care este un sistem liniar cu coeficienti constanti de doua ecuatii cu doud
necunoscute liniar. Prin rezolvarea acestuia se afld evolutiile capitalului fix si
datoriei firmei, apoi evolutia investitillor firmei si din aceasta evolutia
imprumuturilor facute de firma.

Traiectoria 3 (aK. + B-K-= O, F=yI, D oarecare, Y = 0)

Sistemul canonic redus devine:

+
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Ke®) = (1 =fp(Q) T -aky(h + %K - %1 +aKy(h) - D(t)
KF (1) =- 2K

0=F() = 1,(r)

Din a doua ecuatie rezultd evolutia capitalului fix:

K= K? -¢"" de unde rezultd imediat evolutia capitalului circulant:

K@) = % - %- K2 -¢""si evolutia dividendelor platite din prima

ecuatie: B
DO) = fat ot 1= 2y K + (1N D) - %

Pe aceastd traiectorie firma plateste dividende, dar din ce in ce mai

]

utine, are o evolutie crescitoare asimptotic spre — a capitalului circulant si
5 > 5

descrescatoare asimptotic spre 0 a capitalului fix, nu face imprumuturi, nu are
datorii si nu face investitii, pastrand veniturile, pretul de vanzare si productia la
un nivel constant.

Trasectoria 4 (F'=vy-I, D=0,Y = 0)

Sistemul canonic redus devine:

K (1) = UK().K ()

KF (1) =- 2K
Y() = 1,() = F(1) =0

Din a treia ecuatie rezulta ca firma nu are datorii (Y = 0), nu se fac
investitii (I(/) = 0), nu se platesc dividende (nu se retrag bani din firma) (D =
0) si are loc o restructurare a activititii firmei prin scidderea puternicd a
capitalului fix al firmei:

K() = K0-¢ =0

iar evolutia capitalului circulant va fi aflat din prima ecuatie dupa inlocuirea in
aceasta a lui K(7).

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar daci Y* = 0.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizati
a capitalului propriu al firmei.
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Y =0)

Trazectoria 5 (F = yI, D= D

maxd

Sistemul canonic redus devine:
Ko (0) = UKD,K ) - D,
Ky (1) =- aK(?)

YO =1.() =F(@) =0

Din a treia ecuatie rezulta ca firma nu are datorii (Y = 0), nu se fac
investitii (I.( = 0), se plitesc dividende la maxim (D = D,,) si are loc o
restructurare a activitatii firmei prin scaderea puternici a capitalului fix al
firmet:

Ki®) = KO- =0

iar evolutia capitalului circulant va fi aflat din prima ecuatie dupa inlocuirea in
aceasta a lui K(9).

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar daci Y* = 0.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi:

1 - .
;‘(1 — "D, + [K(T) + K(T)]-¢"

Traiectoria 6 (a-K. + B-K.= Q,F=yI, D oarecare, Y = & (K. + K,))

Sistemul canonic redus devine:

K, -

> [

%K () = A=) Q) D - ki) + % — rk (K + K]+
aKy(h) - D(t)-1,. (1)
K () = I.()- «Ky()

k(K (1) - %K (6) =y 1, () - bA(Keh - %-KF + 2

B

Din ultimele doud ecuatii se elimind termenul Z(t) si obtinem o
ecuatie liniara cu coeficienti constanti in Ki.(?):
afly — bkf + bka bkQ
Ke)-
kf —ka —yp kB —ka —yp

din care se obtine imediat evolutia capitalului fix:

KF(t) =
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bkQ ‘KD
afy — bk + bka

—_ By —bkf+bka afly —bkp+bka
bkO 4 . T t
p—ka—yB kp—ka—yB
). e ] e
afly — bk + bka

K@ =1

Vom afla apoi evolutia capitalului circulant din relatia K. = - —-K, +

B

=, evolutia investitiilor din a doua ecuatie a sistemului canonic redus, evolutia

datoriei din relatia Y = £ (K. + K)), evolutia imprumuturilor din relatia F = y-I.
si in final evolutia dividendelor din prima ecuatie a sistemului canonic redus.

Traiectorial (F'=vy1, D=0,Y = &(K. + K))

Sistemul canonic redus devine:

K () = UKQKD) ~ (1 =frk®) + K®) -1 0)

K. (t) = 1.(t)- aK()

k(K (1) + K. (1) = vy (1) = k(K () + K(D)

In acest caz sistemul s-a redus la trei ecuatii cu trei necunoscute {Ki(2),
K, 1)} din care doar K.(J) si K(/) apar derivate in ecuatii. Inlocuind

derivatele capitalului fix §i capitalului circulant din primele doud ecuatii in a
treia ecuatie obtinem:

& [UKDKLD) = (1 = rk(Kp(t) + K?) - a KD = v 1) - bk (Ke() + K()

din care vom afla valoarea investitiei facute de firma I;.(#) in functie de valorile
capitalului fix si circulant:

() = VK9),K9)
Dupi inlocuirea expresiei investitiei [(7) obtinutd mai sus in primele
douai ecuatii se obtine un sistem de doua ecuatii in K.(7) si K(9):
Ko () = KK KL)
K, (1) = A(K:(),K(D)
si conditiile initiale K (0) = Kg , K (0) = Kg din care vom scoate evolutiile

capitalului fix Ki() si a celui circulant K(#), apoi valoarea investitiei I.() si a
imprumutului F(7).
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Evolutia capitalului va depinde evident de forma functiei pret
PEK(D,K (D) si valoarea firmei va fi datd doar de valoarea finald actualizata a
capitalului total.

In acest caz firma face imprumuturi la maxim F = yI,, nivelul
capitalului imprumutat este maxim Y = £(K; + K) si nu pliteste dividende.

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar dacd Y' = (g 2+ K.
Valoarea maxima a valorii firmei va fi data de valoarea finald actualizata
a capitalului propriu al firmei.

Trazectoria 8 (F = y1I, D= D

o ¥ = (K + KQ)

Rezolvarea in acest caz este aseminitoare cu cea de la traiectoria 7,
singura diferenta constand in faptul ci in sistemul din care vor fi aflate
evolutiile capitalului vom aveasi D =D, .

In acest caz firma face imprumuturi la maxim F = yI, nivelul
capitalului Imprumutat este maxim Y = £ (K. + K) si plateste dividende la
maxim.

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar dacd Y = &(g 0o+ K2

Valoarea maxima a valorii firmei va fi:

LoD, + KT + K
1

Traiectoria 9 (K. + pK-= O,1.=1

max>

F=~yI, D oarecare)

LK) =A-ppO) 0 - ek + LK, 2 v+
5 (0) == Q) 0 @ 5 0] F; @]

ﬂ.KF([) - B(t) - I/}/ax

K (t) =1,,.- «K(?)
Y(t) = v1,.- Y0

Din a doua ecuatie (liniara in Ki(#) vom scoate evolutia capitalului fix:

1 1
KF([) — max + (K}?_ _ max )_e—a't‘
a a

In functie de valoarea initiala a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei [, si a ratei de amortizare # putem avea:

max

max max

1. O evolutie descrescitoare asimptotic spre pentru g9 -

> 0;
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max

2. O evolutie constantd Ki(7) = =0

0 _ Imax
pentru K0 .

max

: : , 1
3. O evolutie crescitoare asimptotic spre pentru g0 - — < ()
F

a

Din a treia ecuatie (liniard in Y(#) vom scoate evolutia capitalului fix:
I I
Y(Z‘) — 4 bmax + (YO_ /4 bmax )_e—/rf

In functie de valoarea initiala a datoriei firmei Y?, a valorii maxime
posibile a investitiei I, a ratei de inapoiere a debitelor 4 si a cotei maxime a

imprumuturilor din valoarea investitie y putem avea pentru evolutia datoriei
firmei:

. . . . ' I max Y’
1. O evolutie descrescatoare asimptotic spre T pentru Y -

Ve 1 max 0;
b
-1 -1
2. O evolutie constantd Ki(7) = 7% pentru Y? - }/% =0
i i
3. O evolutie crescitoare asimptotic spre 7/1)& pentru Y’ - 7/1)&
<0

Evolutia capitalului circulant se obtine din relatia @K, + K. = O si
inlocuind evolutiile capitalului fix si a datoriei in prima ecuatie obtinem evolutia
dividendelor.

Pe aceasta traiectorie firma face investitii si imprumuturi la maxim,
evolutia capitalului fix, a celui circulant, a datoriei si dividendelor depinzand de
valorile concrete ale parametrilor.

Traiectoria 10 (I, = F=vyI,,D=0)

I”ld)(’ maxd

Sistemul canonic devine:

K () = UKDKD) - A =prY( -1,
KF (t) = I/)/ax_ a.KI‘(ZL)
Y(t) = Y.I/flﬂx_ b.Y(lj

Din a doua ecuatie (liniard in K(%) vom scoate evolutia capitalului fix:




238 Capitolul 4. Un model dinamic de conducere optimala a activititii firmei

1 1
KF<Z_) — max + (Kg _ max ).e-g-f
a a

In functie de valoarea initiala a capitalului fix, a valorii maxime posibile

a investitiei I, si a ratei de amortizare 2 putem avea:

max

1. O evolutie desctrescitoare asimptotic spre —— pentru K? - —mx
a
>0
. 1 I
2. O evolutie constantd K() = —= pentru K} - /% =0
a a

max

1
pentru g9 - —% <0

3. O evolutie crescatoare asimptotic spre
a

Din a treia ecuatie (liniard in Y(#) vom scoate evolutia capitalului fix:

y-1 y-1 "
Y(f) — max + (Y() B max ).e/il
b b
in functie de valoarea initiald a datoriei firmei Y’ a valorii maxime
posibile a investitiei I, a ratei de inapoiere a debitelor 4 si a cotei maxime a
imprumuturilor din valoarea investitie y putem avea pentru evolutia datoriei
firmei:

. . . . v
1. O evolutie descrescatoare asimptotic spre % pentru Y’ -

v I max 0;
b
-1 -1
2. O evolutie constantd Ki() = 7% pentru Y? - 7% =0,
.7 ]
3. O evolutie crescatoare asimptotic spre 7/% pentru Y’ - }/%

<0

Inlocuind evolutiile capitalului fix si a datoriei in prima ecuatie obtinem
o ecuatie in capitalul circulant:

Ko (t) = fit, K(2)

din care obtinem evolutia capitalului circulant:

Pe aceastd traiectorie firma nu plateste dividende (nu retrage bani), face
investitii si imprumuturi la maxim si are o evolutie de stabilizare a valorii
capitalului fix si a datoriei firmei.
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Valoarea maxim3 a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizata
a capitalului propriu al firmei.

Traiectoria1l (I, =1,,, F=vyI,D =D

WIﬂX)

Sistemul canonic devine:

K () = UKD, KLD) - A =fyrY() ~ 1.~ D,,.
K. () =1,.—aK()

nax

Y(t) = L.~ &Y

Rezolvarea in acest caz este identicad cu cea de la traiectoria 10 cu
diferenta ca in expresia lui f{z, K(#)) din ecuatia de dinamicd a capitalului
circulant va aparea si valoarea maxima a dividendelor D,,..

Pe aceasta traiectorie firma pliteste dividende la maxim(retrage bani la
maxim), face investitii $i imprumuturi la maxim si are o evolutie de stabilizare a
valorii capitalului fix si a datoriei firmei.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi:
1 .
(1 =¢")D,,. + [K(T) + K(D)]-¢"
i

Traiectoria 12 (K. + K= Q,I.= 1, F=vI, D oarecare, Y = 0)

In acest caz din ultima ecuatie a sistemului canonic redus, coroborata
cu relatia F' = y-I. = y-I,, rezulta I, = 0 ceea ce contrazice ipoteza [, > 0,
b max

nax max

deci traiectoria nu este admisibila.

Trasectoria13 (Ip.=1,,., F=y1

maxsd

D=0,Y=0)
In acest caz ecuatia de dinamica a datoriei firmei devine:

0=y, +0

max

de unde rezulti I, = 0 in contradictie cu ipoteza I, > 0 deci traiectoria nu
este admisibila.

Traiectoria14 (I, = 1,,., F = y-1

maxd

D=D

max>

Y = 0)

axd

In acest caz ecuatia de dinamica a datoriei firmei devine:

0=vy1,.+0

max

de unde rezulta I,,. = 0 in contradictie cu ipoteza I, > 0 deci traiectoria nu
este admisibila.
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Traiectoria 15 (a-K. + K- = O, 1. =1,, F = yI, D oarecare, Y =
& (K + KQ)

Sistemul canonic redus devine:

a

. _ a 0 a
LK) = (= pD) D K+ LK) - L k(K- LK,
; ) = - 2) 20 @ ; ® ; ( 5 @

nax

Q .
+Z ] +aK () -D(t)- I,
/3)] (# -D(1)

KF (t) = Imax
Y(t) =y

max

- a Ki(?)
-0 Y()

Din ultima ecuatie rezulta:

0

. o - (04
k(K (t)-— K (1) =v1,.- kK- — K@)+ =
(K (1) 5 ) =v (Ke() 5 @ 5

VB - Lo =~ bKQ
k(- a)

care, coroborati cu a doua ecuatie a sistemului, necesitd « = b si I, =

VB - Loy — OKQ
k(- a)

In acest caz capitalul circulant ar depinde liniar de capitalul fix, datoria
firmei ar fi maxima, firma ar face imprumuturi §i investitii la maxim, ar pastra
productia, pretul si vanzarile la un nivel constant si ar plati dividende.

KF (1) = - K (?)

, deci o situatie cu totul particulara.

Tradectoria16 (I, =1, , F=y1

naxd

D=0,Y=,kK:+K))

Sistemul canonic devine:

Ko (t) = UKDK D) - (1 =)rY(®) ~1L,.
K. (t) =1, - ek
Y(t) =vI,. - bY()

max

La acest sistem se adauga si ecuatia: Y (%) = £ (Kx(9) + K(?)
Din ultimele doua ecuatii se afld evolutiile capitalului fix si datoriei
firmet:

1 I
K () = I+ (KO - Z max_ ).erw
a F a
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]max Imax -b-t
Y() = vt (W—Y'T)'eh

din care obtinem imediat evolutia capitalului circulant din egalitatea Y = £ (Ky
+ Ko:

1 1 1 1 1
Kf:_'Yf—K<f:_ . max +Yﬂ_ max '6’7/7'— max + 0 _
)= YO-KO=1lv= =+ —v=") 1 =, T(&;

1
max )‘efa‘)] —
a

1 1

Solutia este admisibila doar daca verifica si prima ecuatie, caz in care
avem o evolutie a firmei in care nu se platesc dividende, se fac investitii si
imprumuturi la maxim, firma este indatoratd la maxim obtinand o crestere
rapida atat a capitalului fix cat si a celui circulant.

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar daci Y’ = £&+( KS+ K2

Valoarea maxima a valorii firmei va fi:
[K(T) + K(D)]-¢"
F=xyI

maxd

Traiectoria 17 (I = 1, D=D,,.,
Discutia este aceeasi cu cea de la traiectoria 16 cu diferenta ca in acest
caz se plitesc dividende, expresia acestora influentand doar evolutia capitalului
circulant
Pe aceastd traiectorie se fac investitii §i imprumuturi la maxim, se
platesc dividende la maxim si nivelul datoriei este maxim. Firma este intr-o
perioada de crestere rapidd a capitalului fix si a nivelului datoriei in paralel cu o

evolutie lentd a capitalului circulant.

Y= k(K + K))

ax>d

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar dacd Y = £( K2+ K.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi:

LoD, + KT + KT
1

Traiectoria 18 (K. + BK.= O, D =0, I, oarecare, F = ()

Sistemul canonic redus devine:




242

Capitolul 4. Un model dinamic de conducere optimali a activitagii firmei

- %K (6) = (1 —p D) D - aKyh +
aKi(#) -1, (t)

K () = I.(t)- aK (0
Y(t) =-rY()

K - < - rY(] +

RSN
=)

Din ultima ecuatie se obtine evolutia imprumuturilor facute de firma:
Y& = Y
care se inlocuieste in prima ecuatie. De asemenea, din a doua ecuatie se scoate

1, (#) in functie de Ki() si se introduce in prima ecuatie, rezultind o ecuatie
> > >
liniard cu coeficientul termenului de gradul unu constant in Ki.(7):

1_1.[{F =(1— g‘ﬂ‘Kfr +(1_#A _‘_—Q—rYﬂ'g’/"
( ﬂ) (1) =( ﬁ(ﬂ ) K@)+ (=) [p(Q) & 5 1

Dupa aflarea evolutiei capitalului fix din aceasta ecuatie se pot afla
imediat evolutiile capitalului circulant si ale investitiilor firmei.

Pe aceasta traiectorie firma nu face Imprumuturi noi, nu da dividende,
isi plateste datoriile si are o evolutie crescatoare a capitalului fix i circulant.

Traiectoria 19 (a-K. + BK.= Q,D = D,,, I oarecare, F' = 0)

Sistemul canonic redus devine:
a - . .
- E'KF (6) =0 - Q) 0 -aK()+

aK () -1,(t) - D,

K. () = I.()- aK:(0)
Y(t) =-bY()

Ky - 2 = rY() +

=R
= |1

Din ultima ecuatie se obtine evolutia imprumuturilor facute de firma:
Y(#) = Y"e”
care se inlocuieste in prima ecuatie. De asemenea, din a doua ecuatie se scoate

I, (t) in functie de K(9) si se introduce in prima ecuatie, rezultind o ecuatie
liniard cu coeficientul termenului de gradul unu constant in Ki.(7):

- K. (0) =-) (2 - K@+ (1) _-_-Q_rYO-e"’-D,
( ﬁ) (1) =( ﬁ(ﬁ ) K@)+ A= pp(2) 2 5 1-D,.
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Dupi aflarea evolutiei capitalului fix din aceastd ecuatie se pot afla
imediat evolutiile capitalului circulant si ale investitiilor firmei.

Pe aceasta traiectorie firma nu face imprumuturi noi, plateste dividende
maxime §i Isi plateste datoriile.

Traiectoria 20 (a-K. + B-K.= O, D =0, I,. oarecare, F' = 0, Y = 0)

Sistemul canonic redus devine:

_ LK) = -pp(D) D - K, +3~KF-Q + &K -
; 0) =10 -pn(@) 2 @ 5 ﬂ] @
1.()

Kp() = 1.()- aK(0)

Y# =0

Din a doua ecuatie se scoate [ (f) in functie de Ki.(9) si se introduce in
prima ecuatie, rezultind o ecuatie liniara cu coeficienti constanti:

Dupi aflarea evolutiei capitalului fix din aceastd ecuatie se pot afla
imediat evolutiile capitalului circulant si ale investitiilor firmei.
Pe aceasta traiectorie firma nu face imprumuturi noi, nu are datorii, nu

plateste dividende mentinand productia, pretul produselor si vanzirile la un
nivel constant.

(1- %»KF (6) =(1-) <% KD+ (A= p(D) T - =]

Traiectoria 21 (a-K,. + fK-= Q,D =D

max>

I, oarecare, F =0, Y = 0)

Sistemul canonic redus devine:

- o «. 0
-—K.(@) =01-p ‘0 -aK()+ — K. - =]+ aK() -
5 ) =0-)p2) 2 @ 5 ﬂ] @

1.(t) -D,.
K. () = 1,(0)- aK0)
Y() =0

Din a doua ecuatie se scoate [ (f) in functie de K(9) si se introduce in
prima ecuatie, rezultand o ecuatie liniara cu coeficienti constanti:

|1-D

max

=[]

=K. 0 =0-p (& -aK@+A-pp0) 0 -
( ﬂ) (1) =( ﬂ(ﬂ ) K@) + (1 =) [p(L) £
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Dupa aflarea evolutiei capitalului fix din aceastd ecuatie se pot afla
imediat evolutiile capitalului circulant si ale investitiilor firmei.

Pe aceasta traiectorie firma nu face Imprumuturi noi, nu are datorii i
plateste dividende maxime, mentinand productia, pretul produselor si vanzarile
la un nivel constant.

Traiectoria 22 (K. + BK-= O, D =0, I,. oarecare, F =0, Y = k(K. +
Ko)

Sistemul canonic redus devine:

— rk (K — =K,

= 1]

_ LK) = A= D) O-aK )+ L K-
1 (1) =(1-pp(0) Q0 Y 7

Q J—
+=)]+aK.() -1 (¢
ﬂ)] & -1(t)

@
B

KF (0) = 1.(t)- aKi()
: a a 0
EK.(t) +——=K.(t)=-bkK.+-—K +=
" g g B
si este un sistem de trei ecuatii cu doud necunoscute: Z(t) si K.(2).
Scoatem E(t) din a doua ecuatie si o inlocuim in prima si prima si a

treia ecuatie devin:

)

= [

1_ﬂ .['(Ft: 1— .g_g_,,k.1_ﬂ K () +[A=p(p(O) O -
(ﬂ) (1) (ﬁ[/} (ﬂ)] O +A-p(p(L2) L

) _ ] bk —
Ko () =-0K 0 - =0

din care rezultd ca, pentru ca sistemul sa aiba solutie, este necesar ca:

=1 E - a—e1- L= - &
( ﬁ[ﬁ, (1-—)] (1-—)

_ﬂ B p
0. 0 _ bks
1- f O0-Zye= ==
(=P (A2 Q- 5) =k =-—-0

Situatia este evident foarte particulard si nu va mai fi analizata.
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Traiectoria 23 (K, + fK. = O, D =D
& (Kr + Kp))

I oarecare, F = 0, Y =

max>d

Sistemul canonic redus devine:

a

— K,
p

0
K. (1) = (1- aK )+ LK -E k(K -
F(0) = A=) 0) O-aKyd) 7 5 (

+Z ) +aK(#) -1, (t) - D

max

hl(glmlg

Kp(0) = 1,.(0)- K00

k(K () +— 2K, (@ :—b'/é'KF‘i‘—g'KF-l-g
(K (1) 5 ©) ( 5 /3)

si este un sistem de trei ecuatii cu doud necunoscute: 1, (¢) si K.(9).

Scoatem [, (t) din a doua ecuatie i o inlocuim in prima si prima si a

treia ecuatie devin:

-ﬁ K, (0)= 0= p[Z - am k(1= LK) +[(1= ) _-__Q
B ,3) #(8)=( ﬂ (,B)] @ +[A-H(p(L2) L2 ,H)
2 D,
B

: bk —
K (1) =-bKih) - ——0
f—-a
din care rezulta cd, pentru ca sistemul sd aiba solutie, este necesar ca:

=g a—re1- Ly = -
(ﬁ[ﬂ (,5)] (,6’)

0, .2

— bk —
(A-)-(r(L) L~ E) — 1k —0

IB B D/}mx =- IB
Situatia este evident foarte particulara si nu va mai fi analizata.
Traiectoria 24 (K. + K. = O, F=yI.= 0, D oarecare)

Sistemul canonic redus devine:

_EK PO = Q=P Q) 0 -aKih) +

aKy(h - D(1)

—-rY()| +

I"

hla
= [




246 Capitolul 4. Un model dinamic de conducere optimali a activititii firmei

K. (1) = -aK()
Y(t) =- Y0

Din ultimele doua ecuatii se obtin evolutiile capitalului fix:

Q
B

—at _ a -a-t
K= Koo' = Kl =K

si datoriei firmei:
Y =Y

care se inlocuiesc in prima ecuatie din care se afla evolutia dividendelor platite.

Pe aceasta traiectorie firma nu face nici imprumuturi nici investitii,
plateste ratele la credite, are o evolutie descrescitoare a capitalului fix si
cresciatoare a celui circulant pe fondul mentinerii unui nivel constant al
productiei, pretului si vanzarilor.

Traiectoria 25 (F=y-1.= 0, D = 0)

Sistemul canonic devine:

K (1) = UE0K) - (=) Y0
K, (t) = - aKy(d)

Y(t) = - bY0

Din ultimele doud ecuatii se obtin imediat evolutiile capitalului fix si
datoriei firmet:

Ki() = g2
Y(t) = Y e

iar dupa inlocuirea acestora in prima ecuatie ecuatia de dinamica a capitalului
circulant:

Ko (0) = fit, K(2)

din care va rezulta evolutia capitalului circulant.

Pe aceasti traiectorie firma nu face investitii, nu face imprumuturi, nu
plateste dividende, are loc o scidere a capitalului fix in paralel cu eliminarea
rapidd a datoriilor, evolutia capitalului circulant depinzand de parametrii
sistemului

Valoarea finali a firmei va fi dati de valoarea finali actualizati a
capitalului propriu.
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Traiectoria 26 (F=v1.,=0,D = D

/)IﬂX)

Sistemul canonic devine:
Ko (1) = (UK(),K ) - A =prY(h) - D

KF (1) =- 2K
Y(1) = - Y0

nmax

Din ultimele doua ecuatii se obtin imediat evolutiile capitalului fix si
datoriei firmei:

Ki() = g2-e™
Y(t) = Y

iar dupa inlocuirea acestora in prima ecuatie ecuatia de dinamicd a capitalului
circulant:

Ko () = fit, KD)

din care va rezulta evolutia capitalului circulant.

Pe aceasta traiectorie firma nu face investitii, nu face imprumuturi,
plateste dividende la maxim, are loc o scadere a capitalului fix in paralel cu
eliminarea rapida a datoriilor, evolutia capitalului circulant depinzand de
parametrii sistemului

Valoarea maxima a valorii firmei va fi:

1 . _

=1 =¢")yD,,. + [K(T) + K(T)]-¢"

I
Traiectoria 27 (K. + K. = Q,F=yI.=0, D oarecare, Y = 0)
Sistemul canonic redus devine:

Ky - ]+ K -

= [1Q)

a S — a
B 5 Kp(0) = -)(Q) 0 -aK(h) + ;
D()

K1) = - aKy(t

Y()=F@o =1 =0

Din a doua ecuatie aflim evolutia capitalului fix:

9
B

care se inlocuieste in prima ecuatie din care se scoate evolutia dividendelor.

K = KO-¢" = K() = ‘%'K;’ o
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Pe aceasti traiectoria firma nu are datorii, nu face investitii, pliteste
dividende, are loc o uzura a capitalului fix suplinitd de o crestere a capitalului
circulant utilizat, pe fondul unei mentineri constante a productiei, pretului de
vanzare si a volumului vanzarilor.

Trazectoria 28 (F' =y 1., = 0,D =0, Y = 0)

Sistemul canonic redus devine:

K () = UKD.KL)
KF (t) = - aK(d)
0=0

Din acesta rezulta imediat evolutia capitalului fix:

K = K} ¢

si apoi, dupa inlocuirea acestei solutii in prima ecuatie, cea a capitalului
circulant.

Pe aceasta traiectorie firma nu are datorii, nu face imprumuturi, nu face
investitii, nu plateste dividende, are loc o scidere a capitalului fix, evolutia
capitalului circulant depinzand de parametrii sistemului.

Trazectoria29 (F=vy1.=0,D=D, Y =0)

maxd

Sistemul canonic devine:

K (t) = UK().KL) - D,..
K. (t) =-aK)
0=0

Din acesta rezultd imediat evolutia capitalului fix:

K[(l‘) = Kg .ew-r

si apoi, dupa inlocuirea acestei solutii in prima ecuatie, cea a capitalului
circulant.

Pe aceasta traiectorie firma nu are datorii, nu face imprumuturi, nu face
investitii, plateste dividende la maxim, are loc o scidere a capitalului fix,
evolutia capitalului circulant depinzand de parametrii sistemului.

Traiectoria 30 (aK. + fK-= O, F=vI.= 0, D oarecare, Y = £k-(K +
K9)

Sistemul canonic redus devine:
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—g-KFt = (1-p[p(0) O— aK, + &
Y. ) =0 -)(2) 2 Y 5

Q —
+=)] + aK.() —D(t
ﬂﬂ () -D(2)

Ki— = — rk(Ky - — K.

> 1]

@
B

KF () =-aK()

K (1) += 2K, () =- bbK() - 2K, +Q
(K (2) 5 ®) (KD ; @ ﬂ)

Ultimele doua ecuatii formeaza un sistem de doua ecuatii cu o singura
necunoscuta:

K, () =- a0
ko) = bk - 22—

care are solutie doardacia = bsi b O =0= O = 0= K() = K = 0 deci
traiectoria nu este admisibila.
Traiectoria 31 (F=y1.=0,D =0, Y = £&(K. + K)))

Sistemul canonic va fi:

Ke(t) = UK@KAD) - (1 =fyrY ()

K, (t) = - aKu)

Y(1) = - Y0
la care se adauga ecuatia suplimentara Y = & (K. + K)).

Acest caz este posibil doar dacd solutia datd de sistemul canonic
verificd §i ecuatia suplimentara.

Din ultimele doua ecuatii se afld imediat evolutia capitalului fix si a
datoriei firmet:

K= KD
Y() = Y

si din relatia suplimentara evolutia capitalului circulant:
K A= 1 'YQ' bt 0.,4t
)= © ¢ —Kp¢

Solutia este admisibild doar daca verifici §i ecuatia de dinamica a
capitalului circulant, ceea ce e echivalent cu:
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1 1
0.5 Z Y0t _ 0.7 = _ p Y0 00 0.7 _ Ap Y2t
U(KFe,k ¢ KC-e") bk ¢+ ag e+ (1 fjrYe
ceea ce este evident un caz cu totul particular.

Trazectoria 32 (F = y1.=0,D = D

maxd

Y=k,kK:+K))

Sistemul canonic va fi:

Ke(t) = UKOKLD) - A =frY®) - D,

K (1) =-aK(d)

Y(t) = - bY()
la care se adaugi ecuatia suplimentara Y = £ (K + K)).

Acest caz este posibil doar daca solutia dati de sistemul canonic
verifica §i ecuatia suplimentara.

Din ultimele doua ecuatii se afld imediat evolutia capitalului fix i a
datoriei firmei:

Kilh = Koe
Y() = Y

si din relatia suplimentard evolutia capitalului circulant:
KA = 1 Y0 0.,47
)= % ¢ —Kpt

Solutia este admisibild doar daca verificd §i ecuatia de dinamicd a
capitalului circulant, ceea ce e echivalent cu:

1 1
Ul e, oY = Kpre™) = = b Yhe +agpee + (L= frryte +
D

max

ceea ce este evident un caz cu totul particular.

Traiectoria 33 (K. + K. = O, 1.=1,,, D oarecare, F = 0)

maxd

Sistemul canonic redus devine:

Ke - =Y +

= [

- %K (6) = (A= p(O) T -ak(h +

aK(#) ~ 1.~ D(t)
K F (1) =1,,.- aK(?)

Y(t) =-bY()

=R
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Din ultima ecuatie se afla evolutia datoriei firmei:
Y(?) = Yoot

Din a doua ecuatie (liniard in K(%) vom scoate evolutia capitalului fix:

1 1
KF(Z‘) — max + (KO _ max ).e—d'f
a oa

Prin inlocuirea acestora in prima ecuatie se obtine evolutia dividendelor
iar din relatia a-K. + K, se obtine evolutia capitalului circulant:

[ Z.[Imi

B B a
Pe aceasta traiectorie firma face investitii la maxim, nu mai face

imprumuturi, plateste dividende si rate la credite mentinand un nivel constant

al productiei si pretului de vanzare pe fondul unui raport invers al evolutiei
capital circulant — capital fix.

I
K = (KD - Ty

Trasectoria 34 (I, = 1,,.,D =0, F =0)

Sistemul canonic devine:

Ke () = UK@®.K®) - (0 =Y ~ L

Kp(t) = L= K9

Y(¢) = -bY()

Din ultima ecuatie obtinem evolutia datoriei firmei:
Y = Y

Din a doua ecuatie (liniard in K(%) vom scoate evolutia capitalului fix:

1 1
— Zmax 0 _ Imax \, at
Ky =~ 4 (g0 - me.,
a a
In functie de valoarea initiald a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei /. si a ratei de amortizare 2 putem avea:

max

max max

a

1. O evolutie descrescatoare asimptotic spre pentru KE -

> 0;

max

_ !
2. O evolutie constantd Ki(7) = pentru g9 - =
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max

1
pentru g9 - — <0
a

3. O evolutie crescatoare asimptotic spre

Cele douai solutii gasite se inlocuiesc in prima ecuatie si obtinem ecuatia
de dinamica a capitalului circulant:

Ko (1) = fit, K(d)

din care se afla evolutia capitalului circulant

Pe aceasta traiectorie firma nu pliteste dividende (nu retrage bani), face
investitii la maxim, nu face imprumuturi si are o evolutie de stabilizare a valorii
capitalului fix si de scadere a datoriei firmei.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finala actualizata
a capitalului propriu al firmei.

Traiectoria 35 (I, = 1,,.,D =D, F = 0)

Sistemul canonic devine:

Kc(0) = UK@D,KLD) - A= fjrY@) =1~ D,
K () =1,.-aK()

Y(t) = - bY()

Din ultima ecuatie obtinem evolutia datoriei firmei:
Y = Y

Din a doua ecuatie (liniara in K.(7)) vom scoate evolutia capitalului fix:
1 1
— I max 0 _ max N, at
Kih = M 4 (g0 - Tmey,
a a

In functie de valoarea initiala a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei [, si a ratei de amortizare # putem avea:

max

1. O evolutie desctrescitoare asimptotic spre —— pentru K - —
a
> 0;
: ~ Imax ]max
2. O evolutie constanta K(f) = —— pentru K7 - —— = 0;
a a

max

1
pentru g0 - /= <0
T a

3. O evolutie crescitoare asimptotic spre

Cele doua solutii gasite se inlocuiesc in prima ecuatie si obtinem ecuatia
de dinamica a capitalului circulant:
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Ko () = fir, Ke(2)

din care se afld evolutia capitalului circulant

Pe aceasta traiectorie firma, plateste dividende la maxim, face investitii
la maxim, nu face Imprumuturi si are o evolutie de stabilizare a valorii
capitalului fix si de scadere a datoriei firmei.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizati
a capitalului propriu al firmei plus suma dividendelor plitite in valoare
actualizati.

Traiectoria 36 (K. + BK-= O, 1, =1

naxd

D=0,F =0)

Sistemul canonic redus devine:

a., 0
——K t) =1 - aK — K, - = —-rY(@®] +
ﬂ () == 0) 0 W2 + ﬂ 5 @]
aKy() -1,
Kp(0) =1,.- aK(d)
Y(t)——[o-Y(z‘)

Sistemul are trei ecuatii si doua necunoscute: Ki.() si Y(2).
Din a treia ecuatie se afla evolutia datoriei firmei:

Y() = Y

care se inlocuieste in prima ecuatie si primele doua ecuatii conduc la:

- 2K () = A-pI(D) T - = - rY )+ aK,(h) -

p
(24
‘(—= -a)Ky
ﬁ(ﬂ )-Ki(?)

KF (1) =1,.- aK()

+(1-

lfld)(

=[]

care atrage conditiile:

th

(1 — -a)ta
I( ﬁ(ﬁ ) +d

-1 0) 0 -
(1 —prY =0

| -L,.=1

max max

mwu

Deoarece situatia este mult prea particulara va fi eliminata din analiza.
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Traiectoria 37 (I. = 1,,,D=0,F =0,Y =0)
Sistemul canonic devine:

K (1) = UK@®KD) -1,

Kp(t) =1,,.- K

0=0

Din a doua ecuatie (liniara in K.(7)) vom scoate evolutia capitalului fix:
1 1 .
KF(Z‘) — max + (KO _ max )‘e-a 1
a Fooa

In functie de valoarea initiala a capitalului fix, a valorii maxime posibile

max

a investitiei /. si a ratei de amortizare 2 putem avea:

>O;

. , . 1
1. O evolutie descrescitoare asimptotic spre —— pentru K} - /=
a

max

pentru g0 - — = 0;

2. O evolutie constantd Ki(#) =
a

max

/
pentru g0 - — <0

3. O evolutie crescitoare asimptotic spre
a

Solutia gasita se inlocuieste in prima ecuatie si obtinem ecuatia de

dinamica a capitalului circulant:

Ko () = fit, K()

din care obtinem evolutia capitalului circulant.

Pe aceastd traiectorie firma nu plateste dividende (nu retrage bani), face

investitii la maxim, nu are datorii, nu face imprumuturi si are o evolutie de
stabilizare a valorii capitalului fix.

Traiectoria poate f1 traiectorie initiald doar daca Y =0.
Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizati

a capitalului propriu al firmei.

Traiectoria 38 (I.=1,.,D =D, ,F =0,Y=0)

max>

Sistemul canonic devine:

Ko (t) = UK®K)) =1, D,..
KF (t) = Imax - ﬂ'KI"(l)
0=0
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Din a doua ecuatie (liniara in Ki(7)) vom scoate evolutia capitalului fix:

1 !
— max max -a-t
Kty = =1 + (0 - "y
a a
In functie de valoarea initiala a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei /. si a ratei de amortizare 2 putem avea:

max

1. O evolutie descrescitoare asimptotic spre —— pentru Kfi o max
a
> O;
) 1
2. O evolutie constanti Kp() = —= pentru g° - —/% = (j
5 F F a

max

1
pentru g0 - — < ()
Fooa

3. O evolutie crescitoare asimptotic spre

Solutia gasita se inlocuieste in prima ecuatie si obtinem ecuatia de
dinamica a capitalului circulant:

Ko () = fir, Ke(2)

din care obtinem evolutia capitalului circulant.

Pe aceasta traiectorie firma plateste dividende la maxim, face investitii
la maxim, nu are datorii, nu face imprumuturi si are o evolutie de stabilizare a
valorii capitalului fix.

Traiectoria poate fi traiectorie initiald doar daci Y* = 0.

Valoarea maxima a valorii firmei va fi datd de valoarea finald actualizatd
a capitalului propriu al firmei.

Traiectoria 39 (aK. + fK.= O0,1.=1,

v ¥ = k(K. + K, D oarecare,
F =0)

Sistemul canonic devine:

a 4. T
- —K.(t)=01-)) Q- aK(Hh+— K. -=—rkK) -
5 (l (A=-pp(Q) L2 U] 5 7 K

. K[‘,(,¢)+g)]+a~l<p(f) ~1,-D(?)

B Vi
K. (t) =1,.-aK()

K )= LK) = e’ - Ekp + 2
(K (1) 7 (1) (K@) 5 @ 5

Din ultimele doua ecuatii cu o singurd necunoscuta rezulta:
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KF (t) = I/}mx B dKF(Z>

Ko@) =- bk - 22

b
si, pentru a avea solutie, este necesarcaa = bsi [, = - i 0
—-a

Situatia este de asemenea foarte putin probabild si va fi eliminata din
analiza.

Traiectoria40 (I.=1,.,D=0,F =0,Y = £&(K. + K))

Sistemul canonic devine:

Ko () = UKDKLD) = (U= fyrY () = L

K (t) = L~ aKi()

Y(1) = - Y0
la care se adaugi si conditia suplimentara Y = & (K. + K)).

Din ultima ecuatie obtinem evolutia datoriei firmei:

Y = Y

Din a doua ecuatie (liniara in K.(7)) vom scoate evolutia capitalului fix:
1 1
— I max 0 _ max \, at
Kih = M 4 (g0 - ey,
a a

In functie de valoarea initiala a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei I, si a ratei de amortizare 2 putem avea:

. o . . ]maX ]max
1. O evolutie descrescatoare asimptotic spre pentru K2 - —
a

> 0;

. I 1
2. O evolutie constantd K() = —= pentru K} - =0
a a

. . . 1
3. O evolutie crescitoare asimptotic spre — pentru g9 - — <0
a

si din relatia suplimentard evolutia capitalului circulant:

F

1 3 ]max ]max -q
K= =Y — [T + (KO - =)
k a a
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Solutia este admisibild doar daca verifici §i ecuatia de dinamica a
capitalului circulant, ceea ce e echivalent cu:

-t 1 bt - 1 bt Imax -at
U(Kg'éra, E'YO%/ - ng ﬁz—bz'YO'é’/ +ﬂ(K1g - 7)6’ +(1—
frYhe" + 1

nmax

ceea ce este evident un caz cu totul particular.

Trasectoria 41 (I, =1,,,D=D, ,F =0,Y = £(K; + K))
Sistemul canonic devine:

KC (t) = U<KF(Z‘)’KC(ZL)> B (1 —ﬁf"Y(l‘) - Iwzxx B D/}/ax
KF (t) = Imﬂx B dKF(ll)

Y(1) = - Y0

la care se adauga si conditia suplimentara Y = & (K. + K)).
Din ultima ecuatie obtinem evolutia datoriei firmei:

Y() = Y

Din a doua ecuatie (liniard in K(%) vom scoate evolutia capitalului fix:
Imax I
— 0 _ max y, at
Kih = =+ (g0 - Tmey,
a a

In functie de valoarea initiald a capitalului fix, a valorii maxime posibile
a investitiei /. si a ratei de amortizare 2 putem avea:

. - : : Imax Imax
1. O evolutie descrescatoare asimptotic spre —— pentru KE - —
a a
> 0;

max

. 1
2. O evolutie constantd Ki(7) = pentru g9 - /% =0

a

max

: : , 1
3. O evolutie crescitoare asimptotic spre pentru g0 - —/ < ()
F

si din relatia suplimentard evolutia capitalului circulant:

I I
K = Yo 1 (o Ty oy
k a a

F

Solutia este admisibildi doar daca verifici §i ecuatia de dinamica a
capitalului circulant, ceea ce e echivalent cu:
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1 1 1
Lt T bt SON — bt _ max \, -at _
U(ng,kYoe — K2 b Yhe"' + a( KO -, rerda
HrYhe" + D, +1

max max

ceea ce este evident un caz cu totul particular.
Concluzii

In urma analizei celor 41 de traiectorii rezulti ci 4 sunt neadmisibile
(12,13, 14 51 30) si 11 sunt foarte improbabile (15, 16, 17, 22, 23, 31, 32, 306, 39,
40, 41) analiza putand fi redusa, fara a pierde generalitatea, doar la restul de 26
traiectorii principale, care sunt sintetizate in tabelul de mai jos:

Conditii Solutia
laK,+ BK .= O, K., Y — sistem liniar cu coef. const.
F=vyI,D=0,
a=1b
2| akK.+ BK, = K, Y — sistem liniar cu coef. const.
O F=vyI,D=
D, a=1b
3lak.+ pK.= O, Ki)) = KO-, Y =0,
oarecatre, K@) = _Kg e+ g
Y=0 p B
41 F=yIl, D=0,Y K()=go¢",Y=0
=0
5 F= Y.IF’ D= D/}/ax’ K[(l‘) — KO '€7ﬂ'l‘, Y= O
Y=0 i
6laK.+ BK-= O, bkO
F=vyl, D afly — bkf + bka
oarecare, — afy—bkp+bka ay—bkp+bka
Y= AK:+ K) bkQ ye Wkaw T].e Wk |
afy —bkp + bka
KC = _ gKh + 2
B B
: Y= AEK+ K
M=yl D=0, 1 Ko (1) = A(K0).K0)
et K Ko () = AKO.K
r (1) = HK(2),K )
Y= k(K + K)
8|F=vy1,D=D,,, K (t) = fi(K(),K ()
Y=£kE+K)
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K, () = fKD.KAD)
Y = &K, + K)

YNaK.+ K= O,

— max + max . at
I = I/}/ax’ F = Y.IF’ F(I) ( ) ‘
D oarecare ] I
Y(Z‘) — /£ T max. + (YO 7/ /T max. )_6—/7‘;
b b
KC = _ EKF + g
B B
1001.=1,.,F=vyI, I A
F D O Y F: b(f) _ max 4 (KO B max )_g—af
a
I y-1
Y — ma)( + YO maX €/7/
Uk b ( b — )
K. () = ft, K(D)
WL =1_F=vyl,
s Ku(h) = LA (KD - )

.] y-1 '
Yl‘ — max + YO_ max '-Zl/
@ —b ( Yy )e

Ko (0) = fit, K(2)

18 aKI + ,BKC = Q, ' Y(f) = Yﬂ-g’///
D =0, I oarecare, K.(t) = AK + )
F=0 o)
KC = _ ZKF + g
p p
YaK.+ pK.= 0, Y(h) = Y
D=D,.,1I Ko () = 4K + 0
oarecare, F =0 0
KC =_ EKF + g
A p
2k, + pK.= T, BRCE
D =0, I, oarecare, K.(t) = AK() + B
F=0,Y=0 o)
KC = _ EKF + g
p p
2k + fK.= T, BRCE
D=D,,1I Ko () = 4K + B
oarecare, F =10, Y o)
=0 KC = - KK[ + g
B B
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2Ha K.+ K= O K@) = Koo
F=yI.=0,D o Q
oarecare K} = _ﬂ Ko + y
YU) — Y()_e—w
25| F=vy1.=0,D = K.} = Kg £
0 Y(l‘) = Y.t
Ko (1) =fit, K()
20| F = Y'II‘ = 0, D= KF(ZL) — Kg .e.g-z
Dﬂmx YU) — Y()_e—w
Ko () =i K(#)
Pk + fRe= O K () = KO-¢"
F=yI.=0,D

oarecare, Y =0

)= Lo+ 2
0 ; K° F;

Y(H =0

P8 F=y1.=0,D=[K () = g0
0,Y=0 Y =0
K (1) =fi K)
29\ =yl =0,D= Ki(2) = Kg T
D,.Y=0 Y@ =0
K (1) = fit, K()
PYak, + pK.= 0, I L
L1 . p  [O= (K] )
oarecare, I =0 Y() = Y050
Q a 1. I,
K(H)==-—]—— + 0 _ o
34[»21”7%,1):0,1—? ] ]
B Ki() =~ 4 (g - Iy
a a
YU) — Y()_e—w
KC (t) :_/(fa KF(f))
35 IF = I/}mx 5 D = I ] X -
D=0 K= "I (g - e
Y(l‘) =Y

Ko (0) = fit, K )
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37 IF = Imﬂx’ D = 0’ F Imax Imax -a-t
Sy =00 [Ke) =TI (O - ST
a a
Y() =0
381[‘7 = Imax’ D = Dmax’ _ Imax 0 max at
F=0,Y=0 Ki(?) = 7 + (KF - 7)'6’
Ke (1) = s Kih)
Y() =0

Din cele de mai sus se observi ca cele mai des intalnite evolutii posibile

ale capitalului fix se incadreaza tot in unul din cazurile studiate la situatia cu
concurenta perfecta, in care rezolvarea se reducea la o ecuatie liniard cu
coeficienti constanti.

Variantele sunt detaliate in continuare, In paralel cu reprezentarea

graficd a acestora, analiza celorlarte variante fiind ficutd pe cazuri particulare

) K= Ko

Reprezentarea graficd a evolutiei capitalului fix are forma din figura 9.

A K.
K
Ki)
!
O —
Figura 9
b) KF<l§ — max + (Kg _ max )'e—a‘z‘ §1 Kg > max
Reprezentarea grafica a evolutiei capitalului fix are forma din figura 10.
AK,
Ky
K
Imax ________________________________
a
4
O -

Figura 10
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Imax
o Ki)= .

Reprezentarea graficd a evolutiei capitalului fix are forma din figura 11.
AK.

1 Ki(7)

Figura 11

— [max 0 Imax -a't : 0 Imax
d) K@) = . (K - 7)'6 S Kp <,

Reprezentarea graficd a evolutiei capitalului fix are forma din figura 12.

AK,

max

Ky
0

| S

Figura 12

Cele mai intalnite evolutiile posibile ale datoriei firmei se incadreaza in
unul din cazurile:

Q) Y() =Y

Reprezentarea graficd a evolutiei datoriei firmei are forma din figura 13.
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1Y

Y,

Y

)
Y~

Figura 13

7'Imax

] ]
b) Y= L omex (- LAkl 3 Iy Y >

Reprezentarea graficd a evolutiei datoriei firmei are forma din figura 14.

AY
Y's
Y
7 ’ ]max ________________________________
b
12
O -
Figura 14
VA e 7 ey bt 7 ey
C Yf:—+Y0——-g 1Y0:
) Y0 b ( PR 5
Reprezentarea graficd a evolutiei datoriei firmei are forma din figura 15.
AY
oo 1 oy Y()
b
t
0 —

Figura 15
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vl y-I Y y-I
d YZL: max + YO_ max .bz Y0< max
) Y() — ( — )e s —

Reprezentarea graficd a evolutiei datoriei firmei are forma din figura 16.

AY
Y e |
b
Y()
YO' 7
O T
Figura 16

Traiectoria capitalului circulant este mult mai complicata, fiind
dependentd de mai multi din parametrii modelului si va fi studiatd pe cazuri
particulare.

Traiectorii multiple

Din analiza traiectoriilor rezultd cd unele traiectorii pot fi traiectorii
initiale doar in cazuri cu totul particulare si pot fi eliminate din analiza firi a
restrange semnificativ multimea cazurilor posibile.

De asemenea, traiectoria de pornire va fi in functie de valorile initiale
ale capitalului fix, capitalului circulant si a datoriei firmei.

Din analiza traiectoriilor rezulta cd unele traiectorii pot fi traiectorii
initiale doar in cazuri cu totul particulare si pot fi eliminate din analiza fird a
restrange semnificativ multimea cazurilor posibile.

De asemenea, traiectoria de pornire va fi in functie de valorile initiale
ale capitalului fix, capitalului circulant si a datoriei firmei.

Putem de asemenea sa consideram ca foarte improbabile traiectoriile in
care variabilele de decizie sunt pe limitele maxime posibile, aceste limite fiind
fixate in principal pentru a asigura solutia matematica analitica a modelului.
Desi traiectoriile pe care nu se platesc dividende par foarte probabile, tinand
cont de situatia foarte dificila a firmelor din Romania in perioada analizatd, in
care numai mobilizarea intregilor resurse ale firmei in activitatea firmei putea
asigura supravietuirea firmei, totusi nu trebuie uitat cd majoritatea firmelor mici
din Romania sunt de fapt foarte mici, majoritatea firme familiale, care
constituie singura sursi de venituri pentru proprietarii lor. In continuare vom
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accepta totusi aceste traiectorii dar cu amendamentul ci ele nu pot fi urmate de

firma decat perioade scurte sau foarte scurte de timp.

Din acest motiv, la analiza concatenaritatii traiectoriilor si structura
traiectoriei optime totale vom lua in considerare, ca traiectorii principale, doar

traiectoriile in care I()) <1,

siD() <D

max*

Daca tinem cont de consideratiile de mai sus raman in discutie doar 11
traiectorii care indeplinesc aceste doua conditii, din care doar patru indeplinesc

si conditia de a se plati dividende (traiectoriile 3, 6, 24 si 27).
Cele unsprezece traiectorii sunt listate in tabelul de mai jos:

Comenzi Variabile de stare
1|F=yI. |K Y —sistem liniar cu coef. const.
D =04 =aK,+ fK.= O
b
3 g: YIF K[(l‘) — K[(‘i .e—a-t, B
oarecate  |K (/) = %'Kg 4 %, akK.+ BK.= 0
Y =0,
4\F = yI, K% — ecuatie dif. neliniard
D=0 K= g2
Y =0
O =y bkO bkQ
D Ki()=[ +(Kp— )
afy —bkp + bka afy —bkp + bka
oarccarc afy-bkp+bker afy—bkp+bka
Lo Mk g Kikap
KC = _ ﬁKh + g
B B
Y() = (K + K
=yl K ¢ (1) = AKeD),K D)
D=0 .
K (1) = AK).K(2)
Y() = &K+ K
18D =0, 19)
1. oarecarelKc = - Z'KF + g
: - F B
F=0 )
K (t) = AK@) + f)
Y(#) = Y
20D =0, 1K, (1) = 4K + B
I o 0
oarecare, |K.=- —-K, + =
F=0 p 4
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Y()=0
PAF=1.=0 )
D " Kc(l‘) = _E.KO .e""f + g
g p
oarecare y
Ki(h) = Kg e’
Y() = Y
PIE=0 K (1) = At K@)
I,=0 4
-0 K= ge"
Y(?) = Y
27 = I =K.(h) = K}g ot
0, —
D Kc(f):-g']{g'e’“'t + 19
oarecare ﬂ ﬂ
Y() =0
PRE=0 K (0) = fir, K(2)
1,=0 I
D=0 K=K
Y() =0

Totusi, existand foarte multe cazuri posibile teoretic (cel putin cele 11
cele mai probabile de mai sus) este mult mai eficient sa studiem traiectoria
optima pe cazuri particulare.
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c) cazul discret in conditii de concurenta perfecta

Valorile variabilelor de stare si de comanda vor fi considerate ca in
figura de mai jos:

K%, K2, Y° Kr KL, YY K2, K2 Y? KiL, KO Y™ KL KLY
.- A J | J
t=0 e =1 . =2 +=T-1 +=T
I+, F*, D! 13, F* D* 1L, F" D"

Modelul matematic este in acest caz:
T Dl‘ KT_I_KT

max » ——+—F——¢

Ie.F.0 S0 (1+1) @+

t=1

Ki - K"+ Ko - KO == frlp@K +pKT)-a K -
Kt —rY'™-D'

K, —K*t=1.-aK

Yt _ thl — Ft B b‘thl

Imz'ﬂ S I It:' S I/}mx; Iwiﬂ < O < Imax'
0<Y' <A(K. + K.)
0<D'<D,,.

0< F' <y-1It

f;l.ad)nba/éa’y € (O’ 1)

a,p,p>0

Deoarece diny- I, = F' = 0 rezulti evident I, < I} aceastd conditie
nu mai este efectiva si va fi eliminata din sistem, prima si a patra conditie

putand fi scrise impreuna prin:

0< F'<yI, <yl

max

Prin inlocuirea variatiei capitalului fix in prima ecuatie de stare a
sistemului obtinem:

Ip-a K+ KE = KO = 0= plp@Kit + 6K -a K- K -
rY' ™ -D'
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R
K. - K3 =0-pp@K +pK-a K - KT —r Y+ 2K
-1, -D'
=
K = [f+A—fypfl K + [fa+ U —frpd- K" =1 =prY'™ = 1} =D’
Stistemul de ecuatii de stare ale sistemului devine:
Ke= I+ A=Al K+ o+ A= fpd K2 = (0= fr Y =
I, -D'
Ki=1,+(1-a K"
Y'=F'+01-pY™
fiind un sistem de ecuatii cu diferente finite de trei ecuatii si trei necunoscute
cu coeficienti constanti, comenzile fiind 7, F' si D'. Notind cu X’ vectorul
format cu cele trei variabile de stare K., Kj si Y' si cu U’ vectorul

variabilelor de comanda /., F' si D' putem scrie sistemul de ecuatii de stare

sub forma matriciala:

Ko\ (f+@=f)p-B fatQ-f)pa —@A-f)r) (K} (-1 0 L) ([

K; |= 0 1-a 0 ||Ki|+{1 0 O|F
Y’ 0 0 1-b y*J{o 1 0)D
sau:

X'=A4X"+BU
unde A si B sunt matricele sistemului:

f+A=f)-p-p fa+Q=-f)-p-a —(A=f)-r

A= 0 l-a 0 B=
0 0 1-b
-1 0 -1
1 0 O
0 1 O

Deoarece det(A4) = (1 —a)(1 = D)[f+ (1 - ipf] # 0 sidet(B) = -1 # 0
sistemul este controlabil si observabil, urmand si gasim acele comenzi care duc
la maximizarea valorii firmei pe intervalul de timp analizat.
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Pentru rezolvare, se poate folosi principiul lui Pantreaghin pentru cazul
discret, principinl lui Bellman (deoarece modelul se poate reduce la o problema de
programare dinamicd) sau cu metode de aproximare a solutiei optime (de
exemplu simulare, algoritni genetici sau refele neuronale).

Ultima metoda ofera avantajul aplicabilitatii la o clasa foarte largd de
cazuri concrete, oferd posibilitatea utilizarii unui numdr mare de variabile si
restrictii (necesare pentru a face modelul cat mai apropiat de realitatea
economica existentd la momentul analizei).

In cazul nostru, putem foarte usor construi un algoritm genetic de
rezolvare plecand de la urmitoarele observatii:

a) Valoarea finald a variabilelor de stare se poate exprima foarte usor in
functie de starea initiald a sistemului si de comenzile aplicate pe perioada de
timp analizata, deoarece avem un sistem de ecuatii cu diferente finite cu
coeficienti constanti, al carui termen general are forma:

N
X\r:AN_Xo + B'ZAN_k _Uk
k=1
deci starea finala va fi:
T
X'=A"X'+BY AU’
=1

b) conform acestui rezultat problema se poate scrie:

max
14, F'.D'

+

i D' K[+K[
t=1 (1+l)t (l+l)T

T
X'=A"X'+BY A" -U'

t=1
0< F' <yl <y,
0 Y' < k(Kp + K{)
0<D'<D

nax

Shar b kye (1)

a,p,p>0
Sau:
K +K!
max <D,1> + =L —c<
e P L+i)
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K K¢

KL | =A% K2 | + B(A, A, A){I, F, D"
Yy’ Y°

0<F <yl <vI,.

0<D<D

max

0<Y<AK, +K)

1
unde [ = ! ,t=1...,T
((i+1)tj

A= (Al.Tfl,Al.Tf2 s ey Al.l,Al.O) cu Al.k = coloana 7 din A% cui e {1,2,3},
£=0,.,T—1

D=, D.,D" I.=},I,.,I5), F= (P, .. F)

Y=Y, Y., Y, K.=(K) Ky, K2,.,KL), K. =
(K2, K& K2, KD

c) Rezolvarea se reduce la a gisi acei vectori D = (D', I, ..., DY, I.=
([}V ,I; peens ];), F = (F, F, .., F') din spatiul vectorial 911 care verificd
restrictiile:

0<F <y <y,
0<D<D,

0<Y<AK, +K)

. . . K, +K/ Tt
pentru care se obtine maximul expresiei <D, 1 > + ————,unde K si K.
’ L+
K¢ K.
se obtin din egalitatea: | K[ | =A™ K2 | + B-(A,, A,, A){,, F, D)".
Y’ Y°

d) Un algoritm genetic destinat rezolvirii problemei consta in generarea

. . . ar i~ L ...
unui numar mare de vectori (I, F, D) € R ce verificd setul de conditii:

0<F <yl <ylI,
0<D<D,,.

0<Y<AK, +K)

ax
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ca populatie initiald si apoi a unui numar foarte mare de populatii descendente
utilizand regulile de iIncrucisare si mutatiile clasice (sau specifice situatiei),
pastrand de fiecare data cea mai buna solutie obtinuta.

Pentru o populatie de pornire suficient de mare si dupa un numar
suficient de mare de generatii vom obtine o solutie suficient de apropiati de
cea optima.

Rezolvarea prin acest procedeu va fi facutd pe un caz particular in
paginile urmatoare.

d) cazul discret in conditii de concurentd imperfecta

Valorile variabilelor de stare si de comanda vor fi considerate ca in
figura de mai jos:

0 0 0 1 1 1 2 2 2 - -1 -1
Kp, K2,Y Ky K.Y K: KZ)Y KiL KL Y™ K KL YT
. A J o«
=0 e =1 e =2 r=T-1 +t=T
I+, F*, D! 1%, F* ,D? 1L, FT D"

Modelul matematic este in acest caz:

T Dl‘ KT +KT
max > 4L ¢
e FD = (1+1) @+

~

Kp = K"+ Ko = Ko" = (1=K K ) @K+ KT - a K -

I,<1I1,<I,; 1,<0<I,.
0< Y < k(KL + KL)
0<D' <D, _

0< F' <y I

Sba, b kye(0,1)
a,p,p>0
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Deoarece din y- I, = F' = 0 rezulti evident I, < I aceastd conditie

mm
nu mai este efectiva si va fi eliminata din sistem, prima si a patra conditie
putand fi scrise impreuna prin:

0< F' <y Il <yI,

nax

Prin inlocuirea variatiei capitalului fix in prima ecuatie de stare a
sistemului obtinem:

Ip -a K" + KL - K = (= p(K K (@ K+ K -a K-
K= rY™-D'

=
Ki - K& == pK Ky @K+ K -a Kt -K = r Y+
e K =1, -D'
fe—
Ke = Q- ppK K@K+ K -a KK = YK
a K- 1. -D'

Sistemul de ecuatii de stare ale sistemului devine:

K. = UK K -(1=prY ™ -1, -D'

KL=1I.+1-a K

Y'=F'+(1-bY™
fiind un sistem de ecuatii cu diferente finite de trei ecuatii si trei necunoscute,
comenzile fiind 1, F' si D".

Pentru rezolvare, se poate folosi principiul lui Pantreaghin pentru cazul
discret, principiul lui Bellman (deoarece modelul se poate reduce la o problema
de programare dinamica) sau cu metode de aproximare a solutiei optime (de
exemplu algoritmii genetici).

Ultima metoda oferd avantajul aplicabilitatii la o clasa foarte larga de
cazuri concrete, oferd posibilitatea utilizarii unui numar mare de variabile si
restrictii (necesare pentru a face modelul cat mai apropiat de realitatea
economica existentd la momentul analizer).

In cazul nostru, putem foarte usor construi un algoritm genetic de
rezolvare plecand de la urmatoarele observatii:

a) Valorile variabilelor de stare se pot exprima foarte usor in functie de
starea initiald a sistemului si de comenzile aplicate pe perioada de timp
analizatd, deoarece avem de calculat aceste valori dintr—o recurentd simpla de
ordinul intai, datd de sistemul de ecuatii de stare.
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b) conditiile pe care trebuie sa le indeplineascd variabilele de comanda
si cele de stare sunt usor de verificat, fiind inegalitati de ordinul intai fara
intarzieri.

¢) un algoritm genetic destinat rezolvarii problemei constd In generarea

. v . 3T . o e
unui numar mare de vectori (I, F, D) € R ce verificd setul de conditii:

O S F S Y.IF S ’Y.Iwax

0<D<D,,

0S F'+ (1=b Y™ <k +(1-ay K + UK K —(1-
NrY' -1, —D")

Acest set de vectori se poate obtine foarte usor astfel:

1. pentru fiecare moment # = 1,..,T se genereazd aleator un set de
comenzi pana se obtine o comanda care verifica:

0<F <yl <yI,.
0<D<D

max

0S F'+ (1=b Y™ <k +(1-ay K + UK K —(1-
NrY' -1, —D")

unde K, K&t si Y™ sunt deja cunoscute de la pasul anterior (£— 1).
2. Pe baza acestor comenzi se calculeazi valorile variabilelor de stare de
la momentul 7: K, ,K[,Y'

3. Odata obtinuta populatia initiald prin aplicarea procedeului de la
pasii 1 si 2 pentru toti # = 1,..,T se construiesc generatiile urmatoare de
populatii utilizand regulile de incrucisare si mutatiile clasice (sau specifice
situatiei), pastrand de fiecare data doar vectorii care indeplinesc setul de
conditii si completand vectorii eliminati (ca neindeplinind setul de conditii) prin
procedeul de la pasii 1 si 2.

4. se pastreaza de fiecare dati cea mai buna solutie obtinutd pana la
momentul respectiv.

Pentru o populatie de pornire suficient de mare si dupa un numar
suficient de mare de generatii vom obtine o solutie suficient de apropiati de
cea optima.

Rezolvarea prin acest procedeu va fi ficuta pe un caz particular in
paginile urmatoare.
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