Programarea liniara

Parametrizare

Sunt cazuri in care coeficientii unei probleme nu sunt cunoscuti, sau nu pot fi estimati cu
exactitate, sau nu sunt constanti, ei variind in functie de unul sau mai multi parametrii, dupa o lege
cunoscutd, care este mai mult sau mai putin complicata, putdnd lua valori intr-o multime oarecare,
finitd sau infinita, discretd sau continud, marginitd sau nemarginitd. Ne-ar interesa sa cunoastem,
pentru fiecare valoare posibild a coeficientilor, care este solutia optima a problemei, sau invers,
pentru fiecare solutie, care este multimea parametrilor pentru care aceasta raimane optima.

Este evident ca problema este atdt de complicatd incit nu se poate da o unica rezolvare,
aplicabild pentru orice multime a parametrilor si oricare ar fi legile de dependentd a coeficientilor
de parametrii.

Ne propunem sa facem rezolvarea doar pentru cazurile in care termenii liberi ai restrictiilor
sau coeficientii functiei obiectiv variaza liniar In functie de un singur parametru.

Cazul 1 Parametrizarea termenilor liberi ai restrictiilor

Asadar termenii liberi ai restrictiilor au forma:

bL)=b"+b'L < bW=b+b -1 i=1lm

. . 1 m . .
unde A € R este parametrul considerat iar b°, b' € R™ sunt doi vectori cu componentele constante
reale. Pentru rezolvarea problemei pentru orice A, vom parcurge urmatorii pasi:

Pasul 1. Se rezolvd problema pentru un Ao initial; presupunem cd exista cel putin un A
pentru care problema are solutie (altfel am avea un caz neinteresant) si in plus putem presupune ca
el este egal chiar cu 0, acest lucru putand fi aranjat eventual prin schimbarea de variabila:

A=Xo+p
si scrierea lui b sub forma:
b(w) = (b° +b'Ag) + b'-p.
Vom gési o solutie X si baza corespunzatoare By.

Pasul 2. Se calculeaza solutiile de bazd xp(A), corespunzatoare bazei gasite la pasul 1,
pentru A variabil:

xa(A) = By -b(2)

Deoarece valorile A; = cg B -a;—c¢; nu depind de A, ele sunt pozitive pentru orice A, nu

doar pentru Ao si deci solutia xg(A) va fi optima atata timp cat are toate componentele pozitive. Acei
A pentru care xg(A) > 0 reprezintd multimea valorilor parametrului pentru care baza By da solutia
optima.

Pasul 3. Se rezolva sistemul de inecuatii xg(A) > 0, a carui solutie va fi, tinand cont ca toate

inecuatiile sunt liniare, un interval E’F], unde A, poate fi si -oo iar A’ poate fi si +oo (in general,

pentru orice baza, multimea pe care solutia este pozitiva are aceastd forma si deci si multimea pe
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Bazele cercetarii operationale

care nu exista nici o baza cu solutia pozitiva va fi o reuniune de astfel de intervale, insd deschise si,
cum existd un numadr finit de baze, multimea numerelor reale va fi Impartita intr-un numar finit de
intervale, ca mai sus, pentru fiecare corespunzand o baza optima sau nici una. Se poate demonstra
ca intervalele pe care nu exista solutie sunt neaparat de forma (-0,a) sau (a,+o)). Deoarece B! este

inversabila, cel putin unul dintre 4, si A’ este finit. Fie A acesta.

Pentru A > A° , cel putin una din componentele solutiei de bazi corespunzitoare bazei By va

fi strict negativa. Este clar cd, pentru A > A’ , trebuie ciutati altd bazi optimi, daci aceasta existi.

Pasul 4. Reluim algoritmul, pentru o valoare a lui A aflatd in imediata vecinitate a lui A’ si

AL > A", astfel incat si ne situdm in intervalul imediat urmator intervalului [/10,/1_"]. Pentru gasirea

bazei corespunzitoare acestuia (sau pentru aflarea faptului ci nu existi nici o solutie pentru A > A" )
se aplica in continuare algoritmul simplex dual (deoarece toti A; > 0).

. . . 0 2 k . . . ..
Se obtine o succesiune de valori A’ <A' <A’ <...<A" = 4w si 0 succesiune de baze si solutii
optime asociate fiecarui interval.

Pasul 5. Reluam algoritmul pentru o valoare a lui A aflata in imediata vecinatate a lui 4 si A
<A, astfel incit sa ne situdm in intervalul imediat anterior lui &,FJ Pentru gasirea bazei
corespunzatoare acestuia (sau pentru aflarea faptului cd nu exista nici o solutie pentru A <A, ) se

aplica in continuare algoritmul simplex dual (deoarece toti A; > 0).
Se obtine o succesiune de valori A >4, >4, >...> A = -0 si 0 succesiune de baze si solutii

optime asociate fiecarui interval.

In acest moment, cunoastem, pentru fiecare valoare posibila a parametrului A, solutia optima
a problemei sau invers, pentru fiecare baza, care este multimea parametrilor pentru care aceasta este
optima si algoritmul este terminat.

Exemplu O intreprindere are gama sortimentala formata din 6 produse {P;/j = 1,6} pentru
fabricarea carora foloseste 3 materii prime {M; /1= 1,3}. Se cunosc:
a) disponibilurile din fiecare materie prima {bij(A) /i = 1,3}, care sunt dependente liniar de
un parametru A.
b) profiturile/1000 unitdti vandute din fiecare produs {cj/j = 1,6}.
c¢) coeficientii tehnologici {aj; / 1 = 1,3; j = 1,6} (a;; = cantitatea din materia prima 1i
necesara fabricarii a 1000 produse de tipul j)

toate date in tabelul de mai jos:

mat. prime prodieg Py P, P; Py Ps Ps Disponibil
M, 3 5 7 2 1 2 20 + 33X
M, 5 6 9 3 4 5 40 + 21
M; 7 8 10 3 2 8 60 + L
profit/1000 prod. 2 3 4 1 1 2

Se doreste gdsirea acelor cantitati {X;/j = 1,6} ce trebuie fabricate din fiecare produs, astfel
incat sa se obtind profitul total maxim.

Rezolvare Avem de rezolvat o problema de parametrizare a termenului liber, deci vom
aplica algoritmul de mai sus.
Se scrie problema de programare asociata si se aduce la forma standard:
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Programarea liniara

F.S.
max (2x; + 3x, + 4X3 + X4 + X5 + 2X¢) max (2x; + 3x; + 4x; + X4 + X5 + 2X¢)
3x, +5x, +7x, +2x, + x, +2x, <20+ 34 3x,+5x, +Tx, +2x, + x, + 2x, + 5, =20+ 31
5x, +6x, +9x, +3x, +4x, +5x, <40+21 | — |5x, +6x, +9x, +3x, +4x, +5x, +5,=40+21
7x, +8x, +10x, +3x, +2x, +8x, <60+ 1 Tx, +8x, +10x, + 3x, +2x, + 8x, + 5, =60+ 4
X1, X2, X3, X4, X5, Xg > 0 X1, X2, X3, X4, X5, X6 2> 0

Pasul 1. Rezolvdm problema pentru A = 0 si obtinem baza optima:

1 25
B=(as,a6,a2)=4 5 6
2 8 8
4 12 13
31 31 62
L 10 180 50 ) | . o -t 70 .
solutia optima xg = | —,—,— |, inversa bazei B~ = | ~ - si ultimul tabel simplex:
31 31 31 31 31 31
11 2 3
31 31 62
2 3 4 1 1 2 0 0 0
Cp XB XB X1 X2 X3 X4 X5 X6 S Sy S3
10 5 15 17 4 12 13
1 xs | — | — 0 i — 1 o -- = =
31 62 31 62 31 31 62
180 14 9 2 10 1 7
2 | x| —| — 0o -— -= o0 1 - = =
31 31 31 31 31 31 31
50 25 44 23 11 2 3
30 x| =] = 1 - = 0 o — -= -=
31 62 31 62 31 31 62
520 6 5 8 9 4 3
= = 0 - = 0 0o — - =
31 31 31 31 31 31 31

Pasul 2. Se calculeaza solutia de baza corespunzétoare bazei optime pentru A oarecare:

4 12 13
S 0,1,
31 31 62| (20+31 31 62
w1 7
180 25
xs(M)=B'bM) ="~ T ||40+24|=| —-=14
B() () 31 31 31 31 31
1m 2 3 60+ 4 50 55
— = —— —+—1
31 31 62 31 62
Pasul 3. Se rezolva sistemul de inecuatii xg > 0:
10 11
—+—420
31 62
180 25 20 36 20 — 36
w20 < —-—120 > he|-—,— | =>4, =-— siA=—
31 31 11 5 — 11 5
50 55
—+— 120
31 62

84
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Pasul 4. Se observi ci pentru A aflat in imediata vecinitate a luiA° si A > A" vom avea o
singurd variabild negativa si anume X¢. Pentru un astfel de A, solutia corespunzatoare bazei B este
dual admisibila si, aplicand algoritmul simplex dual, aceasta va fi scoasa din baza si inlocuita cu xj.
Se obtin:

4 12 13
31 31 62
1 75 . 10 1 7
— noua baza B = (as, a3, ap) = iB =\~~~
(as,a5,2)=4 9 6|53 31 31 a3l
2 10 8 11 2 3
31 31 62
— noua solutie:
4 12 13
o = _= 7
3131 62| (20434 10-—4
| 10 1 7 5
M) =B bA)=|"T "~ T |[[|40+24|=|-20+=2
31 31 31 9
m 2 3 60+ 4 55
— = -= 30-—=2
31 31 62 18
— noul tabel simplex corespunzator noii baze:
2 3 4 1 1 2 0 0 0
Cp XB XB X1 Xs X3 X4 X5 X6 S1 Sy S3
7 5 1 5 2 1 1
1 Xs 10 -—2 — 0 0 — 1 - -— - —
6 6 6 3 3 3 6
25 14 2 3110 1 7
4 X3 | =20+ — 2| - — 0 1 — o -— — - -—
9 9 9 9 9 9 9
55 47 1 44 1 219
3 X2 | 30-—24 | — 1 0 — 0o — -— - =
18 18 18 9 9 9 18
7 4 2 5 1 1 2
20+—-2| — 0 o = o = - - =
9 9 9 9 9 9 9
— noul interval pe care este optima noua baza:
7
10-—42>0
6
25 36 60 — 36 . — 60
—20+—120 2> Ae|—— | =2A"=—sil=—
9 5 7 5 7
55
30-—A120
18

Reluand algoritmul vom obtine succesiv intervalele si solutiile urmatoare:

—15+1/1
4

60 140 10 5
—_—, B=(a7,a3,a2) XB — —?+g/1
35 11
= _=2
3 12
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270 s
11 2
140 80
2. he —,+® B= (37, asz, 35) XB = —
11 11
0.1
11 2
n R . 20 .
Pasul 5. Incepand inapoi de la A, = - — obtinem:
— 11
20 11
-=-—2
3 3
20 40 10
1. L e —4,—— B=(a5,a6,a9) XB — —+—A
11 3 3
100 55
3 3
r 20 . 20+ 34
2. he|-—.,-4| B=(as,as,a9) xg=| —40-104
L 3 20-54
I 20] . .. o
3. A e |-ow,——| -sistemul nu are solutii admisibile.
L 3

La marginile intervalelor problema va avea cel putin doud solutii de baza si, deci, o infinitate
de solutii optime (toate combinatiile convexe dintre acestea).

In concluzie, daca:

0] .. o . . g .
A —) disponibilul din M, ar fi negativ, caz fara sens economic.
3

I . .

— A € | ——.,—-4 | Intreprinderea va fabrica doar produse de tipul Ps
3

i 20| . . . . :

— A € | —4,—— | iIntreprinderea va fabrica doar produse de tipul Ps si P¢
11

[ 20 36 , . : :

— A € | -—,— | intreprinderea va fabrica doar produse de tipul Ps, Ps s1 P>
1 5 |

36 60 | , , : .
- Ae|—, —:| intreprinderea va fabrica doar produse de tipul Ps, P; si P,

|5 7

60 140 | , , , .
- L€ ——:l intreprinderea va fabrica doar produse de tipul P; i P,

7 11

[ 140 ) , , . .
- Ae|— ,+oo) intreprinderea va fabrica doar produse de tipul P; si Ps

11
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Cazul 2 Parametrizarea coeficientilor functiei obiectiv

Asadar, coeficientii functiei obiectiv au forma:
cM=c"+c'h < ¢=cj+c;-A j=Ln

. . 1 n . .
unde A € R este parametrul considerat iar ¢, ¢! eR" sunt doi vectori cu componentele constante
reale. Pentru rezolvarea problemei pentru orice A, vom parcurge urmatorii pasi:

Pasull. Se rezolva problema pentru un A initial; presupunem ca existd cel putin un A pentru care
problema are solutie (altfel am avea un caz neinteresant) si in plus putem presupune ca el
este egal chiar cu 0, acest lucru putand fi aranjat eventual prin schimbarea de variabila:

A=hotp
si scrierea lui b sub forma:
c(u) = (c"+c'hg) + ¢l
Vom gasi o solutie X, si baza corespunzatoare By.

Pasul2. Se calculeaza Aj(A) corespunzatori bazei gasite la pasul 1, pentru A variabil:
A0 = ¢, (2)-By' - A — ()

.. o - -1 .
Deoarece componentele solutiei de baza corespunzatoare xg = B -b nu depind de A, ele

sunt pozitive pentru orice A, nu doar pentru A si solutia xg va fi optima atata timp cat toti Aj(A) = 0.
Acei A pentru care Aj(A) = 0 reprezinta multimea valorilor parametrului pentru care baza B, da
solutia optima.

Pasul3. Se rezolva sistemul de inecuatii Aj(A) > 0, a carui solutie va fi, tindnd cont cd toate

inecuatiile sunt liniare, un interval |4,, /10], unde A, poate fi§i -0 iar A" poate fi si +oo

(in general, pentru orice bazd, multimea pe care Aj(A) > 0 are aceastd forma si, deci, si
multimea pe care nu exista solutie optimd va fi o reuniune de astfel de intervale, nsd
deschise si, cum existd un numar finit de baze, multimea numerelor reale va fi impartita
intr-un numar finit de intervale, pentru fiecare corespunzand o bazd optima sau nici una.
Se poate demonstra ca intervalele pe care nu exista solutie optima sunt neaparat de forma

(-o0,a) sau (a,+0)). Deoarece B este inversabili, cel putin unul dintre A, s A’ este finit.

Fie A° acesta.

Pentru A > A° cel putin unul dintre Aj(A) corespunzitori bazei By va fi strict negativ. Este
clar ci pentru L. > A’ trebuie ciutatd altd baza optima, daci aceasta exista.

Pasuld4. Reluim algoritmul pentru o valoare a lui A aflatd in imediata vecinitate a lui A° si A > A° ,
astfel incat sa ne situdm in intervalul imediat urmdtor intervalului I.ﬂi’ A° J Pentru gasirea

bazei corespunzatoare acestuia (sau pentru aflarea faptului ca nu existd nici o solutie

optimi pentru A > A’ ) se aplicd in continuare algoritmul simplex primal (deoarece xp > 0).
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Programarea liniara

Se obtine o succesiune de valori A’ <A' <A’ <...< A" = +o0 si 0 succesiune de baze si solutii
optime asociate fiecarui interval.

PasulS. Reludm algoritmul pentru o valoare a lui A aflatd in imediata vecindtate a lui 4, siA <A,

astfel incat sa ne situdm 1n intervalul imediat anterior lui [/10,/10]. Pentru gasirea bazei

corespunzatoare acestuia (sau pentru aflarea faptului cd nu existd nici o solutie optima
pentru A < A4 ) se aplicd in continuare algoritmul simplex primal (deoarece xg > 0).

Se obtine o succesiune de valori 4, >4, >4, >...> A, = -0 si 0 succesiune de baze si solutii
optime asociate fiecarui interval.

In acest moment, cunoastem, pentru fiecare valoare posibild a parametrului A, solutia optima
a problemei sau invers, pentru fiecare baza, care este multimea parametrilor pentru care aceasta este
optima si algoritmul este terminat.

Exemplu Analizam cazul aceleiasi intreprinderi in cazul in care disponibilul din fiecare

materie primd ramane constant dar profiturile variaza in functie de un parametru u, acestea fiind
date in tabelul de mai jos:

mat. prime produsg P P, P; P, Ps Ps Disponibil
M; 7 8 10 3 2 8 60
profit/1000 prod. | 2+4p | 3+3p | 4+2u | 1+4p | 1+2u | 2+3p

Rezolvare. Avem de rezolvat o problema de parametrizare a coeficientilor functiei obiectiv,
deci vom aplica algoritmul de mai sus.

Se scrie problema de programare asociata si se aduce la forma standard:

F.S.
max [(2+4p)x; + 3+3u)x; + (4+2u)x; + max [(2+4p)x; + B+H3p)x; + (4+H2p)x; + (1+4p)xy
(I+4wxs + (14+2p)xs + (243W)Xe] + (12p)xs + (2+3p)Xe)

3x, +5x, + 7x, +2x, +x, +2x, <20 3x, +5x, +7x, +2x, + x, +2x,+ 5, =20
5x, +6x, +9x, +3x, +4x, +5x, +5, =40

Tx, +8x, +10x, +3x, + 2x, +8x, + s, = 60

5x, +6x, +9x, +3x, +4x, + 5x, <40
7x, +8x, +10x, + 3x, + 2x, + 8x, <60

X, X2, X3, X4, X5, X 2 0 X1, X2, X3, X4, X5, X6 2 0

Pasul 1. Rezolvam problema pentru p = 0 si obtinem baza optima:

1 25
B=(as26,2)=|4 5 6
2 8 8
4 12 13
31 31 62
o 10 180 50 . |t Ty .
solutia optima xg = | —,—,— |, inversabazeiB" = | =~ ~ si ultimul tabel simplex:
’ 31 31 31
31 31 31
11 2 3
31 31 62
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2+4pn 3+3pn 4+2pn 1+4p 142 2+3u 0 0 0

CB XB XB X1 X2 X3 X4 Xs Xg S S» S3
10 5 15 17 4 12 13

1+2p| x5 | — — 0 — — 1 0 - — - _=
31 62 31 62 31 31 62

180 14 9 2 10 1 7

2+3H X6 _— — 0 - — - — 0 1 _— _ -
31 31 31 31 31 31 31

50 25 44 23 11 2 3

3+3l.,l X2 — — 1 —_— — 0 0 — _
31 62 31 62 31 31 62

520 6 5 8 9 4 3

— — 0 — — 0 0 — — -

31 31 31 31 31 31 31

Pasul 2. Se calculeazd A; corespunzdtori bazei optime, pentru p oarecare:

A = cl(u) By A —c(w) =

6 79 5 73 8 157 9 5 4 15 3 7
= _—_[U,0,_+_ﬂ,_—_l[l,0,0,___ﬂ,_+_ﬂ,_+_ﬂ,
31 62 31 31 31 62 31 31 31 31 31 62

Pasul 3. Se rezolva sistemul de inecuatii xg > 0:

6 79

———u=0

31 62

5 73

—+—uz0

31 31

8 157 0

5 16 5 16

A(M)ZOC><3; 62 :>“E|:__,_:|:>,U:__ SIIUO:_

__iﬂ>0 73 157 — 7 157

31 31

4 15

—+—u20

31 31

3 7

—+—u=20

31 62

Pasul 4. Se observa ca pentru u aflat in imediata vecinatate a lui ,uo sip> ,uo vom avea un

singur A; negativ si anume A4. Pentru un astfel de p, solutia corespunzaitoare bazei B este primal

admisibila si, aplicand algoritmul simplex primal, x4 va fi introdusa in baza si inlocuitd cu xs. Se
obtin:

8 24 13

17 17 17

2 2 5 1 6 1 3

— noua baza B = (a4, a¢, a5) = iB'=|""7- — —
(a4, as, a2) 3 5 615 7 17 17

3 8 8 9 10 4

17 17 17

— noua solutie:
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8§ 24 13
17 17 17
. 6 1 3
x3=Blb=|-T — —
17 17 17
9 10 4
17 17 17

— noul tabel simplex corespunzator noii baze:

20
40
60

20

17
100

17
20

17

Programarea liniara

24+4p 3+3p 4+2p 14+4p 1+2p 2+3p 0 0 0
Cp XB XB X1 X2 X3 X4 X5 S S» S3
20 5 30 62 8 24 13
L+4p | x4 — 0 — — - — — - —
17 17 17 17 17 17 17
100 8 3 4 6 1 3
2+3u| X6 | — — 0 -— 0 — -— — —
17 17 17 17 17 17 17
20 5 13 23 9 10 4
34+3u| x2 — 1 — - — — - — —
17 17 17 17 17 17 17
2 9 5 116 16 157 723 4 6 5 31
———u 0 -—+— 7 O —-——+—u — g -+ —u— -
17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17
— noul interval pe care este optimd noua baza:
2 9
———u =0
17 17
5 116
17 17
16
by ﬂﬂ >0 16 5 — 16 L 5
7 23 Y 157 31 157 31
— =y
17 17
4 69 > 0
- —+ —u 2
17 17
5 31 -
— >
17 17

Reluand algoritmul vom obtine succesiv intervalele si solutiile urméatoare:

(5 3 >
. pne —,—:| B = (a4, a6, a9) xp=1 5
(315 5
r 8
2. pne|—,+o | B=(as,as,a9) xp=| 4
L5 28
. o . 5 )
Pasul 5. Incepand inapoi de la g, = — — obtinem:

73
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Bazele cercetarii operationale

5 5

3. he|-—-2| B= =
€ [ e 73} (a3, as, a2) xB

W N W

20

17
100

17
20

17

20

17
100

17
20

17

6
4, k S |:——,—i4:| B=(a3, ae, a9) XB =

6
5. he |:— 2,——:| B= (8.3, ag, 8.9) XB =
17

0
6. Ae [— oo,—2] B =(a7,ag,a9) xp=10
0

La marginile intervalelor, problema va avea cel putin doua solutii de bazd si, deci, o
infinitate de solutii optime (toate combinatiile convexe dintre acestea).

In concluzie, daca:

20 . o ) . - )
- A€ | -ow,- —) disponibilul din M, ar fi negativ, caz fara sens economic.
3

20 . . . .
— A €| ——.,-4 | Intreprinderea va fabrica doar produse de tipul Ps.

| 3

20, . . .
- Ae | -4, —:l intreprinderea va fabrica doar produse de tipul Ps si Pg.

11

20 36, , , , ,

— A € | -—,— | intreprinderea va fabrica doar produse de tipul Ps, P¢ si P.
11 5

36 60 | , , . .
- Ae|—, —:| intreprinderea va fabrica doar produse de tipul Ps, P3 si P,.

|5 7

60 140 | , , . .
- A€ ——:l intreprinderea va fabrica doar produse de tipul P; si P,.

| 7 11

40 ) . . .
- A€ —,+ooj intreprinderea va fabrica doar produse de tipul P; si Ps.

11
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	Parametrizare
	toate date în tabelul de mai jos:


