CAPITOLUL I

PROGRAMARE LINIARA

1. Forma generala a unei probleme de programare liniara

Problemele de maxim si de minim apar frecvent in cele mai diferite
domenii ale matematicilor pure sau aplicate.In domeniul economic, asemenea
probleme sunt foarte naturale. Astfel, firmele incearca sa maximizeze
profiturile sau sa minimizeze costurile. Expertii in planificare macroeconomica
se preocupd de maximizarea bundstirii unei comunititi economico-sociale.
Consumatorii doresc sd cheltuiascd venitul lor intr-un mod care sd le
maximizeze satisfactia (de naturd materiala dar si spirituald etc.)

Programarea liniara se ocupd de o clasd speciald de probleme de
optimizare care apar deseori in aplicatiile economice. Aceste probleme constau
in maximizarea sau minimizarea unei functii /iniare, numita functie obiectiv,
ale carei variabile trebuie sa satisfaca:

e un sistem de relatii date sub forma unor ecuatii si / sau inecuatii
liniare nestricte, denumite generic restrictii,
e cerinta de a lua numai valori numerice nenegative (=0).

1.1 Exemple

1) Problema firmei. Consideram un sistem de productie, de exemplu o
firma, care produce n bunuri Gy,Go....,G, utilizdnd pentru aceasta m categorii
de resurse R;,Ry,...,R,, (materii prime, fortd de munca, capacititi de productie,
combustibili si energie etc.). Adoptdm ipoteza ca tehnologia de transformare a
resurselor in bunuri este /iniara in sensul ca:

e Pentru fiecare bun, consumul dintr-o anumita resursa este direct
proportional cu cantitatea produsa.

¢ Consumurile dintr-o resursa sau alta nu se conditioneaza reciproc.
Fie atunci a;; cantitatea din resursa i utilizatd pentru producerea unei unitti din
bunul G;. Fie deasemeni b; cantitatea disponibild din resursa R; si ¢; pretul (sau
profitul) unitar al bunului G;.



2 I. PROGRAMARE LINIARA

e Pretul unui bun nu depinde de cantitatea produsa si nici de situatia
vanzdrilor celorlalte bunuri.

Problema consta in determinarea unui program de fabricatie care sa
maximizeze venitul (sau profitul) firmei.

Sd notdm cu x; cantitatea din bunul G; care urmeazd a fi produsa.
Problema enuntata mai inainte devine:

Sa se gaseasca valorile numerice x,x,...,x, care maximizeaza functia:
f =cx +c,x,+..4C,X,
cu satisfacerea restrictiilor:

a,x, +a,x,+- +a,x, <b
Ay X, +AypXy +-+ a,,x, <b,

a, x, +a,x,+--+a, x <b

si a conditiilor de nenegativitate:
1 20,x,20,--x,20

Observatie: Ipotezele de liniaritate facute nu sunt verificate
intotdeauna 1n practica. Ratiunea lor este dubla:

¢ conduc la modele matematice n general simple;

e pe baza modelelor liniare se pot formula concluzii calitative si
legitati economice care isi mentin valabilitatea - in anumite limite - si Intr-un
context neliniar.

2) Problema dietei a devenit o ilustrare clasica a programadrii liniare,
fiind Intalnita In mai toate textele de specialitate. Ea se ocupa cu hranirea unei
colectivitati, sd zicem un grup de militari, In cel mai economic mod cu conditia
satisfacerii anumitor cerinte de nutritie. Mai concret, este vorba de a prepara un
aliment complex pornind de la n sortimente de hrand Fy,F»,....F,. Un numar de
elemente sau principii nutritive Nj,N,...,N, - proteine, glucide, grasimi
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calciu,ctc. sunt avute In vedere 10 sensul ca alimentul combinat irebuie
sa

contind cel putin by,by,...,b, unititi specifice din fiecare. S& presupunem
cunoscute urmatoarele:

e cantitatea a; din principiul nutritiv N; continutd intr-o unitate din
tipul de hrana Fj;
e pretul unitar ¢; al tipului de hrana F;.

Notadm cu xj,xp,...,x, cantitdtile din felurile de hrand F,F,,... F, care
trebuie cumparate in vederea elaborarii dietei. Formal, x;,xs,...,x, vor trebui
determinate astfel incat:

e costul f =cx +c,x,+..+c,x, al alimentelor cumpdrate sa fie
minim.

e amestecul sd contind principiile nutritive Nj,N»,...,N,, in cantitati cel
putin egale cu by,by,...,b,,, adica:

a,x, +a,x,+..+a,x, 2b
Ay X, +ApXy + ...+ a,,x, 2b,

Din nou au fost tacit utilizate ipotezele de liniaritate intdlnite si in modelul
precedent.

1.2 Solutii admisibile ale unei probleme de programare liniara

Consideram o problemd de programare liniard (P) cu m restrictii
egalitdti si/sau inegalitdti nestricte , n variabile si cu functia obiectiv f. Un
ansamblu de »n valori numerice care satisfac restrictiile se va numi solutie a
programului (P). Daca 1n plus sunt verificate si conditiile de nenegativitate,
ansamblul se numeste solutie admisibila. O solutie admisibila care
maximizeaza sau minimizeaza - dupd caz - functia obiectiv se va numi solutie
optima. Notand cu o4 multimea solutiilor admisibile , problema (P) se scrie:
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Sd se determine x € A cu proprietatea: f{x ) =max sau min f(x)
xe

Este posibil ca (P) sa aibe solutii dar nici una din ele sa fie admisibila:
4 = &. Spunem 1in acest caz ca problema (P) este incompatibila .Chiar daca
H # O, este posibil ca functia obiectiv sd fie nemarginita pe 4 , adica sa
existe

un sir de solutii admisibile dealungul céruia functia obiectiv sd tinda spre + o
sau -oo, dupi caz. In aceasta situatie vom spune ci (P) are optim infinit. Daci
(P) are (cel putin) o solutie optima, zicem ca (P) are optim finit.

Deoarece eventualele restrictii inegalitati sunt nestricte multimea —#
este inchisa (in topologia uzuala a spatiului R"), adicd o data cu un sir
convergent de puncte contine §i limita acestuia. Aceastd proprietate este
esentiala pentru existenta unei solutii optime a problemei (P)! Conform unui
rezultat clasic al analizei matematice, dacd =4 este marginitd, atunci f 1si
atinge efectiv extremele pe =4, si deci (P) are optim finit. In consecinta, daca
(P) are optim infinit, cu sigurantd -4 este nemarginitd. Reciproca nu este in
general adevarata: este posibil ca &4 sa fie nemarginita si totusi (P) sa aibe
optim finit.

1.3 Forma canonica a unei probleme de programare liniara

O restrictie a unei probleme (P) de programare liniarda se zice
concordanta dacd este o inegalitate de tipul "<" cand functia obiectiv se
maximizeaza si de tipul ">" cand functia obiectiv se minimizeaza.O restrictie
inegalitate care nu este concordantd se va numi neconcordantd. Restrictiile
egalitati nu fac obiectul acestei clasificari.

Spunem cad o problema de programare liniard este in forma canonica
daca toate restrictiile ei sunt inegalitati concordante.

In consecintd, o problemi in forma canonici de maximizare arata astfel:

=

a.x. <b i=1,....m
i J i 2t Ax<b

x. 20 j=1..,n sau matricial x2>0 unde:

J

(max) f = cx

(max) f = icjxj
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a,, 4 o 4y, b, X
a, dy a,, b, X,
A= . b=| . X =
a ml a m2 a mn bm xn
c= [c1 c, cn]

O problema in forma canonicd de minimizare se va scrie:

A% 20, Ax>b

xJ.ZO = x>0

(min) f* = cx

1N

J

(min)f = Ye,x,

De exemplu, problema firmei (1.1, exemplul 1)) este o formd canonicd de
maximizare in timp ce problema dietei (1.1, exemplul 2)) este o forma
canonica de minimizare.

Orice problemd de programare liniard se poate pune sub o forma
canonica de maximizare sau minimizare, fard modificarea multimii solutiilor
admisibile, observand ca:

e 0 egalitate se poate inlocui cu doua inegalitati de sens contrar;

e o restrictie neconcordanta devine concordanta prin inmultire cu -1;

o putem schimba sensul optimizarii functiei obiectiv, gratie formulei
generale:

)?éiﬁf(XF—xea [~/ ()] (1.3.1)
In consecintd, putem face anumite rationamente teoretice pe o forma canonica,
ca de exemplu in teoria dualitdtii liniare, fard ca prin aceasta sa restrangem
generalitatea.

Exemplul 1.3.1
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(max) f = 2x, —3x, +4x, (min)(—f) = =2x, + 3x, — 4x,
X, —3x, +5x;=2 3

X, — 3x, +5x;, =3
3x,+ x, 5 =
2x, + x; <10

x,20,x,20,x; 20

-x, +3x, = 5x,2 -3

\%

3x, + x, = 5
- 2x, - x;,2-10

x,20,x,20,x;20

Programul (P) Forma canonica de minimizare
a programului (P)

1.4 Forma standard a unei probleme de programare liniara

Spunem cad o problema de programare liniara este in forma standard
dacd toate restrictiile ei sunt egalitati. Importanta acestei forme particulare
rezulta din faptul ca metoda de rezolvare a problemelor de programare liniara
care va fi expusa mai departe cere ca problema sa fie in aceasta prezentare.

In consecinti, o problema (P) care are si restrictii inegalitati va fi
inlocuitd - In vederea rezolvarii ei - cu o alta in care toate restrictiile sunt
egalitati. Noua problemd, numitd forma standard a problemei (P) si notata
(FSP), se construieste astfel:

o O restrictie inegalitate din problema originala (P) de tipul "<"
(respectiv de tipul ">") se transforma in egalitate prin adaugarea (respectiv
prin scaderea) unei variabile nenegative din membrul sau stang.

o Restrictiile inegalitati nu se modifica.

e Noile variabile introduse nu apar in functia obiectiv a problemei
originale (alternativ, spunem ca ele apar cu coeficienti nuli)

Exemplul 1.4.1

(max) f = 7x, +9x, +8x, (max) f =7x, +9x, + 8x;,
5x,+2x, — x; 24 S5x, +2x, — x;—x, =4
(P} 3x,+ x,+ x3=5 —> (FSP)y 3x,+ x,+ x, =5
X, +2x, +3x; <9 x, +2x, +3x, +x,=9
x,20,x, 20,x;, 20 x;20,j=1...5
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Problema care aparc in acest COntext este aceea de a explica modul In care se
obtine solutia optima a problemei (P) daca se cunoaste solutia optima a formei
sale standard (FSP).
Se poate arata usor ca intre multimile de solutii admisibile —4p ,ale problemei
(P) si —Arsp, ale problemei (FSP), existd o corespondenta bijectiva care
conserva solutiile optime. Vom arata cum functioneaza aceastd corespondenta
pe exemplul precedent.

Notand-o cu @, aceasta va asocia unei solutii admisibile x = (X,,X,,X3)

a problemei (P) vectorul:

O(X) = (X, ,X,,X;, 5%, + 2%, — X, —4,9— X, — 2%, — 3%,)

care prin constructie se dovedeste a fi o solutie admisibild a problemei (FSP).

~ o~ o~ o~ ~

corespondenta inversd @' ii asociaza vectorul (x,.,X,,X,) care satisface Tn mod
clar restrictiile problemei originale (P). Dacd Xx este solutia optima a
problemei (P) atunci @(X ) este solutia optima a problemei (FSP) si reciproc,
dacd cunoastem solutia optimd X a problemei (FSP) , ®'(X) reprezinti
solutia optima a problemei (P).

In problemele concrete, variabilele de abatere au interpretdri
economice precise asa ca 1n analiza solutiei optime valorile lor vor fi luate in
considerare laolaltd cu valorile variabilelor originale. Astfel, in problema
firmei (1.1, exemplull)) variabilele de abatere x,+;, Xy+2,...,X,+, definite prin:

reprezintd cantitati de resurse neconsumate $i prin urmare cunoasterea
valorilor lor in solutia optimd oferd indicatii utile in analiza modului in care
sunt utilizate resursele firmei: materii prime, capacitdti de productie, forta de
munca, etc.
In problema dietei (1.1,exemplul 2)) variabilele de abatere:
n
X, = Zlaijxf -b, i=1..m
i

reprezintd cantitatile de principii nutritive cu care sunt depdsite nivelele
minimale specificate in reteta.
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1.5 Rezolvarea grafica a problemelor de programare liniara

Sa consideram problema:

(max) f = 3x, +4x,

—3x, +4x, <12
X+ x, <6

-2x,+ x, < 2

x,20,x,20

Identificam x; , x, cu abscisa, respectiv ordonata unui punct din planul raportat
la un sistem ortogonal de axe. Este cunoscut faptul cd multimea punctelor din
plan ale cadror coordonate satisfac prima restrictie coincide cu unul din
semiplanele determinate de dreapta d; de ecuatie -3x;+4x,=12. Mai precis,este
vorba de semiplanul care contine originea (0,0) , deoarece coordonatele
acesteia satisfac evident prima restrictie. In mod analog, urmitoarele restrictii
sunt verificate in semiplanele determinate de dreapta d, de ecuatie x;+x,=6 si
respectiv ds de ecuatie -2x;+x,=2 si care contin originea. In fine, conditia x;>0
are loc in semiplanul “din dreapta” axei verticale, in timp ce conditia x,>0 are
loc “deasupra” axei orizontale.

Solutiile admisibile ale problemei se identifica cu punctele comune
celor cinci semiplane. Acestea formeaza interiorul si frontiera poligonului
OABCD din figura 1.5.1.

Xt =24

F223%
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Figura I.5.1

Functia obiectiv determind - pentru f variabil - o multime de drepte
paralele care intersecteaza sau nu multimea —#% Astfel punctele situate pe
dreapta 3x,+4x,=12 reprezinta diferite combinatii ale marimilor x;, x, care dau
functiei obiectiv f aceeasi valoare 12. Intrucat aceasti dreapta taie —% rezulta
ca problema are solutii admisibile - chiar o infinitate - care oferd functiei
obiectiv valoarea 12. Dreapta 3x;+4x,=24 nu mai taie ¥ si deci nici o solutie
admisibild a problemei nu este capabild sa asigure functiei obiectiv valoarea
24. Conchidem ca maximul functiei f este “undeva” intre 12 si 24. Se observa
usor ca acest maxim se atinge in varful Cal frontierei lui % Punctul C
este

intersectia dreptelor d; si d, si deci coordonatele sale, care reprezintd solutia
optima a problemei, se determind rezolvand sistemul format din ecuatiile celor
doud drepte. Se gaseste x, =2, x, =2 maximul lui / fiind 222. Solutia
optima satisface cu egalitate primele douad restrictii §i cu inegalitate stricta pe
ceea de a treia.

In mod aseminitor se aratd ci daci functia de maximizat ar fi fost

f = - x;+x; atunci optimul ar fi fost atins in varful B de coordonate x;=4/5,
x=18/5 .

Examinand acest exemplu putem trage urmatoarele concluzii:

1. Multimea =¥ este convexa, adica o data cu doua puncte contine §i
segmentul care le uneste. O consecinta intuitiva a acestei proprietdti este ca
solutia optimd, daca exista, se gaseste “undeva” pe frontiera lui —¥.

2. Frontiera lui =¥ este un contur poligonal cu un numar finit de
vdrfuri §i o solutie optima se gaseste neaparat intr-unul din ele.

Aceste concluzii, care se confirma pe orice altd problema in doud sau
trei variabile (multimea solutiilor admisibile putand fi “vizualizata*“ in planul
R? sau spatiul R®) au constituit sursa intregii teorii a programarii liniare.



