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2. Dualitatea in programarea liniara

In principiu, oricirei probleme de programare liniard i se asociazi o
alta, numita duala sa si in esentd feoria dualitatii constd in studiul relatiilor
dintre cele doud probleme. Fireste, constructia problemei duale depinde
nemijlocit de structura problemei initiale denumitd si problema primala.
Intotdeauna sensul optimizirii in cele doud probleme este diferit: dacd in
primald functia obiectiv se maximizeazd (se minimizeazad) in duald functia
obiectiv se minimizeaza (se maximizeaza). Studiul si interpretarea economica a
problemei duale aduc informatii suplimentare in analiza proceselor economice
si in fundamentarea deciziilor.

2.1 Reguli de construire a problemei duale

Pentru a conferi constructiei problemei duale maxima generalitate vom
slabi conditia de nenegativitate impusd tuturor variabilelor , admitdnd ca

unele din ele nu pot lua decat valori nepozitive (< 0) in timp ce altele pot lua
orice valoare reala.

Cu aceasta observatie duala unei probleme de programare liniara cu m
restrictii §i n variabile se construieste dupa urmatoarele reguli:

1) Daca in primala functia obiectiv se maximizeaza (respectiv se
minimizeaza) in problema duala functia obiectiv se minimizeaza (respectiv se
maximizeaza).

2) Restrictiei de rang i, i=1,...,m din primala ii corespunde in duala o
variabila u;; daca restrictia primala este o inegalitate concordanta (respectiv
neconcordantd, respectiv o egalitate) variabila duala asociata este nenegativa
(20), ( respectiv nepozitiva (<0), respectiv fara restrictie de semn).

3) Variabilei x;, j=1,...,n din problema primala ii corespunde in duala
restrictia de rang j. Membrul stang al acestei restrictii este o combinatie
liniara a variabilelor duale u; realizata cu coeficientii variabilei x; din toate
restrictiile primalei (acestia sunt a;, i=1,...,m). Termenul sau liber este
coeficientul c; al lui x; din functia obiectiv primald. In fine, dacd variabila
primala x; este nenegativa (respectiv nepozitiva, respectiv fara restrictie de
semn) restrictia duald asociata va fi o inegalitate concordantd (respectiv
neconcordanta, respectiv o egalitate).

4) Coeficientii functiei obiectiv ai problemei duale sunt termenii liberi
b; ai restrictiilor problemei primale.
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Exemplul 2.1.1

Problema primala Problema duala
3%, —2x,+ x;+4x,—x;<6 — u 20
2x, +2x,+5x, +x,=9 — u,f.r.s.
X, +6x, + x;+2x, >3 — u, <0
x, 20 — 3u, +2u, + u; =28
x, 20 > 2u +6u, =23
X, f.r.s. — u, +2u, + uy, =1
X, f.r.s. — 4u, +5u, +2u, =5
x;<0 — —ut+ ou, <7
max f = 8x, +3x, + x; +5x, + 7x; min g(u) = 6u, + 9u, + 3u,

Observatii: 1) Problema duala are atatea variabile (respectiv restrictii)
cate restrictii (respectiv variabile) are problema primala.

2) Regulile 1) - 4) pun 1n evidentd urmatoarele corespondente de
termeni prin trecere la duala:

min <> max
(restrictie) concordantd «» (variabild) nenegativa
(restrictie) neconcordantd 5 (variabild) nepozitiva
(restrictie) egalitate y (variabild) fard restrictie de semn
termen liber al unei restrictii ., coeficient al functiei obiectiv

3) Din constructia de mai sus rezultd urmatoarea concluzie:
Duala dualei este problema primala.
Spunem ca dualitatea In programarea liniara are un caracter involutiv.

In consecint, fiind datd o problemi de programare liniara (P) si duala
sa (Q), vom vorbi despre cuplul de probleme in dualitate (P,Q), farda a mai
specifica In mod expres care din probleme este primala si care duala.
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2.2 Dualele unor forme particulare de probleme de programare
liniara

1) Duala unei forme canonice de maximizare este o forma canonica de
minimizare §i reciproc.

a,x, + a,x,+..+a,x, <b

u, >
Ay X, + apXx,+..+a,,x, <b, u, =
a, x, +a,,x,+.+a, x, <b, u, >0
x, 20 a,u, +ayu,+...+a, u, =c
x, 20

a,u, +a,u,+...+a,,u, 2c,

x,20

a,u, +a,,u,+..+a, u
max f =c¢x, +c,x,+...4C X,

>
malm = Cy

ming =bu, +b,u,+..+b,u,

Cu notatiile matriciale introduse in (1.3) la care se adauga

: u=[ul,u2,...,um]

cuplul format din cele doud probleme de mai sus devine:

Ax<b uAd > c
(P)yx=0 (Q)u=0
max f(x) =cx min g(u) = ub

2) Conservarea formei de prezentare se pierde atunci cdnd se
considera duala unei probleme in forma standard.

n
Zlay.xj =b, i=1..m <~ u, fors. i=1,....m
i
m .
x, 20  j=1..n > Ziayui 2c, j=1l..,n
iz
n m
max f = Zlcjxj mmg:;blui
j= i=

sau matricial;
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Ax=0b ud=>c
(P)yx=0 (O)yueR"(f.r.s.)
max f(x) =cx min g(u)=ub

(f.r.s.= fara restrictie de semn!)

In mod analog se construieste duala formei standard in care functia
obiectiv se minimizeaza:

Ax=b ud<c
(P)sx=0 (Oru f.r.s.
min f(x) = cx max g(u)=ub

Observatie: De retinut este faptul ca dualele a doua probleme de
programare liniara echivalente sunt ele insele echivalente adicd au aceeasi
multime de solutii admisibile si aceleasi solutii optime.

2.3 Teoreme de dualitate

Cu notatiile matriciale din (2.2) sa consideram cuplul de probleme in
dualitate in forma canonica:

(max) f(x)=cx (min)g(u) = ub
(P)y Ax<b (Q)y ud=>c
x>0 u=0

Teorema 2.3.1 Fie f:[fl,fz,...,)?n]T o solutie admisibild a
problemei (P) si ﬁ:[ﬁl,ﬁz,...,ﬁm] o solutie admisibila a problemei (Q).
Atunci:
D) f(¥) < g(u)
2) Daca f(x)=g(u) atunci X este o solutie optima a problemei (P)
iar u este o solutie optima a problemei (Q).
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Demonstratie:1)Prin ipoteza Ax<b,x 20 si ud=>c,
u >0.Deducem ca udx <ub si uAx > cx (nenegativitatea vectorilor X si

u este esentiala!) de unde:
f(X)=cx <udx <ub=g(u)

2) Daca f(x)= g(u) si daca x nu ar fi solutie optima a problemei (P)
ar exista o solutie admisibila X' mai buna, adica f(x') > f(X).Rezulta
inegalitatea f(x') > g(u) contrarad celor demonstrate la punctul precedent. W

Clasificarea cuplurilor de probleme de programare liniard in dualitate
este facutd de urmatoarea teorema:

Teorema 2.3.2 (Teorema fundamentala a dualitatii) Pentru un cuplu
de probleme in dualitate una §i numai una din urmatoarele situatii este
posibila:

1) Ambele probleme au solutii admisibile; atunci ambele au solutii
optime si valorile optime ale functiilor obiectiv coincid.

2) Numai una din probleme are solutii admisibile, iar cealalta nu are;
atunci problema compatibila are optim infinit.

3) Nici una din probleme nu are solutii admisibile.

Simetria teoremei 2.3.2 nu constituie totusi un raspuns pentru reciproca
teoremei 2.3.1 Specificam acest lucru in mod expres pentru ca in programarea
neliniara el nu are loc.

Teorema 2.3.3 Daca una din problemele unui cuplu de probleme in
dualitate au solutie optima atunci §i cealalta are si valorile optime ale
functiilor obiectiv coincid.

Nu ddm demonstratia teoremei 2.3.2 deoarece pregatirile necesare depasesc
cadrul impus acestei lucrari. Vom demonstra insa teorema 2.3.3 dupa ce vom
prezenta metoda generala de rezolvare a problemelor de programare liniara.

Teorema 2.3.4 (Teorema ecarturilor complementare) Fie (P,Q) un
cuplu de probleme canonice in dualitate:
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Ax <b ud = c
(P)sx>0 Qiu=0
min f(x) = cx min g(u) = ub

Un cuplu de solutii admisibile (X ,u ) este un cuplu de solutii optime
daca si numai daca:

(2.3.1)

(A—-c)x =0
u(b— Ax)=0

Demonstratie: S& presupunem relatiile (2.3.1) verificate de
cuplul (x,u ):

UAx —cx =0 o o . .
o = ¢X =ub = (x,u) este un cuplu de solutii optime in virtutea
ub—uAx =0

teoremei 2.3.1.Reciproc, sd presupunem ca (X ,u ) constituie un cuplu de
solutii optime. Atunci cx = ub ,in virtutea teoremei fundamentale a dualitatii si
prin urmare:

(A - ¢)% +1i(b— A%) = 0

Deoarece x,u sunt solutii admisibile avem: (u4—c)x >0, u(b— Ax)=0 si
deci (uA—-c)x =0, u(b— Ax) =0 relatii care aratd ca x,u verifica (2.3.1).1

In notatiile sectiunii (2.2) relatiile matriciale (2.3.1) se pot scrie:

]ﬁ_l (fayui _c_/jx_/ =0

i=1
m

2, (bl. — iai/.xjj =0
=i

i=l

Aceste relatii - modulo admisibilitatea solutiilor celor doud probleme - sunt
echivalente cu:
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(iaijui—cj)xj =0 j=1...,n

i=1

ui(bi—iaijxj)zo i=1,..m
j=1

Verificarea acestor egalititi de céatre un cuplu de solutii admisibile

— — — r . _— - — — . - . .. - .
X = [xl,xz,...,x ] Sl u = [ul,uz,...,um] reprezintd deci o conditie necesard si

n

suficientd de optimalitate.

Pe linga formularea precedenta, teorema 2.3.4. mai are urmatoarea
interpretare:

Cuplul (x,u ) de solutii admisibile este un cuplu de solutii optime daca §i
numai daca verifica seturile de implicatii:

n

— — m
Zlai/”i <b = u =0 Sau >c. = ¥ =0
= i=1

Observatie. Desi prezentatd pe un cuplu de probleme canonice,
teorema 2.3.4. este valabild pentru orice cuplu de probleme in dualitate. Astfel
pentru cuplul:

max f = cx ming = ub
Ax=D>b uAd > c
x>0 u f.r.s.

elesereducla: (u4d—c)x=0 < (iai/u[—cj)ujzo j=1,...,n.
=% :

Si mai concret, consideram cuplul din:

Exemplul 2.3.1
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min f =5x, —2x, — x, max g = 6u, +12u, + 4u,
6x, +2x, =3x,< 6 6u, + u, +2u; < 5
(P)y x, +3x, +2x, =12 (O) 2u; +3u, — uy; <-2
2x, — x, +4x;2 4 =3u, +2u, +4u; <-1
X,X,,x;20 u, <0,u, f.r.s.,u; 20

Conform teoremei ecarturilor complementare, conditia necesard si suficienta
pentru ca doua solutii admisibile ale celor doua probleme:

— — — —\T .+ — — - —
X =(X,%,,%3) " siu=(u,u,,u,)
sa fie optime este satisfacerea relatiilor:

( 5-6u, —u, —2uy)x, =0 (D

(-2 -2u, = 3u, +uy)x, =0 (2)
(=14+3u, —2u, —4u;)x;, =0  (3)
(6—06x, —2x, +3x;)u;, =0 (4)

2x, —x, +4x;—du, =0 (5

O consecinta importantd a teoremei ecarturilor complementare este
faptul ca rezolvarea unei probleme de programare liniard este echivalentd cu
rezolvarea dualei sale in sensul ca dacd se cunoaste solutia optima a uneia din
ele putem deduce relativ simplu solutia optima a celeilalte.Pentru ilustrare vom

determina solutia optimd a problemei (P) din exemplul precedent stiind ca
duala (Q) are solutia optima " de componente: u; =0, 1, = —2 ,u; = .
Inlocuind »" in (1) - (5) se constata ca relatiile (2),(3),(4) sunt satisfacute de
orice valori numerice acordate variabilelor x; , x; , x3. In schimb din (1) si (5)
obtinem relatiile: x;=0 si 2x; - x + 4x3 - 4 = 0 care impreuna cu restrictia
egalitate din (P) constituie un sistem liniar:

X, =0
2x,— x, +4x,; = 4
X, +3x, +2x; =12
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Rezolvand sistemul, obtinem solutia optima a problemei (P):
)("1:0 2 XZZ% ’ x3:% fmaX:f(x)z_%:g(u)zgmin

Echivalenta amintitd mai Tnainte este folositoare in rezolvarea efectiva
a problemelor de programare liniard stiut fiind ca efortul de calcul este relativ
mai mic dacd numirul restrictiilor este mai mic. In consecinti, pentru o
problemad cu multe restrictii $i un numar restrans de variabile, va fi mai comod
sa rezolvam duala sa.

2.4 Interpretarea economica a dualitatii

Reludm problema firmei din sectiunea 1.1 exemplul 1).Consideram o
intreprindere care produce bunurile G,,G»,...,Gy, la preturile ¢;,c»,...,c, folosind
pentru aceasta mai multe resurse Rj,R»,...,R,, disponibile in cantitatile limitate
b1,b,...,b,. Consumurile specifice de resurse pentru unul sau altul din bunurile
realizabile de catre firma sunt specificate in matricea:

a,, dp a,
A= ay .azz a,,
aml amZ amn

Obiectivul firmei este maximizarea veniturilor rezultate din vanzarea
bunurilor produse. In ipotezele de liniaritate uzuale, programul liniar pentru
determinarea combinatiei optime de bunuri este:

(max) f(x) = ¢,x, +c,x,+...+C, X,
a,x, + a,x,+..+a, x, <b
Ay X, + Ay X, +..4a,,x, <b,

(P)

a,x, +a, ,x,+.+a, x, <b

, 20,x, 20,...,x, 20

- - * * * . . . .
S& notdm cu x*=(x,,x,,...,x,) combinatia de bunuri care aduce firmei
venitul maxim:
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VF=max f = f(X¥) =¢,x, +C,X, +...+C X,

Daca admitem ca singura posibilitate a firmei de a obtine venitul V* consta 1n
transformarea resurselor disponibile in bunuri conform programului x* si
vanzarea acestora este natural sd ne intrebam care este contributia fiecarei
resurse in parte la formarea acestui venit.

La baza discutiei vom pune aceleasi ipoteze de liniaritate care ne-au
condus la modelul matematic (P) si anume:

e contributia unei resurse la venitul maxim al firmei este - pina la o
anumita limita - direct proportionald cu cantitatea disponibila;

e nivelul contributiei unei resurse nu este conditionat de celelalte
resurse , ci numai de cantitatea in care ea se afld disponibila.

- - . * * * . PRI . .
Sa notdm atunci cu u, ,u,,...,u, aportul unei unitati din resursa R;, din resursa

R,, s.a.m.d. la formarea venitului maxim V*.In virtutea ipotezelor de liniaritate
amintite putem scrie:

V*=bu +b,u,+.+bu (2.4.1)

Producerea unei unitdti din bunul G; necesitd aj; unitati din resursa R;, ay;
unitati din resursa R ,....., a,,; unitati din resursa R,,.
Partea din venitul maxim V* corespunzatoare acestor cantitati este:

*® *® *
auy +a,u,+..+a,u,

Aceasta marime trebuie sa acopere pretul pe care firma il Tncaseaza prin
vanzare de vreme ce ea nu are alte resurse de formare a venitului in afara

transformarii  resurselor 1n  bunuri. Se conchide c¢a  sistemul
u* = (u, ,u,,...,u, ) trebuie sa satisfaca relatiile:

* * *
aju, +ayu,+..+a,u, =c
* * *

a u, +a,u,+..ta,u, =c,

(2.4.2)

*® £ *
au, +a,u,+.+a, u =c,

si deasemeni conditiile de nenegativitate:
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u, 0,1, >0,.u >0 (2.43)

Sunt suficiente relatiile (2.4.1) - (2.4.3) pentru determinarea efectiva a valorilor
u, ,u,,...,u, ? Teoria dualititii di un rispuns afirmativ pe baza urmitoarelor
observatii:

1) Relatiile (2.4.2) si (2.4.3) aratd ci u* = (u, ,u,,...,u, )constituie o
solutie admisibila a dualei (Q) asociata problemei (P):

(min)g(x)=bu, + byu,+..4+b,u,
a,u, +a,u,+..+a,u, =c
a,u, +ayu,+..+a,,u, =c,

1

a,u +a,u,+.+a,u =c,

u, 20,u, 20,...,u, 20

2) Relatia (2.4.1) rescrisa in forma f{x*) = g(u*), coroborata cu teorema
de dualitate 2.3.1, ne aratd cd u* este chiar solutia optima a problemei duale Q.

Astfel, am gasit un continut economic coerent variabilelor duale u,, us,..., ty
din problema duala (Q). Ele reprezintd niste valori banesti asociate la cate o
unitate din fiecare resursa disponibild a firmei si exprima aportul unitar al
fiecarei resurse la formarea venitului maxim. Strict dimensional, variabilele u;,
u,..., U, au semnificatia unor prefuri atasate resurselor. Totusi aceste preturi nu
au nimic comun cu valoarea intrinsecd a resurselor ci - asa cum a rezultat din
interpretarea datd - reflectd numai masura participarii lor la formarea venitului

maxim. Tocmai pentru a preveni identificarea lor cu preturile reale ale
resurselor, 1n literatura de specialitate, aceste entitdti au fost denumite prefuri
umbra (shadow prices). A rezultat deasemeni si o modalitate de calcul a
acestor marimi : se rezolva problema duala (Q).

Teoria dualitatii arata ca venitul maxim V* al firmei - privit ca functie
de cantitatile disponibile de resurse - depinde liniar de aceste disponibile prin

intermediul preturilor duale optime - vezi relatia (2.4.1)

In consecinta:
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(2.4.4)

Prin urmare preturile duale optime ne arata cu cdt se modifica venitul
maxim V* al firmei la o variatie cu o unitate a disponibilului unei resurse.

Este important de retinut faptul cd aceste concluzii ramin valabile numai in
situatia Tn care componentele vectorului b variaza intre anumite limite! In cazul
general, atunci cand se iau in considerare toate valorile posibile ale lui b, adica

b e R, functia V'(b) este subaditiva si pozitiv omogend.Aceasta inseamna:

Vi b+b )<V (B)+V (V') (V) b,beR”
V' (th)=tV"(b) (V)t>0,beR”

Reamintim ca in baza teoremei ecarturilor complementare solutiile optime x*,
u* al problemelor (P) si (Q) satisfac relatiile:

x;, >0=>a,u +ayu,+..+a,u, =c, (24.5)
a,x, +a,x,+.+a,x, <b =u =0 (245"
u, >0=a,x, +a,x,+..+a,x, =b, (24.6)

* * * * 1
auy, +ay i, +.ra,u, >c; = x, =0 (24.6")

(2.4.5) arata ca daca bunul G; intrd in combinatia optima atunci pretul sdu este
egal cu partea din venitul maxim al firmei corespunzitoare resurselor
incorporate Intr-o unitate din el.

(2.4.5") arata ca dacd o resursd nu este prevdzutd a se consuma in intregime -
spunem ca este excedentara - pretul sau dual este 0. Aceastd concluzie
reprezintd versiunea liniara a legii cererii si ofertei - pretul unei marfi pentru
care oferta este mai mare decat cererea trebuie sa scada.

(2.4.6) aratd cd o resursa cu pret dual semnificativ trebuie consumatd in
intregime; cresterea cu o unitate a disponibilului aducand o crestere a venitului
maxim conform (2.4.4).

(2.4.6") arata ca daca pentru un bun valoarea resurselor incorporate intr-o
unitate - valoare masurata in preturile duale optime - depdseste pretul sau

m % . .
atunci acesta nu intrd in combinatia optimala. Diferenta Y a;u; —c, reprezinta
i=1
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pierderea potentiala de venit pe care firma o va inregistra daca totusi decide
realizarea unei unitati din bunul j.

Conditiile (2.4.5),(2.4.5"),(2.4.6),(2.4.6") date de teorema ecarturilor
complementare se mai numesc si conditii de echilibru de unde si numele de
preturi de echilibru dat uneori preturilor duale optime.



