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5.Algoritmul simplex dual

Exista situatii In care pentru rezolvarea unui program liniar, dispunem
de o solutie de baza care nu este admisibild. Urmatoarele consideratii au drept
scop sd pund in evidentd o alta clasa de solutii de baza cu care se poate opera
intr-o maniera asemanatoare celei in care lucreaza algoritmul simplex descris
in paragraful 4.

5.1 Admisibilitate primala si duala

Fie (P) un program liniar in forma standard:

ax.=bi=1,.,m
jz_:‘ v Ax=b

(P)s x,20 j=1,...,n & x>0

(max) f = cx

(max) f = icjxj

(vezi notatiile matriciale(3.3.1)) Fie B o bazd a programului (P), I multimea
indicilor coloanelor din B, J multimea indicilor coloanelor din A care nu sunt
in B. In sectiunea 3.5 am scris (P) in forma:

(max)f:f—jéijj (max)f = f —c°x°
(Pp)y x +2a,x, =b, = x?+8x5=b
jel

B s
x,20,iel;x;20,jeJ x°20,x" 20

(vezi notatiile (3.5.2-3.5.7)), numitd forma explicita a programului (P) in raport
cu baza B.
Sa consideram acum dualul programului (P):

ud>c

(0) u, oarecari ,i=1,....m < quoarecare

(min)g = z bu,
i=1

m
Zaijui 2c; j=1...,n
i=1

(min)g = ub
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(vezi notatiile din 2.2) Aducem sistemul de inegalitati u4 > c la forma standard
introducand variabilele de abatere v;, v, ..., v, reunite in vectorul linie v.

m
Yagu, —v, =c;

i=1

(FSQ)qu, oarecari,i = L....myv,20j=1,.,n & quoarecare,v 20

ud-v=c

(min)g = b1 (min)g =ub
i=1
Partitionand:
B S B S
v:[v ,V ] cu v :[vi]id , vV :[vj]jej
sistemul liniar din (FSQ) devine succesiv:
B-v®=c" 511
uA—v:c<:>u[B,S]—[vB,vS]:[cB,cS]<:> . VS CS (311)
uS—-v° =c (512)

Deoarece B este nesingularad din (5.1.1) rezulta:

u=c’B" +v*B™ (5.1.3)

Introducem u in (5.1.2):

(B +vPBHYS v =c® ov' —vPB'S=c"BS - o vi —vis=¢c?

(cu notatiile 3.5.2-3.5.7) Folosind din nou (5.1.3) elimindm u din functia
obiectiv duala:

gu)= ("B +v'B Y =c"B b +vPB b= f+vb
In acest fel, am adus (FSQ) la forma echivalenta:

v —yEs=¢s
(Q;)1 v'=20,v">0
(min)g = f +v®b
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variabilele originale u; , i=1,...,m fiind legate de variabilele v; , j=I,...,n prin
relatia (5.1.3).

Programul (Qg) se va numi forma explicita a dualului (Q) in raport cu baza B.

Pentru a sublinia simetria existentd intre problemele (Pg) si (Qp) le vom
scrie alaturat atat scalar cat si matricial:

xi+j%5”xj=bi iel Vj—[%c_lijvizgj ]eJ
(Py)yx, 20,iel;x;20,j€J (Qp)v; 20, eJ;v, 20,i el
(max)fzf— ;}ijj (min)g:7+z;vi1;i
JE ie
%+ SxS=b vS—vEs=¢f
xBZO,xSZO vi>0,vP>0
(max)f = f —¢°x° (min)g= f —v?®b

Observatie: Cu ajutorul relatiei (5.1.3) am rescris dualul (Q) in alte
variabile care sunt supuse conditiei de nenegativitate ca si variabilele
programului primal (P). Putem vorbi acum de solutii si solutii admisibile
pentru programul (Q) si cand facem acest lucru ne referim la forma echivalenta

(Qp).

Prin analogie cu conceptul de solutie a primalei (P) asociatd bazei B
introducem termenul de solutie a dualei (Q) asociatd bazei B anuland 1n
sistemul restrictiilor lui (Qp) variabilele "secundare" v; ,ie I :

S N

V>0 = v

) (5.1.4)

vie0 , iel :>vj=c_j,jeJ

Rezultd imediat ca valoarea functiei obiectiv duale in solutia construitd este
constanta f.
Folosind (5.1.3), solutia dualei (Q), corespunzatoare solutiei (5.1.4) este:
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u=c"B" (5.1.5)
Solutia (5.1.4) va fi o solutie admisibild pentru duala (Q) daca:
520 & ¢;20,j¢el

Mai departe, exact ca In demonstratia teoremei A a metodei simplex ( vezi
sectiunea 4.1 ) solutia (5.1.4), presupusa admisibild, va fi optima daca:

b>0 & b>0 , iel

Reamintim ca solutia primalei (P) asociatd bazei B este:

() (5.1.6)

x,=0,jeJ = xi:Ei,iEI

Aceasta solutie este admisibilda daca b>0sb;20,iel siin plus optima

daci ¢’ >0 ¢; 20, j eJ. Obtinem urmatoarele concluzii remarcabile:

o Solutia (5.1.6) a primalei (P) asociata bazei B este admisibila
(respectiv satisface criteriul de optimalitate al algoritmului simplex) daca si
numai daca solutia (5.1.4) a dualei (Q) asociata aceleiasi baze satisface
criteriul de optimalitate (respectiv este admisibila).

e Valorile functiilor obiectiv primala si duala in cele doua solutii
evidentiate coincid (cu constanta [ )

o Solutia (5.1.6) este o solutie optima a programului (Pg) = (P) daca si
numai daca solutia (5.1.4) este optima pentru programul (Qp), ceeace
echivaleaza cu a spune ca solutia (5.1.5) este optima pentru programul dual

Q).

In rezumat, pornind de la problema originala (P) si de la o bazi B a sa
am construit doud probleme in dualitate (Pg) si (Qg) si am pus in evidentd doua
solutii ale acestora, pe care le-am numit solutii asociate bazei B. Cuplul de
solutii evidentiat are proprietatile:

i)Una din solutii este admisibila (verifica criteriul de optimalitate al
algoritmului simplex) daca si numai daca cealalta verifica criteriul de
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optimalitate (respectiv este admisibila) Tn particular una este optima daca §1
numai daca cealalta este optima.
ii)Valorile functiilor obiectiv in cele doua solutii coincid.

Contextul astfel creat sugereaza urmatoarea schimbare de terminologie:

o O solutie de baza a programului (P) se va numi primal admisibila
daca este admisibila in sensul de pana acum adica are toate componentele
nenegative.

o O solutie de baza a programului (P) se va zice dual admisibila daca
verifica criteriul de optimalitate al algoritmului simplex. O baza a
programului (P) se va numi dual admisibila daca solutia asociata este dual
admisibila.

In terminologia introdusa, proprietatea i) de mai sus se reformuleaza astfel:

e Una din solutii este primal admisibila daca si numai daca cealalta
este dual admisibila. Oricare din ele este optima daca i numai daca este
simultan primal §i dual admisibila.

5.2 Algoritmul simplex dual

Consideratiile precedente sugereaza posibilitatea rezolvarii programului
original (P) utilizdnd clasa solutiilor dual admisibile. Urméatorul algoritm,
numit algoritmul simplex dual, rezultd nemijlocit din aplicarea teoremelor A,
B, C ale metodei simplex la problema (Qg).

Presupunem cunoscutd o solutie de baza dual admisibila a programului

(P) si tabelul simplex (uzual) asociat. In notatiile deja utilizate, o iteratie a
algoritmului simplex dual se compune din urmatorii pasi:

Pasul 1. (Test de optimalitate) Daca toti b >0,iel STOP : solutia
de bazd dual admisibild curentd este optimd. In caz contrar:

Pasul 2. Se determina indicele bazic r €l cu proprietatea:

b, = min bi (b <0)

Coloana A" paraseste baza curenta.
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Pasul 3. Daca pentru toti j €J avem a_rj >0 STOP: problema primala
nu are solutii admisibile. Altminteri:

Pasul 4. Se determinda indicele nebazic k € J cu proprietatea:

C‘% ¢/l
A rk Ay

k . v A o
Coloana A" intra in baza curenta.

= min
arj<0

Pasul 5. Se pivoteaza tabelul simplex curent cu pivotul — ay <o. In
acest fel se obtine forma explicita a programului (P) in raport cu baza B'
dedusd din B prin inlocuirea coloanei A" cu coloana A*. Se revine la pasul I in
cadrul unei noi iteratii.

Observatii: 1) Consideratiile expuse in aceasta sectiune sunt valabile
cu mici modificari si in cazul In care functia obiectiv din programul original
(P) se minimizeaza. Cititorul va verifica imediat cd algoritmul prezentat mai
sus ramine valabil si pentru asemenea probleme.

2) Concluzia din pasul 3 este consecinta teoremei fundamentale a
dualitatii. Intr-adevar, daca a,; > 0, je] atunci programul dual (Q) are optim
infinit i in consecinta programul (P) este incompatibil.

3) Nu insistdm asupra modalitatii de determinare a unei solutii de baza
dual admisibile de start deoarece algoritmul va fi aplicat numai in situatii in
care o asemenea solutie este disponibila.

Exemplu 5.2.1 Consideram programul:

(min) /' =12x, +2x, + 6x,
(P) —3x, —2x, +x; 23

4x,+ x, +x;, 24

X, ,%X,,X,20

Introducem variabilele de abatere x4 si xs dupd care inmultim cu -1 egalitatile
rezultate:
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3x, +2x, —x; +Xx, =3

—4x, - x, —x, +x, =-4
Solutia asociatd bazei unitare E=[ A*, A>] nu este admisibila:
X1:X2:)C3:0 X4= -3 , X5= -4

dar daca evaluam costurile reduse El , Ez , E3 constatam ca ele verifica
criteriul de optimalitate al algoritmului simplex (bineinteles pentru probleme
de minimizare!).Vezi tabelele 5.2.1-5.2.4.

Se constata ca solutia optima a programului dat are componentele :

*

-1 * 24 . — 156
x =7 , =0, == f,.=5

Observatie finala. Pentru simetrie, algoritmul descris in sectiunea 4.2
se va numi algoritmul simplex primal. Recapituland teoria se constatd fara
dificultate ca maximul (minimul) unei functii obiectiv se atinge prin valori
crescatoare (descrescatoare) in simplexul primal §i prin valori descrescatoare
(crescatoare) in simplexul dual.

| B [VVB]| A' A’ A’ A’ A’ | |A’ iese din baza curenti.

0A"]| -3 3 2 - 1 0 | |min{l-12/-4] ,|-2/-1] ,|-6/-1]} =
0| A°| -4 -4 ITI -1 0 1 =2 = A’intra in baza curenti.
f 0 -12 -2 -6 * * *oA*

0| A*| -11 -5 0 -3 1 2 A" iese din baza curenta.

2 | A% 4 4 1 1 0 -1 ||min{l-4/-5 ,|-4/-3[}=4/5 =

f 8 -4 * -4 * -2 A intrd in baza curenta.
12 A" | 11/5 0 3/5 -1/5 -2/5 okt
2 | A? | -24/5 1 | -7/5 | 4/5  3/5 | |A?iese din baza curenti.

1

0
f | 84/5 * * -8/5 -4/5 -18/5||A’ intrd in baza curenta.
121A" | 1/7 1 3/7 0 /7  -1/7 ok
0
%

6 | A* | 24/7 -5/7 1 -4/7  -3/7 | [Solutia curenta este dual si primal
[ 1156/7 -8/7  *  -12/7 -30/7| |admisibila.

Tabelele 5.2.1 -5.2.4



