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7. Aplicatie la programarea in numere intregi

De regula, variabilele unei probleme de programare matematica variaza
continuu singura conditie impusa fiind aceea ca valorile lor sa fie nenegative,
cerinta justificatd de obicei de contextul practic modelat. O multime de situatii,
cele mai multe din domeniul economic, impun utilizarea unor variabile care
pot lua numai valori intregi: daca, de exemplu, o variabila “este masurata® in
unitati indivizibile (numar de bucati) atunci este clar ca in orice solutie
admisibila si in particular in solutia optima, variabila in cauzad nu poate lua
valori fractionare.

O problema care utilizeaza variabile intregi se va numi problema de
programare in numere intregi sau problema de programare discreta (totala
sau mixta dupd cum toate variabilele trebuie sd ia in exclusivitate valori Intregi
sau numai o parte din ele).

Dupa cum va rezulta si din exemplele concrete, utilizarea variabilelor
intregi duce la cresterea flexibilitatii modelarii in sensul obtinerii unor
descrieri “mai exacte” a situatiilor practice modelate. Pe de altd parte, conditia
de integritate impusa variabilelor complica enorm rezolvarea, mai cu seama din
cauza faptului ca mijloacele teoriei clasice nu sunt direct aplicabile.Astfel, la
ora actuald, o problemda de programare liniard uzuald, cu cateva mii de
variabile “continue” poate fi rezolvatd lejer , utilizdnd unul sau altul
dintre programele comerciale de calculator existente pe piatd, In timp ce o
problema

de optimizare discretd cu mai putin de 100 variabile poate cauza serioase
dificultati.

Nu este in intentia noastra ca, in cuprinsul acestei lucrari, sa dezvoltam
teoria si metodele specifice programirii in numere intregi. In sectiunile
urmatoare ne propunem sa ilustram utilitatea acestui tip de programare in
modelarea proceselor economice si s indicdm unele posibilitati de rezolvare
ale programelor discrete folosind postoptimizarea.

7.1 O problema de optimizare discreta: problema croirii
Problema debitarii sau croirii unor repere din suporti de dimensiune

mai mare este frecvent intalnita in cele mai diverse domenii cum ar fi industria
mobilei, a sticlei, a hartiei, a confectiilor, industria metalurgicd sau cea
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constructoare de masini. Importanta aceste1r probleme rezida 1n dependenta
nemijlocitd a reducerii consumului de materiale de utilizarea unor scheme
eficiente de croire. Formele concrete sub care ea se prezinta difera foarte mult
de la un context la altul dar chestiunea care se pune de fiecare data este
aceeasi:

cum trebuie sa se desfasoare procesul efectiv de croire astfel incdt producerea
unor cantitati date de repere sa se faca cu un consum cdt mai mic de
materiale.

De obicei, clasificarea problemelor de croire se face dupd numarul
dimensiunilor relevante ale reperelor croite: avem probleme unidimensionale,
bidimensionale sau tridimensionale. In croirea unidimensionald reperele se
diferentiaza printr-o singura dimensiune chiar dacad ele au mai multe. Cazul
tipic este cel al debitarii unor bare de diferite lungimi din bare mai mari. lata
un alt exemplu: o firmd produce un carton special in rulouri avind o anumitd
latime. Clientii solicitd Tnsd rulouri cu aceeasi lungime ca si rulourile standard
dar de latimi mai mici. In acest caz, reperele ca si suportii sunt bidimensionali
dar relevanta este o singurd dimensiune - latimea (vezi exemplul 7.1.1).

Este interesant de mentionat cu acest prilej faptul ca existd contexte
care nu implicd croirea unor obiecte mai mici din suporti similari mai mari in
sensul uzual al cuvantului “croire”,dar care sunt reductibile la acest gen de
probleme. Un exemplu il constituie umplerea unor spatii publicitare la

televiziune sau radio cu diferite reclame. Aici suportii sunt spatiile publicitare
iar reperele sunt reclamele, toate diferentiate printr-o singurd dimensiune -
timpul.

Dupa cum vom vedea problemele de croire unidimensionale sunt relativ
simplu de formalizat (ca de altfel si celelalte cu mai multe dimensiuni).
Principala dificultate rezida in numarul de posibilitati de “tdiere” a unui suport
care, in cele mai multe situatii concrete, poate fi uluitor de mare. De exemplu,
pentru o problema cu 40 de repere ale caror lungimi sunt cuprinse intre 20 si
80 inches si care se taie din suporti cu lungimea de 200 inches, numarul
retetelor de croire posibile este situat intre 10 si 100 milioane!

Croirea bidimensionala este cu mult mai complicata. Chiar si in cazul
cel mai simplu in care reperele si suportii sunt dreptunghiulari dificultétile sunt
enorme. Ele sunt cauzate in primul rand de numarul mare de posibilitati de
“agsezare” a reperelor pe suport; desi finit acest numar este practic de necuprins.
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Daca 1n cazul unidimensional acestea pot 11 construite algoritmic, existand
siguranta - cel putin teoreticd - a generdrii tuturora, In cazul bidimensional nu
existd la ora actuala algoritmi care sa garanteze producerea oricarei “asezari”
posibile. Nu mai putin importante sunt restrictiile privind asezarea efectiva a
reperelor pe suport, asezare care trebuie sa tind seama de particularitatile
instrumentului de tdiere ca si de alte cerinte, unele imposibil de formalizat. De
exemplu, in multe situatii practice se poate Intampla ca o “retetd” de croire,
acceptabild dintr-un anumit punct de vedere - de pildd al acoperirii cat mai
bune a suportului - sa nu fie acceptabila din alt punct de vedere - de pilda al
“productivitatii” ei in procesul efectiv de debitare! Exista si alte restrictii
impuse de conditiile concrete, restrictii care difera de la un caz la altul. S-a
conturat deja opinia ca fiecare problema de croire reald trebuie tratatd de sine
statator, “speculandu-se” pe cét posibil toate particularitatile ei.

In ceeace priveste croirea tridimensionald, termenul de “croire” este
impropriu, el fiind folosit mai degraba pentru a sublinia asemanarea cu
problemele anterioare.Pentru a nu intra in amdnunte vom da urmadtorul
exemplu: mai multe containere paralelipipedice trebuiesc incarcate in vagoane
identice. Cum trebuie facutd incarcarea acestor containere astfel incat numarul
de vagoane utilizate si fie minim? In mod curent, problemele de acest tip
poartd numele de probleme de impachetare.

In continuare ne vom ocupa de modelarea problemei de croire
unidimensionald.

Un numar de repere cu lungimile /; > [, > ... > [,, trebuiesc executate in
cantitatile by, by, ..., b,. Aceste repere se obtin prin taiere din suporti identici cu
lungimea L. In ce mod trebuie ficutd croirea reperelor astfel incat cantitdtile
planificate sa fie realizate cu un consum minim de suporti?

O modalitate de tdiere a unui suport in repere se va numi refetda de
croire. Evident, o retetd este complet determinatd de un vector cu m
componente intregi, nenegative a =(a,,a,,...,a,) in care a; reprezintd
numadrul reperelor de lungime /; rezultate prin taiere. Deoarece suma lungimilor
reperelor taiate dintr-un suport nu depaseste lungimea acestuia, urmeaza ca
multimea retetelor de croire se identificda cu multimea solutiilor
intregi,nenegative si nenule ale inecuatiei:

La, +La,+..+l a, <L (7.1.1)

Sa numim rest al retetei a = (a,,a,,...,a,,) diferenta:
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r(a)=L-la, -La,—..—l a

m-—m

Din punct de vedere practic, importante sunt retetele din al caror rest nu se mai
pot croi alte repere; aceste retete se vor numi maximale. Este clar ca reteta a va
fi maximald numai daca :

r(a) < l,,= lungimea celui mai mic reper.

A . n . . . 1 2
In continuare vom avea in vedere numai retetele maximale. Fie 4°, 47, ..., 4"
lista lor, ordonata intr-un fel oarecare, de exemplu lexicografic, unde:

A’ =(a,;,a,;,...,a )

b mj
(pentru nevoi ulterioare retetele vor fi scrise in “coloand®). Notand cu x;

numarul de aplicari ale retetei A (sau, cum se mai spune, multiplicitatea
retetei 4') problema de croire unidimensionald se modeleaza astfel:

(C) Sa se determine x,, x,, ..., X, intregi nenegativi, astfel incat:

SAx,2b & Sagx,2b i=l..,m (7.1.2)

J=1 J=1

§i care minimizeazd functia obiectiv:

M=

X, (7.1.3)

J

f=

1

J

Obsevatie: Desi in enunt se specifica realizarea reperelor “exact” in
cantitatile by, b», ..., b, nu putem impune in (7.1.2) satisfacerea restrictiilor cu

egalitate deoarece sistemul > A’x ; =b s-ar putea sa nu aibe solutii intregi
=

nenegative (acest lucru ar avea loc daca am considera foate retetele, maximale

si nemaximale!). Iatd de ce, pentru a asigura compatibilitatea programului (C),

(133

suntem nevoiti sa admitem ca anumite repere pot fi croite “in exces”.

In modelarea problemei de croire am putea considera si un alt criteriu
de performantd si anume minimizarea restului inutilizabil reprezentat prin
expresia:
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f'=r(A)x, +r(A%)x,+.. 4r(A4")x, (7.1.4)

Dupa cum vom vedea in exemplul 7.1.1 cele doua functii obiectiv (7.1.3) si
(7.1.4) pot conduce la solutii optime diferite.

In aplicatiile practice, pe langa restul inutilizabil trebuie avut in vedere
si asa numitul rest utilizabil reprezentat de suma lungimilor reperelor croite
“peste” cantitdtile planificate (acesta se mai numeste si supraplan).

Exemplul 7.1.1 O sucursald a unei firme producatoare de hirtie
produce un carton izolator in rulouri avind latimea de 70 inches (un inch = 2,54
cm). Toate rulourile au aceeasi lungime. Clientii firmei solicitd rulouri
avand insd o latime mai mica, dar de aceeasi lungime ca si ruloul standard.
Cererea zilnica este de 100 rulouri de 22 inches, 125 rulouri de 20 inches si
80 rulouri

de 12 inches latime. Rulourile de latime mai micd se obtin prin tdiere
din

rulourile standard. Firma doreste sd acopere aceste cereri de aga maniera incat
pierderile datorate tdierii sa fie minime.

Prin acest exemplu practic nu intentiondm sd ilustrdm aspectele
teoretice §i de calcul din domeniul croirii (foarte importante, dar depasind
obiectivele pe care ni le-am propus la inceputul paragrafului...). De altfel,
problemele de optimizare liniard ce vor apare pe parcurs sunt rezolvate cu
ajutorul unor pachete de programe utilitare. Dorim sd realizam o analiza
economica a diferitelor variante rezultate din studiu in vederea formularii unei
decizii finale cat mai corecte.

Pentru inceput vom lista toate retetele maximale de croire; ne putem
permite aceasta intrucit numarul lor este, in cazul de fata, mic.

Reteta A A A A A A AT A A A"
1 3 4 5 8 9
L=22 32 2 1 1 1 0 0 0 0
L=20 o 1 0 2 1 0 3 2 1 0
L=12 0 0 2 0 2 4 0 2 4 5
Rest inutilizabil | 4 6 2 8 4 0 10 6 2 10

Tabelul 7.1.1
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Acoperirea cererii zilnice conduce la restrictiile:

3x, +2x, +2x; + x, + x5+ X =100
X, +2x, + x; +3x, +2x, + x, 2125
2x, + 2x4 + 4x, + 2xg +4x, +5x,, = 80 (7.1.5)

x;20 j=1,..10 intregi

Daca se urmareste minimizarea restului total inutilizabil, la sistemul
(7.1.5) atasam functia obiectiv:

(min) /'=4x, + 6x, +2x, +8x, +4x, +10x, + 6x; +2x, +10x,,

In vederea rezolvarii problemei relaxate, vom introduce variabilele de abatere
X11, X12, X13 care vor indica numarul de rulouri de 22, 20, respectiv de 12 inches
taiate peste cantitatile cerute.

4 6 2 8 4 0 10 6 2 10 0 0 0
CB B VVB _Al _AZ _AS _A4 _AS _Aé _A7 _AS A9 AIO _Al 1 _AIZ _Al3
0 [AB] 8012 12 6 12 6 0 12 6 0 -5 -4 -4 1
2 A 12500 1 0 2 1 o0 3 2 1 0 0 -1 0
0o |A°|l100(3 2 2 1 1 1 0 0 0 0O -1 0 0
12504 -4 2 4 2 * 4 2 * % 0 -1 *

Tabelul 7.1.2
Din tabelul simplex 7.1.2 rezultd urmatoarea solutie optima:
x, =100, xg =125, x/, =820, xjo. =0 j=1...,13 j#69,13 (min)f'=250

Ea prevede taierea a 225 rulouri standard:100 de rulouri dupa reteta A®si 125,
dupa reteta A’. Resturile inutilizabile insumeaza 250 inches. Rulourile de 22 si
20 inches se produc in cantitatile planificate, in schimb apare un surplus de 820
rulouri de 12 inches, cu mult mai mare decat cantitatea cerutd. Restul total,
utilizabil si inutilizabil masoara 820 x 12 + 250 =10090 inches si reprezinta
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10090

225x 70
solutie nu poate fi acceptata.

= 64,1% din latimea tuturor rulourilor tdiate!! Este clar cd aceastd

Daca se urmareste minimizarea numarului de rulouri standard taiate,
functia obiectiv f~ trebuie schimbata in:

f=x+x,+x+x, +x+x,+ X, + X + Xy + X

Prin reoptimizare se obtine tabelul 7.1.3. In raport cu noul criteriu problema
relaxata are o infinitate de solutii optime: nu mai putin de sase costuri reduse
sunt nule! - vezi observatia 5) din sectiunea 4.2 si exemplul 6.2.1.

! 1 1 1 1t 1 1 1 1 1 1 1 1

CB| B [VvVB| A" A A° A* A° A° AT A A A Al AP AD

AT 553 (-12 0 -12 12 0 -12 1 12 0 -512 1/6 -1/3 1/12

2010 0 12 0 12 1 0 12 1 54 0 0 -1/4
A 50 [32 1 1 12 1/2 12 0 0 0 0 -12 0 0

f 126530 * o 0o 0 0 * 0 * -1/6 -1/6 -1/3 -1/6

—_ =
>
©

Tabelul 7.1.3

Solutia din tabelul 7.1.3 nu este acceptabila deoarece valoarea variabilei
x7 este fractionara. Aplicand un algoritm adecvat de rezolvare a problemelor de
optimizare liniard discretd au fost determinate solutiile optime intregi din
tabelul 7.1.4. Oricare din cele sase solutii listate , desi prevad o dublare
a restului inutilizabil, sunt mult mai realiste deoarece:

- se taie un numar mult mai mic de rulouri standard: 89 fata de 225!

- supraplanul este nesemnificativ ca valoare;

- procentul pierderilor rezultate din tdiere este de numai :
570

89x70

x100=9,15%

Rest
inutilizabil

Rest
utilizabil

Supraplan

Rest ‘

Retete Nr. rulouri
utilizate standard
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SOLUTIA | multiplicitati utilizate 22 120 12 (lungime) (lungime) total
I A A A
51 118120 89 2 - - 44 526 570
1 A A AT
41 [ 20 | 28 89 2 - - 44 526 570
11 A A A
31 140 | 18 89 2 - - 44 526 570
v A A A
50 | 18 ] 21 89 - - 4 48 522 570
v A A AT
27 120 ] 42 89 1 1 - 42 528 570
\% A AT A°
6 | 63|20 89 1 1 - 42 528 570

Tabelul 7.1.4

7.2 Probleme cu variabile bivalente

A) Alegerea proiectelor de investitii. O firma este interesata in mai
multe proiecte de investitii pe care ar putea sa le realizeze Intr-o perioada de
cativa ani,dar din cauza bugetului limitat, va trebui sa se limiteze la o parte din

ele. Proiectul j aduce firmei - in caz de finalizare - un profit estimat la ¢; dolari,
J = L,...n sl necesita investitii anuale in valoare de a; dolari, i = 1,...m.
Capitalul disponibil pentru anul i este b;. Problema constd in alegerea acelor
proiecte care sa aduca firmei un profit total maxim cu conditia nedepasirii
capitalului disponibil anual.

Introducem variabilele bivalente:

{1 < proiectul j este acceptat { comment:
X. = 7/

0 < proiectul j nu este acceptat )

In ipotezele de liniaritate uzuale obtinem problema de programare bivalent:

(max) f = Zn:cjxj

cu restrictiile:
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X, e{O,l} j=1..,n

Utilizarea variabilelor bivalente ne permite sa modelam o serie de
situatii speciale.Dacd, de exemplu, in problema de mai sus din primele trei
proiecte cel mult unul (respectiv exact unul) trebuie realizat, introducem
restrictia:

X, +x, +x; <1 (respectiv x, +x, +x; =1)

Este posibil ca un proiect sa fie acceptat numai dacd este realizat un
altul.Pentru a arata, de exemplu, cd proiectul 7 nu poate fi acceptat daca
proiectul 9 nu se realizeaza, introducem restrictia: x, < x,.

D) Problema monezilor. Aceastd problema isi are originea in studiul
unei situatii in aparentd banale, care are loc in orice magazin. S-a observat ca
numai in putine cazuri clientii platesc la casa o suma egala cu contravaloarea
marfurilor cumparate; de regula, ei dau o suma acoperitoare in bancnote si
monezi de valoare mare si asteapta restul. Pentru casier, operatia de dare a
restului nu este asa de simpla cum s-ar crede; el trebuie s-o execute rapid
si
corect, mai cu seama atunci cand la casd sunt mai multi clienti care 1si asteapta
randul sd plateasca. Dupd cum este stiut, in foarte multe magazine s-a trecut la
automatizarea inregistrarii marfurilor cumpdrate de clienti si a evaluarii
resturilor de platd, modul in care aceste resturi sunt inapoiate clientilor
ramanand 1n sarcina casierilor.

Ins3, un rest format din multe monezi, de cele mai diverse tipuri
valorice (in special mici...) nu este de natura sa satisfaca pe client care ar putea
sd plece nemultumit. Pe de altd parte, este greu sa dai un rest exact utilizand
numai monezi de valoare mare. Chestiunea se complica daca se are in vedere si
faptul ca diferitele tipuri valorice de monezi, disponibile pentru plata restului
se pot afla la un moment sau altul in cantitati neindestulatoare.Se naste firesc
intrebarea: cum se poate da un rest de plata astfel incat:

- numarul tipurilor valorice de monezi utilizate la plata restului sa nu
depaseasca o limita data;
-numarul total al monezilor necesare platii sa fie minim;
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Rezolvarea acestei chestiuni a permis automatizarea operatiei - cel putin in
marile magazine -contribuind astfel la cresterea gradului de servire al
clientilor.

In continuare vom ardata cum se formalizeaza problema descrisa;
rezultatul va fi un nou program liniar in numere Iintregi. Vom folosi
urmatoarele notatii:

S =restul de plata;
n = numarul total al tipurilor valorice de monezi disponibile pentru
plata;

p = numdrul maxim de tipuri valorice de monezi ce pot fi utilizate
pentru plata sumei S;

a; = valoarea monezii de tip j;

m; = numdrul monezilor de tip j disponibile in casa;
Pentru fiecare j = 1,..., n introducem variabilele:

x; = numdrul monezilor de tip j utilizate la plata sumei S;

{1 daca tipul de moneda j este utilizat efectiv la plata sumei S;
Y;=

0 in caz contrar;

Obtinem programul:

M=

J

n
ajx,zS;OijSmjyj;jZdijp

Jj=1

x; 20 intregi y, e{0,1}

(min)f = Xx,

7.3 O problema de programare mixti: Program de productie cu
costuri de pregitire
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Reluam problema de programare liniara:

n
Zaijxj =b, i=1,..m
Jj=1

X; 2 0 j=1...,n

(min) f* = Zn:cjxj

in care xi, x2,..., X, reprezinta nivelele unor activitdti productive iar ci, ca,..., ¢y
costuri unitare acestor activitdti. Ipoteza uzualda de liniaritate presupune
proportionalitatea directd intre costul unei activitati si nivelul la care se
opereaza activitatea respectiva. Exista situatii in care demararea unei activitati
necesitd un cost de pregatire, independent de nivelul la care se va opera ea.
Costul activitatii j va avea deci forma:

0 daca X, = 0

c.(x,)=
J J
q,+c;x; daca x; > 0

Pentru a incorpora In modelul matematic anterior aceste noi elemente
introducem variabilele bivalente:

1 daca activitatea j se va opera la un nivel x; >0
Yi= .
710 in caz contrar

Rezultd programul:

< i =
X, Smy, 1,...,n

x;20,y, e{O,l}

(min) f* = quyj + chxj
= =
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in care m; reprezintd o margine superioara pentru nivelul x; al activitatii ;.

Se obtine astfel o problema de optimizare mixta in care o parte din
variabile continud sa ia orice valoare nenegativa in timp ce altele nu pot lua
decat valori intregi.

7.4 Principiul Branch & Bound de rezolvare a problemelor de
programare in numere intregi

Sa considerdm un program liniar in numere intregi cu m restrictii i n
variabile in forma standard:

Ax=D>
(P)yx =0, x intreg

(max) f =cx

Vom presupune ca toate componentele masivelor 4, b, ¢ sunt numere intregi.
Fie 4 multimea solutiilor admisibile intregi ale programului (P). Alaturi de
(P) vom considera si programul relaxat (adicd fara conditia de integritate
impusa variabilelor):

Ax=b
(PL) x>0

(min) f = cx

despre care vom presupune ci are optim finit. Fie x* = (x/,x,,...,x.)" solutia
sa optima. Daca x* are toate componentele intregi atunci x* este si o solutie
optimi a programului (P). Altminteri, solutia optimi intreagd x° se va afla
undeva 1n interiorul multimii solutiilor admisibile ale relaxatei (PL) si pentru a
o pune in evidentd prin algoritmul simplex vom “sparge” aceastd multime 1n
“buciti” din ce in ce mai “mici” pani cand x° devine varf pentru unul din
“cioburi”. Desigur, fiecare “bucata” va fi multimea solutiilor admisibile a unui
anumit program liniar.

Pentru a fi mai precisi, sa presupunem ca in x* componenta x; este

fractionard. Este clar atunci ci solutia optimi intreagd x° va satisface una din
urmatoarele restrictii mutual exclusive:
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x, < Lxl*J sau x, > Lxl*J +1 (7.4.1)

Consideram programele liniare:

(PL) (PL)
(PL,) =

xSLxl*J XZLXTJ"‘I

Spunem ca am “ramificat” problema (PL) in raport cu variabila x, .Dacad &4 si
%, sunt multimile de solutii admisibile Intregi ale celor doud probleme este
clar ca:

ANA =0 si A=A UA,

Sa considerim acum solutia optima x*' a programului (PL,), in caz ci el este
compatibil si si presupunem ci a doua componentd a sa x, este fractionara

. - . A < 1 . o .
(prima componentd este sigur intreagd: x,” = fo J ) .Ramificdm ca mai sus

problema (PL,) in raport cu variabila x, obtinand problemele:
(PL)) (PL))

X, S\_x;“j (Pli) = X, ZLx;1J+1

Daca 411 , <412 sunt multimile de solutii admisibile intregi ale celor doua
probleme rezultate prin ramificare atunci:

(PLII)E

A NA,=0 s1 A=A L UA,UA,

in principiu, ramificarea poate continua de la oricare din problemele PL;;, PL;,
sau PL,, conditia de ramificare fiind aceea ca programul in cauza sa fie
compatibil iar solutia sa optima sa fie fractionard. De notat ca ramificarea unei
probleme se poate face in mai multe moduri in functie de alegerea variabilei a
carei valoare este fractionara. latd doud din ele mai des folosite:

- ramificarea se face dupa prima variabila cu valoare fractionara in
solutia optima curenta.
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- ramificarea se face dupa variabila care, in solutia optima curenta, are
cea mai mare parte fractionard.

Am putea vizualiza acest proces de ramificare printr-un arbore T ale
carui noduri sunt diferitele probleme rezultate, ca in figura 7.4.1. Nodurile
terminale ale acestui arbore sunt fie probleme incompatibile, fie probleme cu

solutii optime intregi. Fiecare nod are un unic "predecesor" si - daca nu este
nod terminal - doi "succesori".

Chestiunea fundamentald este cum conducem acest proces de
ramificare pentru a gdsi solutia optimd x". Pentru aceasta introducem o
variabild zcyp §1 0 "locatie" xcmp; In orice moment al deruldrii procesului de
ramificare xcyvp va retine Cea Mai Buna solutie admisibild intreaga gasitd pana
in acel moment iar zcvp va fi valoarea obiectivului problemei (P) in xcums.

PL
x, <Lx ] x, =Lx] I+
PL, PL,
*1
szsz i xZZLXJIJJrl
PLy, PLy,
Figura 7.4.1

La start zcmp = - o s1 xcmp = & (locatia vida). Fiecare nod PL,, -

unde a este o succesiune de 1 s1 2 ! - va avea atasatd o “margine superioara*

z,, Teprezentati prin rotunjirea intreagd inferioard a optimului problemei PL,,.
Este clar ci dacd x° este o solutie admisibila pentru PL,, atunci:

ZCMB < f(xo) < ;a
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S& notdm ca in procesul efectiv de ramificare arborele T nu exista de la bun
inceput! La start el se reduce la “radacina” (PL) si in continuare primeste noi
noduri 1 muchii de legaturd in functie de problemele rezultate prin ramificare
si efectiv rezolvate. Sa presupunem ca suntem in nodul (PL,) al arborelui T.
Rezolvam problema (PL,). Exceptand problema initiala (PL), celelalte vor fi
rezolvate prin postoptimizare, adaugand la problema “predecesor” una din
restrictiile (7.4.1). Daca (PL,) este compatibila fie x** solutia sa optimd si
Zg,

marginea superioara definitd mai sus. Dacd (PL,) este incompatibilda vom
pune z, = - o. Sunt posibile mai multe situatii:

1) 24 < zcws .n acest caz este inutil sd continudm procesul de
ramificare din nodul (PL,) deoarece orice solutie admisibila intreagd a
problemei (PL,) nu este “mai buna“ decdt xcup. Nodul (PL,) se declara
“mort” i ne intoarcem in unicul predecesor al acestuia din arborele T.

2) 2> zZemp. Doud cazuri se pot intAmpla:
2.1) Solutia optima x™* a problemei (PL,) este intreagd.Actualizim:
— o —
XCMB =X  , ZCMB ~ Zo
dupa care revenim in unicul predecesor al nodului (PL,) din arborele T.

2.2) Solutia optima x™* are componente fractionare. Putem fi intr-
una din urmatoarele situatii:

2.2.1) Problema (PL,) este cercetati pentru prima oard. in
acest caz alegem o variabila, fie ea x;, a cdrei valoare optima x;“ este

fractionard. Adaugdm la (PL,) restrictia x; < Lx;aJ obtinand problema (PL;) si

reoptimizam. Arborele T primeste un nou nod (PL;) si o muchie de legatura
care uneste (PL,) cu (PL,;). Spunem ca ne-am deplasat din (PL,) “pe ramura
din stanga”.

2.2.2) Problema (PL,) a fost rezolvata intr-o faza anterioara si
ramificatd deja dupd o anumitd variabild, sd zicem x; .Daca numai problema
(PLy1) a fost rezolvata atunci se trece la rezolvarea problemei (PL), obtinuta
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din (PL,) prin addugarea restrictiei x; <[ x;“ [ +1. Arborele T primeste un

nou nod (PLy2) si o muchie de legatura intre (PL,) si (PLy2). Spunem ca am
inaintat din nodul (PL,) “pe ramura din dreapta”.Daca ambele probleme (PL;)
si (PL,») rezultate din ramificarea lui (PL,) sunt deja rezolvate declaram nodul
(PLy) “mort” si ne intoarcem in unicul sau predecesor din arborele T.

Este clar acum ca procedura se incheie in momentul in care radacina
(PL) a arborelui T este declaratd nod mort. S& mai observam ca de fiecare data

cand se “Inainteaza“ in T dintr-un anumit nod se merge mai intdi pe ramura
“din stanga” si apoi pe cea “din dreapta”.

Daca multimea solutiilor admisibile ale problemei relaxate (PL) este
marginita (fapt care poate fi asigurat cel putin in aplicatiile practice) atunci
algoritmul este convergent in sensul ca intr-un numar finit de pasi - inaintari si
retrageri in arborele T - se obtine fie solutia optima intreagd a problemei
originale fie concluzia cd ea este incompatibila, adica nu are solutii admisibile
intregi.

Principalul dezavantaj al algoritmului consta in faptul cd volumul de
calcule creste exponential o data cu dimensiunile problemei; ca urmare, el nu
poate fi aplicat decat in cazul unor probleme de “talie” micd. Pentru
problemele practice, caracterizate in general prin dimensiunile lor
impresionante, se utilizeaza proceduri euristice care, fard a determina solutia
optima, furnizeaza solutii acceptabile cu un efort de calcul rezonabil.

Algoritmul descris este o specializare a unei metode mai generale
denumitd Branch and Bound (ramifica si margineste) si folosita la rezolvarea
problemelor  de  optimizare  combinatoriala.  Specific  problemelor
combinatoriale este numarul finit de solutii admisibile, relativ usor de
construit.In ciuda acestui fapt, ele fac parte din categoria problemelor grele
deoarece, de regula, numarul solutiilor admisibile este imens, practic
impredictibil, chiar si in cazul unor probleme de dimensiuni modeste.
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In principiu, metoda branch & Bound “ramitica™, adica parfifioneaza
multimea finitd a solutiilor admisibile ale unei probleme combinatoriale in
parti mai mici pe care “margineste”, aceasta insemnand optimizarea functiei
obiectiv pe fiecare din partile rezultate. Unele din aceste parti sunt ramificate si
madrginite in continuare ; nu sunt ramificate acele parti care Tn mod sigur nu
contin solutia optima a problemei! Ideea metodei este deci de a gasi solutia
optima fara a inspecta toate solutiile admisibile.

Exemplul 7.4.1 Vom aplica procedura descrisa urmatorului program
liniar in numere intregi:

X, +2x,+ x,;<130
X, + x,+ 2x; <100
2x, + x, + 3x,; <140
6x, +9x, -92x, < 0
x, 20, ;=123 intregi

(P)

(max) f = 3x, +4x, +2x,

Ne amintim ca relaxata acestui program a fost studiata in exemplul 6.5.2 unde
se punea problema maximizarii profitului firmei X cu conditia ca productia
bunului A” sa reprezinte cel putin 8% din valoarea intregii productii. Solutia
optima gasita acolo nu era acceptatd deoarece avea componente fractionare. Ne
propunem acum sa determindm combinatia optimd cu componente intregi
utilizdnd algoritmul descris mai sus cu precizarea ca ramificarea se va face
dupd variabila cu cea mai mare parte fractionara in solutia curentd.

Initializare: Rezolvam programul relaxat (PL) obtinut din (P) prin
omiterea conditiei de integritate impusa varibilelor x;, x», x3.(Operatia a fost
deja facutd in exemplul 6.5.2, prin postoptimizare). Rezulta solutia optima:

x1=3,880 x,=42,222 x3=6,667 (max)f=298,889
Initializam arborele T prin radacina sa (PL) careia ii atasam marginea

superioard z = 298 = [298,889] (nici o solutie admisibila intreagd nu poate
oferi obiectivului f'o valoare mai mare!). Punem zcvp = - %0 $i xcmp = <.

Notii: In forma sa finald, arborele T este vizualizat in fig. 7.4.2.
Cititorul este invitat sd urmareasca etapele ce vor fi parcurse pe aceasta figura
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s1 ma1 mult, este Indemnat sa reconstituie ~1n dinamica constructia
arborelui, urmdrind indicatiile date in cuprinsul iteratiilor.

Iteratia 1. Avem z > zems. Ramificam (PL) dupa variabila x; a carei
valoare in solutia optima curenta are cea mai mare parte fractionara. Rezolvam
problema (PL,), rezultatd din (PL) prin adaugarea restrictiei x; < 38. Se obtine
solutia, deasemeni fractionara:

x1=38 x,=42,400 x3=7,200 (max)f= 298,000

Arborele T primeste nodul (PL,) si o muchie de legaturd cu predecesorul (PL).
Atasam nodului (PL;) marginea superioara z; =298.

Iteratia 2. Deoarece z1 > zews, ramificim (PLy) dupa variabila x;.
Adaugam la (PL,) restrictia x, < 42 si rezolvam prin postoptimizare problema
(PL;;) astfel construitd. Se gaseste solutia:

x1=38 x2=42 x3=7,333 (max)f=296,667

Introducem in T nodul (PLi;), muchia de legatura cu predecesorul (PL;) si
marginea superioara zj; = 296.

Iteratia 3. Din nou z;; > zcus; ramificam (PL;;) dupd x3, singura
variabila cu valoare fractionard in solutia optimd curentd. Addugam la (PL;;)
restrictia x3 < 7 si rezolvam problema extinsa (PL;;;). Obtinem prima solutie
admisibild intreaga a problemei originale (P):

x1=38 x;=42 x3=7 (max)f=296
Actualizam:
xem =(38,42,7)  zems = flxems) = 296
Nodul (PL;;;) se declara mort i ne intoarcem in predecesorul (PL;;). Vom

adauga acum la (PL) restrictia x3 > 8. Noua problema (PL,;,) furnizeaza o
noua solutie admisibila intreagad a problemei originale (P):

x1=37 x,=42 x3=8 (max)f=295
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dar mair “slaba™ decat cea mai buna solufie Intreaga gasita pina acum 1
“depozitata“ in xcmp. Abandondm nodul (PL;;;) si ne intoarcem in
predecesorul (PL;;). Deoarece ambele probleme rezultate din ramificarea lui
(PL;;), dupa variabila x3, au fost rezolvate ne intoarcem in nodul (PL;) -
predecesorul lui (PL;;). Adaugam la (PL,) restrictia x, > 43 si rezolvam
problema (PL,) astfel obtinuta. Se géseste solutia fractionara:

x1=37,357 x;=43 x3=06,643 (max)f=297,357

Completam arborele T cu nodul (PLiz) si cu muchia de legaturd

corespunzatoare. Atasam nodului proaspat inclus marginea superioara zj; =
297.

Iteratia 4. Avem ;12 =297 > 296 = zcwme; s-ar putea ca (PL;,) sa aibe
o solutie admisibila intreagd mai bund decit xcyp. Ramificam (PL;;) dupa
variabila x;. Mai intai rezolvam problema (PL;;) dedusda din (PL;;) prin
adaugarea restrictiei x3 < 6. Rezulta solutia fractionara:

x1=27,500 x,=43 x3=6 (max)f=266,500

Introducem in T nodul (PL;3;) pe care-l1 legam de predecesorul sau (PL);).
Deoarece zj2; = 266 < 296 = zcyp orice solutie admisibili intreagd a
problemei (PLy;) este mai “slaba*“ decit xcmp. Ca urmare, abandondam nodul
(PL21) si ne intoarcem in nodul (PL;). Efectuam o “inaintare spre dreapta” in
arborele T rezolvand problema (PL,2) obtinutd din (PL,;) prin extindere cu
restrictia x3 > 7. Se gaseste o solutie admisibild intreagd mai buna decat actuala
XCMB:

X1= 37 Xy = 43 X3 = 7 (max)f= 297
Drept care, facem actualizarea:
XCMB — (37, 43, 7) ZCMB =j(xCMB) = 297

si ne intoarcem in nodul (PL,;), de acolo in nodul (PL;), ajungand in final in
raddcina (PL) a arborelui T. Construim problema (PL,), adaugand la (PL)

restrictia x; > 39 (vezi iteratia 1). Prin reoptimizare se obtine solutia
fractionara:
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xX1=239 x2=42,034 Xx3=0,655 (max)f= 295,445
Arborele T primeste nodul (PL,) cu marginea superioard z, =298.

Iteratia 5. Intrucat z, = 298 > 297 = zcvp ramificdm (PL;) dupa
variabila x3. Problema (PL,;), obtinutd din (PL;) prin completare cu restrictia
x3 < 6 are solutia fractionara:

x1=45,500 x;=31 x3=6 (max)f=272,500
Abandonam nodul corespunzator (PL,;) deoarece ;21 = 272 <297 = zcume.
Adaugand la (PL,) restrictia x3 > 7 si rezolvand problema (PL,;) astfel
construitd obtinem o solutie admisibild intreagd mai slaba decit xcus:
x1=39 x,=41 x3=7 (max)f=295
Intorcandu-ne in ridicina (PL), constatim ci nici o ramificare nu mai

este posibila.In concluzie solutia optima intreaga a problemei originale (P) este
actuala xcmg, adica:

x{ =37 xy=43 x)=7 (max)f =z, =297

PL

£-298,889

x; =38,889

x;=42,22

X3 = 6,667

X1 <38 X1 >39
PL, PL,

£=298,000 £=298,445
X1 = 38,000 X1 = 39,000
x; = 42,400 x;= 42,034
X3 = 7,200 X3 = 6,655
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