CAPITOLUL 11

PROBLEME DE OPTIMIZARE IN RETELE DE TRANSPORT SI
DISTRIBUTIE

1.Modelarea problemelor de transport si distributie

Intr-o mare varietate de contexte se pune problema deplasdrii unei
cantitati Q ce poate fi materie, energie, informatie, etc. din unele locuri numite
surse in alte locuri numite destinatii, aceastd deplasare realizandu-se pe
anumite rute de legatura. Unitdtile indivizibile ale cantitdtii Q care se
deplaseaza de-alungul rutelor se vor numi unitati de flux.

1.1 O clasificare a problemelor de transport si distributie

Pentru Cercetarea Operationald, problema enuntatd va prezenta interes
numai daca respectd urmatoarele ipoteze:

a) cel putin o sursa poate aproviziona mai multe destinatii §i cel putin o
destinatie poate primi unitati de flux de la mai multe surse.
Rutele de legaturd pot avea si alte puncte comune in afara surselor si
destinatiilor, numite puncte intermediare sau de tranzit. Nu sunt excluse
legaturile directe intre surse sau intre destinatii. In principiu, orice ruti poate fi
parcursa in ambele sensuri, dar pot exista §i rute cu sens unic.
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Ansamblul surselor, destinatiilor, al punctelor intermediare si al rutelor
de legaturd se va numi refea de transport; el se identifica cu un graf neorientat
sau partial orientat ca in figura 1.1.1.

b) Unele rute de legatura pot avea limitari superioare si / sau
inferioare pentru volumul unitatilor de flux ce se deplaseaza intr-un sens sau
altul. Aceste limitdri poartd numele de capacitati (inferioare, respectiv
superioare) In continuare, vom avea in vedere numai cazul in care toate
capacitatile inferioare sunt egale cu zero, capacitdtile superioare fiind
exprimate prin numere pozitive.

c¢) Exista un cost al deplasarii unei unitati de flux de la un punct al
retelei la altul,cost care poate fi exprimat in bani, timp sau distanta. Sunt
situatii Tn care acest cost poate semnifica profitul obtinut de pe urma
deplasarii. Pe aceeasi ruta, costurile ce si capacitatile pot diferi in functie de
sensul de parcurgere.

Ipoteza a) va fi intotdeauna presupusa in timp ce ipotezele b) si c) pot
fiinta separat sau simultan.

1) In prezenta ipotezei c) si absenta conditiei b) se pune problema
deplasarii cantitatii de flux Q de la surse la destinatii la un cost total minim.
Daca sursele sunt in legatura directa cu destinatiile obtinem problema clasica
de transport, care va face obiectul sectiunilor imediat urmatoare. Cazul
general, in care exisd §i puncte intermediare, este cunoscut sub numele de
problema transferului si va fi prezentat in sectiunea 4. In cazul particular al
unei singure surse s, al unei singure destinatii # i a unei singure unitati de flux
se obtine problema drumului de cost minim de la s la t.

2) In prezenta ipotezei b) si absenta ipotezei c) se pune problema daca
reteaua , ale carei rute sunt capacitate, este capabild sa permita acoperirea
integrala a cererilor in punctele de destinatie. Pentru aceasta, se va rezolva
problema determindrii volumului maxim Q* de unitdti de flux ce pot fi
deplasate de la surse la destinatii. Dacd Q* < Q vor exista destinatii a caror
cerere este acoperita doar in parte si atunci se ridicd problema maririi
capacitatii de transfer a retelei. Am descris succint problema fluxului maxim.

3) In prezenta simultani a ipotezelor b) si c) se pune problema
satisfacerii cererilor in punctele de destinatie la un cost de transport minim.
Ca si in cazul precedent vom avea in vedere o problemd modificata: vom
determina mai Intai cantitatea maxima de flux ce poate fi deplasata de la surse
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la destinatii §i apoi modul de organizare al deplasarii astfel incat costul
operatiei sa fie minim. Aceasta este problema fluxului (maxim) de cost minim.

In sectiunile urmatoare ne vom ocupa numai de problema clasici de
transport §i de generalizarea ei, problema de transfer; ele vor fi privite ca
probleme de programare liniard cu o structurd speciala si rezolvate prin
metodele programarii liniare. Celelalte probleme identificate vor fi tratate in
cuprinsul altei lucrari.

1.2 Problema clasicd de transport. Problema de transport
echilibrata (PTE)

Un produs omogen (de exemplu bere) se afld disponibil in localitatile
Fi, Fa, ..., F,, In cantitdtile ay, ay, ..., a, $i este cerut pentru consum in centrele
Ci, Cy, ..., C, 1In cantitatile by, b, ..., b,. Se presupune cunoscut costul ¢; al
transportului unei unitati de produs de la F; la C;. Se pune problema satisfacerii
cererii in punctele de consum la un cost total de transport minim.
Centrele furnizoare, centrele consumatoare, legaturile directe intre ele si
costurile unitare de transport sunt vizualizate de obicei printr-un graf orientat
cain figura 1.1.1 a).

Evident, o conditie necesara si suficientd pentru existenta unei solutii a
problemei formulate este ca totalul cantitatilor disponibile sd3 acopere totalul
cererilor:
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In continuare, conditia (1.2.1) va fi presupusd indepliniti. Vom presupune
deasemenea ca :

a;>0,i=1,..m s1 b;>0, j=1,...n.

Daca notdm cu x;; cantitatea livratd de furnizorul F; consumatorului C;,
modelul matematic al problemei (clasice) de transport este:

(PT) Sa se determine (x;.)izl,...,m,jzl,...,n care satisfac
restrictiile:

Sx.<a i=1l,..m (1.2.2)
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éx,.j >b, j=1l..,n (1.2.3)

conditiile de nenegativitate:

§i care minimizeaza finctia obiectiv:

m n

f=22cx; (1.2.4)

i=1j=1

Inegalitatile (1.2.2) exprima cerinta ca totalul livrarilor fiecarui furnizor
sa se incadreze in disponibil; inegalitatile (1.2.3) aratd ca cererea fiecarui
consumator trebuie sd fie acoperita prin totalul cantitdtilor primite; in fine,
(1.2.4) este expresia costului total al transportului.

Vom spune ca problema de transport (PT) este echilibrata daca:

M=

a, = ilbj (1.2.5)
=

i=1

Se observa imediat ca (1.2.5) atrage dupa sine satisfacerea cu egalitate a
restrictiilor (1.2.2) si (1.2.5). Prin urmare, modelul matematic al unei probleme
de transport echilibrate este:

lej —a, i=l,.,m (1.2.6)
J=
(PTE) ;x” =b, j=1l..n 1.2.7)
x; 20
(min) f = i ici.xi.
== Y

Remarcam faptul ca (PTE) este o problemd de programare liniard in forma
standard, cu m + n restrictii $i mn variabile.

Se aratd usor cd matricea A a coeficientilor sistemului de restrictii din
(PTE), care apare in tabelul 1.1.1, are rangul m + n - 1. Aceasta inseamna ca 1n
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sistemul (1.2.6) - (1.2.7) putem elimina o ecuatie fara ca multimea solutiilor
admisibile sa se modifice. In consecinta:

Orice solutie de baza a problemei (PTE) are cel mult m + n - I componente
nenule.

O solutie de baza a problemei (PTE) se va numi nedegenerata daca are
exact m + n - 1 componente nenule; altminteri, ea se va zice degenerata.

In continuare, vom presupune cd orice solutie a problemei (PTE) este
nedegenerata. Cazul in care (PTE) are §i solutii degenerate va fi analizat in
sectiunea 2.5.
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Tabelul 1.1.1

1.3 Cateva elemente de teoria grafurilor

In sectiunea 1.1 am vizualizat elementele unei retele de transport printr-
un desen compus din puncte si arce care unesc unele din aceste puncte (vezi
figura 1.1.1). Un asemenea desen constituie forma uzuald de prezentare a unui
concept deosebit de important, atdt in sine cat si pentru studiul unei
impresionante varietdti de probleme din cele mai diverse domenii,domeniul
economic fiind prioritar.

Am socotit deci necesar sd includem in lucrare céiteva elemente
privitoare la conceptul de graf, cici despre el este vorba. Aceste elemente vor
fi foarte utile pentru intelegerea consideratiilor teoretice dezvoltate n legatura
cu



160 II. PROBLEME DE OPTIMIZARE IN RETELE DE TRANSPORT SI DISTRIBUTIE

rezolvarea problemei de transport si deasemenea constituie cadrul natural de
abordare si a celorlalte probleme amintite in clasificarea datd in sectiunea
precedenta.

Un graf este un cuplu G = (V,E) format dintr-o multime nevida V, ale
carei elemente se numesc vdrfuri sau noduri si o multime E de elemente, zise
muchii, cu proprietatea ca fiecarei muchii e € E 1i sunt asociate doua noduri x,
y € V, nu neaparat distincte, numite extremitatile muchiei e. Un subgraf al
grafului G = (V,E) este un graf G’ =(V’,E’) in care V' < V, E’  E si orice
muchie ee E’ are aceleasi extremitati atat in G* cét si in G.

Dupa cum se vede, definitia generala nu exclude existenta muchiilor cu
o singurd extremitate (aceste muchii se numesc bucle), nici existenta mai
multor muchii cu aceleasi extremitéti (figura 1.3.1 a)

™~ =0

a) b)
Figura 1.3.1

Graful G se va numi simplu dacd nu are bucle si oricare doud noduri sunt
extremitati pentru cel mult o muchie. Vom spune cd G este finit daca varfurile
si muchiile sale sunt in numar finit.

In continuare, vom avea in vedere in exclusivitate grafuri finite si
simple asa cum este cel reprezentat grafic in figura 1.3.1 b).

Fie e = {x, y} o muchie a grafului G = (V,E); extremitdtile sale pot fi
ordonate in doud moduri: (x, y) si (v, x). Cele doud perechi se numesc rute
orientate sau arce generate de muchia subiacentd e; spunem ca arcul (x, y) are
extremitatea initiala X i extremitatea finald y si ca (y, x) este arcul opus lui
(x, ¥). A orienta muchia {x, y} inseamna a alege unul din arcele (x, y)
sau
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(y, x); daca a fost ales arcul (x, y) vom spune ca (x, y) este un arc permis $i ca
arcul (y, x) este blocat. Dacd o asemenea alegere nu a fost facutd vom spune ca
muchia {x, y} este neorientatd. in acest caz, convenim ca ambele arce (x, y) si
(v, x), generate de muchia {x, y}, si fie considerate permise. In fine, a da o
orientare in graful G inseamna a orienta unele din muchiile sale; orientarea
poate fi totala sau partiala dupa cum toate muchiile grafului au fost orientate
sau numai o parte din ele. Este clar cd 1n acelasi graf G pot fi date mai multe
orientari; daca G are m muchii, atunci existd 2" orientari totale diferite ale
acestuia!

Un graf orientat (partial orientat, neorientat) este un graf in care s-a
dat o orientare totala ( o orientare partiald, respectiv nu s-a dat nici o orientare);
de exemplu, graful din figura 1.1.1 @) este (total) orientat iar cel din figura
1.1.1 b) numai partial. Graful din figura 1.3.1 b) este neorientat.

In unele situatii este util si se puna in evidentd arcele permise ale unui graf
(partial) orientat; realizarea graficd, intuitiva a acestei operatii este facutd in
figura 1.3.2.

Figura 1.3.2

Se constatd usor ca daca G este (total) neorientat, numarul arcelor permise este
de doua ori mai mare decat numarul muchiilor din G.

In continuare vom introduce o serie de notiuni frecvent utilizate in
teoria grafurilor. Unele din ele se refera la muchii si de aceea se numesc
“generic” concepte neorientate altele se refera la rutele orientate permise, drept
care se mai numesc $i concepte orientate. Vom considera un graf (finit, simplu)
G =(V,E), in care (eventual) s-a dat o orientare pe unele din muchii (posibil pe
toate).

Un lant in graful G este o succesiune de noduri A = (xo, X1, ... , Xp -1, Xp)
cu proprietatea ca {xo, X1}, {X1, X2}, ..., {Xp-1, X, } sunt muchii in G. Vom spune
cd xo sl x, sunt extremitatile lantului A si cd A  “trece” prin nodurile
intermediare X1, ... , x,_1. Lantul A se zice simplu daca nu trece de doua ori prin
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acelasi nod. Prin definitie /ungimea lantului A este datd de numarul muchiilor
componente. Astfel, lanturile de lungime unu se identificd cu muchiile grafului
G; un lant de lungime doi este constituit din doud muchii adiacente.

Un ciclu este un lant ale carui extremitati coincid.

In figura 1.3.1 b) succesiunile de noduri A = (x, y, £, u, V) siA° = (x, z, y, 1, 2, V)
sunt lanturi: A este un lant simplu de lungime 4 in timp ce A‘ are lungimea 5 si
nu este simplu. Succesiunea L = (x, y, ¢, u, x) este un ciclu de lungime 4.

Un drum in graful G este o succesiune de noduri & = (xo, X1, ... , Xp -1, Xp)
cu proprietatea ca (xo, x1), (X1, X2), ..., (x5 -1, X,) sunt arce permise.Nodul xj este
extremitatea inifiald a drumului J iar x, extremitatea finala. Un circuit este un
drum ale cdrui extremitati coincid. Este clar cd orice drum este un lant,
reciproca nefiind adevirata intotdeauna. In figura 1.3.2, § = (z, ¢, x) este un
drum de lungime 2 iar p = (x, y, ¢, x) este un circuit de lungime 3; 1n acelasi
graf, L = (z, x, y) este un lant care nu este un drum deoarece arcul (z, x) este
blocat.

Graful G = (V,E) se zice conex dacd oricare doud noduri ale
sale sunt extremitdtile unui lant. Daca G nu este conex, existd partitiile V =
ViuVou....UV §1 E = E|UE,U....UE; astfel Incat G = (V],E]) , G, = (Vz,Ez) ,
oy Gy = (V,,Es) sunt grafuri conexe. Subgrafurile G;, Gy,...., Gy se numesc
componentele conexe ale grafului G. Graful din figura 1.3.2 este conex (ca si
cele din figurile anterioare); graful din figura 1.3.3 are trei componente conexe.

Graful G = (V,E) S€ Graful G O G
numeste bipartit dacd multimea N e
nodulor alc poate e T e
descompusd in doud submultimi G, Gs

nevide si disjuncte S si T, astfel
incat orice muchie din G are o
extremitate Tn S si cealaltd in T.

Este clar ca graful asociat
unei  probleme  clasice de
transport este bipartit, nodurile
care reprezintd furnizorii
formdnd multimea S iar nodurile corespunzatoare consumatorilor alcatuind
multimea T.

Figura 1.3.3
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Calitatea unui graf de a fi S T
bipartit nu depinde de modul particular () 0 @\ /{D
de reprezentare aga cum aratd exemplul — ><
din figura 1.3.4. O caracterizare y,
completa a grafurilor bipartite este (o @ @ \\E

oferitad de urmatoarea teorema:

Un graf este bipartit daca si Figura 1.3.4
numai daca nu contine cicluri de
lungime impara (altfel spus, orice ciclu al sau are un
numar par de muchii).

Un arbore este un graf conex i fara cicluri
(figura 1.3.5)
Orice arbore este complet caracterizat de oricare din
urmatoarele proprietati:
1) Orice arbore cu p noduri are p - 1 muchii. Figura 1.3.5
2) Intre oricare douid noduri ale unui arbore existi un unic lant de
muchii.
3) Daca intre doua noduri ale unui arbore addugdm o muchie se creeaza
un unic ciclu (figura 1.3.6).
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Figura 1.3.6
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Figura 1.3.7
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4) Daca dintr-un arbore scoatem o muchie, graful se disconecteaza
(figura 1.3.7).

Un arbore H intr-un graf” G este un subgraf care - de sine statator - este
un arbore. H se zice maximal dacd contine toate nodurile grafului G (figura
1.3.8).

G Arbore nemaximal in G Arbore maximal in G

Figura 1.3.8

1.4 O caracterizare in termeni de grafuri a solutiilor unei PTE

Sa consideram graful G asociat unei probleme de transport echilibrate
(PTE). Acesta are m + n virfuri si deci orice arbore maximal in G va avea m +
n - 1 muchii. Sa consideram o solutie de bazd X =(x;)a problemei; in

sectiunea 1.2 am facut ipoteza cad ea este nedegeneratd.

Se poate demonstra ca cele m + n - 1 muchii {F; C;}, corespunzatoare
componentelor nenule din x, formeaza un arbore maximal in G. Si reciproca
se dovedeste a fi adevarata. Fie H un arbore maximal in G; in sistemul celor m
+ n egalititi (1.2. ), (1.2.) sd punem x;; = 0 pentru toate muchiile {F;, C;} care
nu sunt Tn H. R&mane un sistem de m + n ecuatii cu m + n - 1 necunoscute.
Eliminand una din ecuatii, sistemul rdmas are o unica solutie care este o solutie
de baza a PTE.

Are loc urmitoarea teoremia: Intre solutiile de bazd ale PTE - toate
presupuse nedegenerate - si arborii maximali ai grafului G exista o
corespondenta bijectiva.
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Observatie: Orice solutie X =(X;) a PTE va fi inscrisd intr-un fabel

cu m randuri, corepunzatoare furnizorilor si n coloane corespunzatoare
consumatorilor. Tabelul va avea mn celule sau rute; celula din rindul i si

coloana j, notatd (F; ,C;) sau simplu (i, j), va contine componenta x; a

solutiei x.

Exemplul 1.4.1 Si consideram problema de transport echilibrata
definita de urmatoarele date:

C] C2 C3 C4 DlSpOIllbll
Fi| 3 3 1 4 |15
F,| 3 4 3 6 |17
F;| 4 3 6 2 |18
Necesar | 10 | 12 9 19 | 50

Modelul matematic:

Tabelul 1.4.1

X, +x,+x;+x,=15
Xy + X0 + X0y +x,, =17
Xy + X3 X33 +x;, =18

X, +x, +x;, =10

Xy + Xy x5, =12

X3+ Xy +X;,=9

Xy, + X, +x5, =19

x,.jZO

(min) /' =3x,, +3x,, + x; +4x,, +3x,, +4x,, +
+3x,; +6x,, +4x,, +3x;, +6x3; +2x5,
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Propunem cititorului sa arate ca
urmatoarea solutie este bazica:

Arborele maximal,
corespunzator acestei
10 |5 -, .
solutii este format din
7 9 1 .. :
muchiile pline.

Reciproc, sd consideram 1n G urmatorul arbore maximal:

@ Anuldm 1n sistemul restrictiilor toate variabilele x; cu
/ proprietatea cd muchiile corespunzitoare {F;,C;} nu

e apar in arbore. Rezulta sistemul si solutia:
X +x3=15

Xy + Xy =17 x;; =10
@ @ X33 +X34 =18 Xp3 =3 10

x;, =0 = Xy =12 = 12

Xy =12 Xp4 =5 4 14

@ @ X;3+x33=9 X33 =4

Xoy4 +X34 =19 X34 =14




