CAPITOLUL 3

Jocuri dinamice in informatie completa

3.1. Jocuri dinamice in informatie completa si perfecta

3.1.1. Introducere

Un joc dinamic este acel joc in care alegerile jucdtorilor sunt efectuate la diverse momente
de timp.

Un exemplu clasic pentru asemenea jocuri este asa numitul ,,joc al grenadei”. Iatd in ce
constd acesta: un individ care are Tn mana o grenada ii spune unui al doilea: daca nu imi dai 1
milion de USD voi detona grenada si vom muri impreuna. In aceste conditii celalalt jucitor poate
fie sd-i dea banii, fie sd nu i dea, riscand ca celdlalt sa detoneze grenada.

In acest joc vedem ci existd trei momente in care se fac alegerile jucatorilor, si anume:
amenintarea primului jucator, apoi decizia celui de-al doilea de a da sau de a nu da banii §i in sfarsit
decizia celui cu grenada de a o detona sau nu.

Definitia 3.1. Vom numi istorie a jocului h'"' la momentul #+1 (sau in etapa ¢+1/) secventa
de decizie pe care au luat-o jucatorii in cele ¢ etape anterioare ale jocului.

W =(s0,s',...,s")

In aceste conditii vom defini multimea actiunilor posibile pentru jucitorul i ca fiind:

Definitia 3.2. Vom numi actiune fezabila a jucatorului i la momentul (etapa) t+/ acea
actiune ce poate fi aleasa de jucatorul i din multimea actiunilor pe care le are la dispozitie. Vom

nota multimea actiunilor posibile (fezabile) a jucitorului i la momentul t+7 cu 4, (A"").

Definitie 3.3. Vom numi strategie pura a jucatorului i un plan al actiunilor pe care le va juca
jucatorul in fiecare etapa ¢.

Daci vom nota cu H' multimea istoriilor jocului la momentul ¢, atunci Ai( ! ): U A.(h").
heH'

Definitia 3.4. Vom numi functie de castig a jucdtorului i aplicatia U,:H!™ — R,
u,(s,,s,):H™ > R.

Definitia 3.5. Un echilibru Nash in strategii pure pentru jocul dinamic G, =(S,,u,) va fi
acea strategie care respectd conditia u,(s,,s_, )> ui(s;,s_i) Vs, €S, (cu alte cuvinte cea mai bun
alegere posibila a jucatorului i indiferent de alegerile celorlalti jucatori).

Definitie 3.6. Vom numi joc sub forma extinsa acel joc dinamic in care se cunosc:
a) multimea jucatorilor;
b) multimea strategiilor fiecarui jucator;
c) ordinea in care jucatorii iau deciziile;
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d) functiile de castig ale jucatorilor.

Reprezentarea grafica a jucatorilor sub forma extinsd se face sub forma unui graf de tip
arbore.
In acest graf vom avea urmitoarele elemente:
- nodurile grafului sunt momentele la care jucatorii aleg o strategie posibila;
- arcele grafului reprezinta actiunile alese ale jucatorilor;
- nodul initial reprezintd momentul de inceput al jocului;
- nodurile finale indica sfarsitul jocului si in dreptul lor sunt specificate castigurile
jucatorilor.

De exemplu, reprezentand sub forma extinsa jocul grenadei obtinem:

Figura 3.1

Observatie Vom presupune ca graful ce descrie forma extinsa a jocului nu contine cicluri si
duble precedente, cu alte cuvinte se poate defini o relatie de ordine partiala pe acest graf:,x e
y”’ care ITnseamna ,,nodul lui x este inaintea nodului y”’.

Definitia 3.7. Vom numi ,,cale” a jocului multimea nodurilor si arcelor ce conduc din nodul
initial Intr-un nod final.

Observatie O ,,cale” a jocului poate fi identificata cu istoria finala a acestuia.

Definitia 3.8. Vom numi joc in informatie perfecta acel joc in care toti jucatorii stiu la orice
moment ¢ ce decizii s-au luat in etapa anterioara (la momentul #-7).

Definitia 3.9. Vom numi joc cu memorie perfecta (perfect recall) acel joc in care toti
jucatorii stiu istoria jocului de la momentul 0 pana la momentul 7.

Definitia 3.10. Vom numi echilibru perfect in subjoc (subgame perfect equilibrium) o
strategie s care, pentru orice istorie &', S (h’) din G(h’) este un echilibru Nash al lui G(h’ )

3.1.2. Determinarea echilibrului prin algoritmul inductiei recursive (backward
induction).

Fie un joc dinamic cu doi jucdtori, doud etape, iar multimile strategiilor jucatorilor sunt S; si
S, iar functiile de castig sunt U; si Us.

34



Jocuri dinamice in informatie completa

Desfasurarea jocului este urmatoarea:

Jucitorul 1 alege actiunea a; din S; in prima etapa. In etapa a doua jucitorul 2 observa
alegerea jucitorului 1, deci pe a; si alege actiunea sa a, din S, dupa care jocul ia sfarsit. In acest
moment castigurile jucatorilor vor fi u;(a;,ay) respectiv ux(a;,az).

Pentru jocul descris anterior vom formula algoritmul inductiei recursive. Acest algoritm
porneste de la principiul cd, la ultima etapa a jocului, jucatorul care urmeaza sa decida stie deja care
au fost strategiile alese de ceilalti deci In consecintd va alege acea actiune care sd ii maximizeze
castigul.

Etapa 1. Jucatorul 2, observa alegerea jucatorului 1 §i cauta actiunea care sd i maximizeze
castigul:
Ry(a,)=arg [’gg uy(ay,a;)
Aceasta constituie functia de reactie (functia celui mai bun raspuns) a jucdtorului 2 in raport
cu actiunea aleasa de jucatorul 1.

Etapa 2. Jucatorul 1 stie cd jucatorul 2 va juca Rz(al) $i prin urmare va cautd sa-si
maximizeze castigul prin alegerea strategiei:

al* = arg maxu, (al R, (a1 ))
a1eS]

3.1.3. Duopolul Stackelberg

Pe piata unui produs exista doi producatori, firma 1 si respectiv firma 2. Strategiile posibile
pentru cele doud firme sunt cantitatile produse, g; respectiv ¢,, pozitive. Functiile de castig sunt
date de profiturile firmelor. Desfasurarea jocului este urmatoarea: firma 1 alege cantitatea pe care o
produce si o trimite pe piata. Firma 2 observa cantitatea produsa de firma 1 si isi stabileste la randul
ei productia ¢, cdutdnd sa maximizeze profitul.

Ambele firme au costuri marginale (si medii) egale, de valoare c. Functia de cerere inversa
este:

P(@Q)=a—-Q,unde Q=g¢,+q,.
Se cere sa se determine echilibrul acestui joc.

Rezolvare
Sub forma extinsa, jocul are urmatoarea descriere:
1. firma 1 alege cantitatea produsd ¢, > 0 (actiunea a,).

2. firma 2 observa cantitatea produsa de firma 1, si alege cantitatea produsd ¢, >0
(actiunea a, ).
3. jocul ia sfarsit, functiile de castig ale celor 2 firme fiind nivelurile profiturilor,

ﬁi(qiaqj): qi(P(Q)_c)a i= 192 cu P(Q) =da _Qa unde Q =4 + q,-
Determinam echilibrul prin inductie recursiva:

Etapa 1 In ultima etapa a jocului, firma 2 observi cantitatea ¢; aleasa de prima firma si isi
va alege productia ¢, astfel incat sa rezolve problema:

R(q)= argn}gmz(qf,qz)= ¢.(Plg; +4.)-c¢).
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De aici obtinem ¢, = R, (ql* ) =2 C 4 (*).

2 2

Etapa 2 Firma 1| stie cd functia de reactie a firmei 2 este cea din relatia (*) si alege
cantitatea produsi ¢, astfel incat si-si maximizeze profitul:

q, =argmax s (q q*):argmax a—ﬂ—q—: —clq
1 axXI\9 92 14 5 ) |

Deci echilibrul jocului dinamic determinat prin inductie recursiva este:

(qr’q;):(a;c’a;c)

Nivelul castigurilor ce corespund acestor strategii sunt:
2 2

T LT, )= , .

( 1 2 ) ( 8 16 j

Cu alte cuvinte, firma care alege prima strategie va fi avantajata, ea obtinand un profit dublu
fatd de cea de-a doua firma.

In acest caz suplimentul de informatie pe care ce-a de-a doua firma il are (prin faptul ca stie
cantitatea aleasd de prima) se traduce printr-o pierdere de profit (de Ia

la=cP, _fa=cF

r,=—"—lax = e ). Daca firma 2 nu ar avea acea informatie, atunci jocul s-ar desfasura

(a=cf

9

ca un joc static, si de aici profituri egale pentru cele doud firme: 7, =

3.1.4 Reprezentarea jocurilor dinamice sub forma normala

Jocurile dinamice pot fi reprezentate sub forma normald, prin intermediul formei matriceale,
daca se va construi un plan complet de actiune in raport cu strategiile care pot fi jucate de catre
ceilalti jucdtori. Acest plan este construit ex-ante, adicd Tnainte de inceputul jocului. Dupa ce jocul
incepe vom discuta de istoria jocului.

Exemplu; Se considerd urmatorul joc descris sub forma extinsa:

Figura 3.2
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Pornind de la forma extinsa vom construi forma normala echivalenta :

2
(8,8) (8.D) (D’S%) (D.D%)
1 S 2,1 2,1 , 0 0,0
D | -1,1 3,2 -1,1 3,2
Figura 3.3

Aceasta forma normald se construieste ca un plan complet de actiune posibil in raport cu
alegerile jucatorilor. (De exemplu, daca jucatorul 1 alege strategia stanga (S), atunci jucatorul 2
poate alege S’ sau D’, dar nestiind ce a ales jucatorul 1, se gandeste la 4 variante de castig posibile,
in raport cu ce ar fi putut juca primul jucator).

Pentru aceastda formd putem determina echilibrul prin algoritmii descrisi in capitolul
anterior. Astfel, jocul descris in figura 3.3 are un unic echilibru in strategii pure, si anume (D,D’).
Acelasi echilibru rezulta si in cazul in care aplicam algoritmul inductiei recursive.

3.2. Jocuri dinamice in informatie imperfecta

3.2.1. jocuri dinamice in informatie imperfecta

Jocurile dinamice in informatie imperfecta sunt acele jocuri in care jucdtorii (unul sau mai
multi) nu cunosc istoria jocului (sau o etapa a acesteia).

Sa reludm jocul de la exemplul anterior, de acesta data in informatie imperfecta. (figura 3.4)

Figura 3.4

Observatie Linia punctatd din dreptul jucdtorului 2 indica faptul ca jucatorul 2 nu stie care a
fost strategia aleasa de jucatorul 1 (S sau D) 1n prima etapa a jocului. Aceasta situatie poate fi
considerata echivalenta cu faptul ca jucatorul 2 alege simultan cu primul jucator strategia.

In acest caz putem reprezenta sub forma normala jocul in informatie imperfecta, respectiv
sub forma matriceald, ca In figura 3.5:

2
N D’
1 S 2,1 0,0
D -1,1 3,2

Figura 3.5
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In acest caz jocul are doui echilibre, si anume (S, S°), respectiv (D,D’). Totusi, echilibrul
(S,S’) nu este credibil deoarece (D,D’) aduce cistiguri mai mari ambilor jucatori.

3.2.2 Echivalenta strategiilor pure cu cele mixte

Definitia 3.11 Doua strategii pure s; i s’; sunt echivalente dacd au aceeasi distributie de
probabilitate oricare ar fi strategiile pure ale adversarilor.

Exemplu Se considera jocul sub forma extinsa :

Pentru jucatorul 1, strategiile (b,c) si respectiv (b,d) sunt
echivalente deoarece probabilitatea de a fi jucate este zero.

Figura 3.6

Definitia 3.12 Vom numi forma strategica redusd (sau forma normala redusd) a unui joc
sub forma extinsa acel joc in care s-au pastrat doar clasele de strategii echivalente (se pastreaza doar
un singur membru al fiecarei clase de echivalentd).

Analog modului in care am definit strategiile mixte pentru jocurile statice, le vom defini si
pentru jocurile dinamice.

Luce si Raiffa (1987) au facut urmatoarea analogie pentru a explica relatiile dintre strategiile
mixte si cele pure (sau de comportament): o strategie purd este o carte de instructiuni, in aceasta
carte se specifica la fiecare pagind modul in care se va juca dacd avem anumite informatii. Spatiul
strategiilor este multimea cartilor din biblioteca.

O strategie mixtd este o distributie de probabilitate asupra cartilor din biblioteca, adica un
mod aleator de a selecta o carte.

In conditiile unor jocuri in informatie perfecta (perfect recall) strategiile mixte si cele pure
(comportamentale) sunt echivalente.

Vom demonstra cd orice strategie mixta p; a unei forme strategice genereaza o strategie pura
unica s; astfel :

Fie Ri(h) multimea strategiilor pure ale jucitorului i ce preced 4, atunci (V) s, € R,(h)
existad un profil s; de strategii asociate h

Vom avea : s,(a,/h,)= ZP > P(s,)

aeR ?eRh

S; (ﬂ } a
Daca p; asociaza probabilitatea 0 (zero) pentru (‘v’) s, €R, (hi) atunci:

sa,/h)= ZP
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Cum s,(e/e) este nenegativi, atunci Zsl.(ai /h,)=1 deoarece fiecare s; indica actiune
aeS(h;)

pentru jucatorul i.

Exemplu Fie jocul sub forma extinsa din figura 3.7:

Siistoriile :  hy. (S)
h;:(D,d)

Figura 3.7

Fie p, =(1/2(S,5)1/2(D,d)), conditionat de faptul ci se cunoaste istoria ;.
Aceasta strategie mixta este echivalentd cu strategia (D,d), deoarece strategia jucatd in cazul
istoriei /; va fi d cu probabilitatea 1, adicd (s,d)e R, (h1 )

Ceea ce am ardtat pana aici este sintetizat de urmatoarea teorema:

Teorema Kuhn

Intr-un joc dinamic in informatie perfecta strategiile mixte si strategiile pure sunt
echivalente (sau altfel spus, fiecare strategie mixta are echivalentd o unica strategie pura, sau fiecare
strategie pura este echivalenta cu fiecare strategie mixta generatd de aceasta).

Observatie Mai multe strategii mixte pot genera aceeasi strategie pura.

Exemplu Se considera jocul sub forma extinsa:

Z, Z, Zj Z4

Figura 3.8

Fie S,={4,B,C,D} multimea strategiilor jucatorului 2 si

S5 = (4,0

S5’ = (4,D) ..

S, = (BCO) - strategl1 pure
SZ 19 — (B,D)

Fie strategiile mixte s3=( %, %, Y%, %) si s4=(%, 0,0, %)
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Atunci:
p2(4/h)= pa(B/h)= 12
P>(C/h’)= Py(D/h’)= Y.
Deci, 53 s1 54 sunt echivalente.

3.2.3. Dominanta stricta si echilibru Nash in jocurile dinamice
Se considera jocul sub forma extinsa, in care:

S]Z{A,B}
S,={C,D}

(3, 1) (0, 0)

Figura 3.9

Reprezentarea acestui joc sub forma normala este:

2
C D
1 A 12,2 2,2
B 3,1 10,0
Figura 3.10

Observam ca pentru jucatorul 2 strategia C nu domina strict strategia D (2,1) > (2,0). De aici
apare pentru jucdtorul 2 posibilitatea de ,,amenintare”: dacd 1 nu joaca A4, atunci 2 va juca D.
Acest joc, observam ca are doua echilibre in strategii pure, si anume (4,D) respectiv (B,C).
Pentru a determina echilibrele unui joc dinamic vom utiliza teorema Zermelo — Kuhn:

Teorema Zermelo — Kuhn
Un joc finit in informatie perfecta are un echilibru Nash in strategii pure.

Demonstratia acestei teoreme se face pe baza algoritmului lui Zermelo care este o
generalizare a inductiei recursive cu mai multi jucdtori (pe baza programarii dinamice).

Cum jocul este finit, existd o multime de noduri ,,penultime”, adica anterioare nodurilor
terminale. In aceste noduri se determina castigurile maxime pe care le pot avea juctorii ce trebuie
sd joace 1n acel moment.

De aici vom avansa in sens invers in cadrul arborelui pana la nodul initial, pentru care vom
determina strategia de echilibru. Se verificd usor ca aceastd strategie este un echilibru Nash al
jocului dinamic.
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Observatie Dacd vom slabi conditiile teoremei, atunci algoritmul lui Zermelo nu mai este
eficient. De exemplu, pentru jocurile infinite sau pentru jocurile cu strategii nestrict dominate nu se
poate determina echilibrul pornind de la acest algoritm.

3.2.4. Echilibrul perfect in subjoc

Definitia 3.13 Vom numi subjoc propriu G al unui joc sub forma extinsd 7 secventa de
noduri si arce ce incep dintr-un nod unic §i se continud cu toti succesorii acelui nod (un subarbore al
arborelui initial).

Definitie 3.14 Vom numi echilibru perfect in subjoc acea strategie p a jocului G care este
echilibru Nash al oricarui subjoc propriu al lui G.

Observatii
1. Cum orice joc poate fi privit ca propriul sau subjoc, un echilibru perfect al
subjocului este Tn mod necesar un echilibru Nash.
2. Echilibru perfect al subjocului este — in cazul jocurilor finite — acelasi cu cel
determinat prin algoritmul inductiei recursive.

Critici la adresa inductiei recursive

Exemplu 1 Se considera jocul cu n jucatori descris sub forma extinsa in figura 3.11:

1 C 2 C 3 n C
............................................ (2’2’.”’2)
(0] (0] (0] ‘O
(Ll 1) (%, %, %) (1/n,1m...1n)
Figura 3.11

Strategia C Inseamnd continuare din partea fiecdrui jucdtor i, iar O strategia de oprire a
jocului.

Fie p probabilitatea ca fiecare jucator sa joace strategia C.

Aplicand algoritmul inductiei recursive obtinem solutia (C,C,....,C).

Totusi, probabilitatea cu care priveste jucdtorul / sau 2 posibilitatea ca jocul sa continue prin
continuarea pani la sfarsit este p™” respectiv p"~. Cum p £(0,1), p" —0, adica probabilitatea cu care
crede jucatorul 1 ca se va ajunge la sfarsitul jocului tinde la zero, deci apare credinta ca un alt
jucator poate opri jocul inainte de final cu o probabilitate tinzand la 1.

Exemplu 2 Centipedul lui Rosenthal
Se considera jocul sub forma extinsa (in 100 etape ) descris in figura de mai jos, in care
strategiile sunt C = continud, O = opreste jocul.

1l ¢ 2 ¢ 1 ¢ 2 ¢ 1 1 ¢ 2 c
_________________ (98,98)
0 0 0 0 0 0 0
(1,00 (0,1) (20) (13) (3,1) (99.97)  (97,99)
Figura 3.12
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Prin inductie recursiva rezulta ca echilibrul acestui joc va fi oprirea jocului de la prima
etapa.

Aceastd ipoteza apare 1n realitate putin probabild, deoarece pentru orice nivel de asteptare (si
incredere) suplimentare fiecare din cei doi jucdtori va castiga mai mult.

Exemplu 3 Fie un joc sub forma extinsa descris in figura 3.13.

(0,0,0) (7,10,7)  (7,10,7) (0,0,0)

Figura 3.13

Acest joc are trei echilibre 1n strategii pure, respectiv (B,D,E,H) ; (B,D,F,G) si un echilibru
in strategii mixte ( 2 (B,D,E,H); 2 (B,D,F,G)).

Aceasta situatie nu poate fi rezolvatd prin intermediul algoritmului inductiei recursive sau
prin teorema Zermelo, deoarece echilibrul perfect in subjoc nu poate fi definit in strategii mixte.

3.3. Jocuri repetate

3.3.1. Introducere
O categorie speciald o reprezinta jocurile repetate.

Definitia 3.15 Vom numi joc-etapa acea secventa de decizii (statica sau dinamicd) ce se
repetd de un numar T de ori (T eventual infinit).

Jocurile pot fi finit sau infinit repetate, in raport cu orizontul T in care se desfasoara jocul.
In continuare vom defini elementele fundamentale ale acestor tipuri de jocuri:

> Vomnotacu G=(xA,U) jocul-etapi si

A; spatiul distributiilor de probabilitate asupra actiunilor 4; ale jucatorului i;

» Jocurile se desfasoara in informatie perfectd si completa, respectiv la sfarsitul fiecarei etape
orice jucator stie istoria jocului si castigurile obtinute.
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» Vom nota cu a' = (af ,d5,.....a, ) actiunile alese de cei n jucdtori la momentul t, si atunci

istoria joculuiva fi A° = (a al,..a! ).

» O strategie pura in jocurile repetate este reprezentatd de o secventa de strategii pure ale jocului-
etapd, de la inceput pana la sfarsitul jocului.

> O strategie mixtd P;va fi descrisa de o secventi de strategii mixte &; € A ;.

» Functiile de castig vor fi descrise prin:

U, =E,(1-6)) 6"u,(p'(h"))- pentru jocuri infinit repetate

t=0

=E, - 5m 25 u,(p'(h"))- pentru jocuri finit repetate, unde:

E, = castigul asteptat de strategia p;

o= factor de actualizare intertemporala (factor de discont);

0= 0 — reprezinta jucatorii ce nu au rabdare sa continue jocul si se opresc dupa prima
etapa;

0= 1 —reprezinta jucatorii perfect rabdatori, pentru care castigurile fiecarei perioade
sunt echivalente.

» Criteriul urmat de jucatori in alegerea strategiilor este maximizarea castigului mediu (asteptat)
pe unitatea de timp, respectiv:

T
max lim inf E(%); u,(p' (h"))

Pentru jocurile finit repetate solutia poate fi determinatd prin algoritmul inductiei recursive,
iar acest algoritm aratd faptul cd echilibrul Nash al jocului finit repetat este repetarea in fiecare
etapd a echilibrului Nash al jocului etapa.

3.3.2. Modelul de negociere Rubinstein — Stahl

In 1982 Rubinstein si Stahl au propus urmitorul joc:
Doi jucatori doresc s imparta suma de 1 milion de dolari. Jocul este dinamic, infinit repetat
si se desfasoara astfel:

e In perioadele pare, jucitorul 1 propune o impirtire a sumei in proportia x, respectiv /-x
pentru jucatorul 2;

e In perioadele impare, jucitorul 2 primeste propunerea jucitorului 1, o analizeaza, si fie o
accepta fie o respinge. In cazul in care o va respinge, atunci va face la randul siu o
propunere de impartire a sumei (x, /-x).

In cazul acestui joc dinamic avem informatie perfecta deoarece jucatorii stiu istoria jocului
in fiecare moment. Céastigurile jucatorilor vor fi la momentul t, in cazul in care jocul ia sfarsit,

de(6";x,0,(1-x)).
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Echilibrul perfect in subjoc

Observam ca avem un numdr mare de echilibre Nash in acest joc. De exemplu strategia:
“jucdtorul 1 cere x = I si refuza orice alta impartire”, respectiv “jucatorul 2 ofera x=/ si accepta
orice oferta” este un echilibru Nash.

Totusi, acest echilibru Nash nu este un echilibru perfect in subjoc. Daca jucatorul 2 refuza
oferta jucatorului 1 in a doua etapa, si ofera la randul sdu x > ¢, atunci jucatorul 1 trebuie sd o

accepte deoarece este cel mai bun castig posibil, deoarece refuzand aceastd ofertd, in etapa
- . . . - o A o 2 . . A
urmatoare va primi (chiar daca 2 accepta impartirea (1,0) doar d; , care este mai mic decét 8;).

(1-5;)
Un echilibru perfect in subjoc va fi urmatorul: “jucétorul i va cere proportia ﬁ
-5,5,
6,(1-6,)
atunci cand isi face oferta si va accepta orice proportie mai mare sau egald cu 1 ss respectiv
- 5,0,

va refuza orice proportie mai micad”.

Demonstratie:

Fie v, respectiv ;céstigurile cele mai mici, respectiv cele mai mari pe care le poate obtine
jucatorul 1 daca va continua jocul pentru orice echilibru perfect in subjoc daca incepe acesta, si in
mod analog definim aceste castiguri pentru jucatorul 2, (dacd incepe jucatorul 1) v, respectiv Z .

Vom aveaw, ,w, castigurile minime, respectiv maxime de continuare a jocului pentru jucétorul 1

daca va incepe jucdtorul 2, si w, ,w, castigurile minime (maxime) de continuare pentru jucatorul 2

daca incepe el jocul.
Daca Incepe jucdtorul 1, atunci 2 va accepta orice oferta x astfel incat oferta va depasi o, v, ,

deoarece 2 nu poate astepta mai mult de v, din continuarea jocului. Deci avem v, >1-8,v, .
Simetric, jucdtorul 1 va accepta orice ofertad 51V_1 st v, 21—51171.
Daca 2 nu va oferi niciodatd mai mult de 51V_1, atunci castigurile jucdtorului 1 daca va

continua jocul, atunci cand 2 face prima oferta respectiv w, , este cel mult 9§, V_] .

Cum 2 poate obtine cel putin Vv, din continuare - prin a refuza oferta lui 1, atunci 2 va
refuza orice oferta x astfel incat 1-x<9,v, .
De aici, pentru jucdtorul 1 avem: \71 < max(l—ézﬁ,é‘l,;l) = max(l—é'zxg,é‘lz;l)
Dar: max(l—8yv,,00% ) =1- 8y,
deoarece daca
ES 53Z=—Es 0, dar
1-6,v, > 6]2\71
deoarece nici 9, nici v, nu pot fi mai mici ca 1, deci

W <1-6,,.
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Simetric, v, <1-5,, .
Din inegalitatile anterioare avem:
v, 21-0,v, 21-0,(1-6,v,) sau

> 126, i v <1-6,(1-6,v,) sau

Y

- 1-69,
- 1-6,
v < .
1-5,5,
C V<V, v, =y, 1-9,
um S = _— £
S
R — 1-9, . — 0,(1-9,)
In mod analog v, =V, = ——— jar W, =W, = —————
- 1-0,0, — 1-9,0,
— o0,(1-0
respectiv w, = Ww, :2(—2).
— 1-0,0,

De aici rezulta ca echilibrul perfect in subjoc este unic.

Observatie
e In conditiile in care jucatorul 1 va muta primul, atunci acesta este in avantaj. De
exemplu, dacd 6,= o,, atunci y = 1_52 :L>l, deci 1 poate obtine mai mult de
1-0° 1+0 2

jumatate din castig.

Totusi, acest avantaj va dispare daca perioada in care se joaca jocul va fi relativ mica,
deoarece depinde mult de rabdarea jucatorilor. De exemplu, pentru §, = e ",5, = e " cu t durata

jocului si ¢t —0, r; si r, fiind indicatori ai “rabdarii” jucatorilor, atunci &; este aproximativ
"

1 - r,t 1ar v, converge catre . Deci pentru r;= r, partile impartite de cei 2 jucatori vor fi

r + r,
egale.
3.3.3. Jocuri finit repetate

Vom considera urmatorul exemplu: fie jocul-etapd G — dilema prizonierului — §i este repetat
de un numar 7 de ori, finit. Jocul finit repetat va fi G(7).

Jucator 2
A N
Jucator 1 A |-8,-8 | -10,0
N | 0,-10 | -2,-2

Determinand echilibrul prin inductie recursiva obtinem: la ultima etapa, ambii jucatori vor
acuza deoarece nu au incredere ca jocul ar putea avea o desfagurare cooperativa (adopta echilibrul
Nash). La penultima etapa, deja se cunoaste (anticipat) rezultatul ultimei etape, deci jucatorii vor
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adopta acelasi comportament, respectiv se vor acuza reciproc. Continudnd rationamentul, atingem
etapa initiala a jocului prin determinarea la echilibru in fiecare etapa a echilibrului Nash pentru
jocul-etapa. Deci echilibrul jocului finit repetat este repetare de T ori a strategiei (4, 4).

Propozitie Dacd jocul-etapd G are un echilibru Nash unic, atunci pentru orice joc finit
repetat G(7) exista un echilibru perfect in subjoc unic: repetarea echilibrului Nash asociat jocului-
etapa.

Demonstratie Prin algoritmul inductiei recursive, plecand de la ultima etapa se poate atinge
pentru orice subjoc propriu repetarea echilibrului Nash al jocului-etapa, asa cum a fost aratat
anterior.

Critici la echilibrul perfect in subjoc

Una dintre problemele care apare la interpretarea acestui rezultat este ca acest echilibru nu
este credibil. De exemplu, daca dilema prizonierului se va repeta de trei ori (T=3), atunci avem
urmatoarele: la ultima etapd jucdtorii vor alege strategia (4, 4), dar pana atunci, cel putin o etapa,
este mai bine pentru ei si aleagd o strategie de cooperare, respectiv (N, N). In cazul in care
echilibrul jocului este repetarea strategiei (4, 4) de trei ori (determinat prin inductie recursiva),
atunci castigul total al jucatorului i va fi

1-6;
1-6,

Daca cel putin prima etapa jucatorii vor coopera, respectiv vor alege strategia de a nega
amandoi (N,N), atunci castigurile vor fi:

V; ((Na N)s (Aa A)a (As A)) = (_2) + 51‘ (_8) + 5:’2 (_8)

v,((4, 4),(4, 4),(4, ) = (-8) + 5,(-=8) + 5; (-8) = (-8)(1+ 5, + 5;) = (-8)

Evident v, < v;. ,(V)i =1,2, cu alte cuvinte pentru cel putin o perioada jucatorii vor alege sa

coopereze, chiar daca jocul este necooperativ, deoarece castigul adus de aceasta strategie este mai
mare decat cel de necooperare. Acest rezultat a fost sintetizat de Benoit si Krishna (1985) in
urmatoarea teorema:

Teorema Benoit-Krishna
Fie un joc finit repetat G(T), pentru care s~ este un echilibru, si fie § o alta strategie astfel
incat u(s) > u(s*) Atunci existd un 7°<T7, pentru 7 suficient de mare, astfel incat pentru 7’
perioade echilibrul jocului finit repetat este repetarea lui §, iar pentru urmatoarele 7-7" perioade
repetarea lui s .

Demonstratie

Pentru demonstratia acestei teoreme vom apela la principiul rationalitdtii jucatorilor, care
vor dori maximizarea castigului pentru tot jocul.

Astfel, dacd jucitorii vor adopta strategia s la fiecare etapd a jocului, atunci castigul lor
mediu va fi:

* _ 1_51 T t *g
v (s )_W;é‘iui(‘g )
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Daca pentru T~ etape vor adopta strategia §, iar pentru restul de 7-7” etape strategia s,
atunci castigul va fi:

T
v[(s')—1 5“1 (25 u,(58")+ Zé‘fu[(s*t)j cus =(§,8%,..87,87" .8

t=T"+1

Cum u(8) >u(s"), adica u,(§)>u,(s ),(V) jucatorul i, fie i; jucatorul pentru care se
atinge

min(u($) —u(s")).

Atunci, pentru jucatorul i; vom avea:

t=T"+1 t=0

. *t 1_51' C t *t
u, (s)=v,(s )_W(Z&u (§)+ D S u, (s )j—WZ(siluil(s )=

T

1-9, .
:ﬁﬁz ; ll(s )—uil(s )j>0

Deci pentru jucdtorul i; este strict mai bine sd aleagd sa joace In 7~ etape strategia de
cooperare, deoarece va castiga strict mai bine.

Urmatoarea intrebare care se pune este cat timp sa se desfdsoare jocul astfel incat jucdtorii
sa coopereze cel putin o perioadd. Aceasta problema se rezolva in urma adoptarii unei “strategii de
pedepsire” (trigger strategy). Aceasta strategie presupune urmatoarea desfasurare: “jucatorul i va
adopta un comportament cooperativ in prima etapd §i va continua acest comportament atdata timp
cat i ceilalti jucdtori adoptd un comportament similar. In momentul in care unul din jucdtori
deviaza de la acest comportament, atunci pana la sfarsitul jocului se va adopta un comportament
de pedepsire, adica vor fi penalizati prin revenirea la comportamentul necooperativ ™

Acest comportament se bazeaza pe existenta unui “castig de rezerva”, sau castig minmax.
Astfel vom defini:

Definitia 3.16 Vom numi castig de rezerva u, pentru jucatorul i, castigul minim ce il poate

obtine in cele mai proaste conditii pentru el, sau altfel spus #; = min[maxu,(s;,s_;)]

=i S;

Fie m_; strategiile celorlalti jucatori pentru care se realizeaza u; , adica profilul minmax al

strategiilor celorlalti jucatori. Atunci u;(m;,m_;) =u, .

Exemplul 3.1 Pentru dilema prizonierului, castigul minmax este atins pentru strategiile (4,
A) s1 va coincide cu echilibrul Nash.

Jucator 2

A N
Jucitor 1 A | -8,-8 |-10,0
N [0,-10 | -2,-2

ﬂ - vzrg{lzl}\[}[gg{lﬂx u (Sl B 2)] mln(—8,0) =-8
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Exemplu 3.2 Se considera jocul-etapd static descris in figura 3.14

Jucator 2
D E
A [-2,21]1,-2
Jucator 1 B |1,-2 |-2,2
C |0, 0,1
Figura 3. 14

Observam ca acest joc nu are un echilibru in strategii pure. Pentru jucatorul 2, echilibrul in
strategii mixte este 4. 14 cu alte cuvinte, jucatorul 2 este indiferent pe care dintre strategii o

adopta, D sau E. pentru jucdtorul 1 in schimb, cum nu stie care va fi comportamentul jucatorului 2,
atunci el poate castiga:

u,(4,) = %(—2) + 1(%) =-0,5
u,(B,.) = %1 + %(—2) =05

ul(C,.)=%0+%O:0

Deci castigul minmax al jucatorului 1 este 0, pentru strategia C (cel mai mic castig pe care il
poate obtine el cdutand sd-si maximizeze castigul, indiferent de ceea ce ar juca ceilalti jucatori).

3.3.4. Jocuri infinit repetate

Daca jocurile considerate sunt infinit repetate, atunci nu mai poate fi aplicat algoritmul
inductiei recursive pentru ci nu existd o etapa finala a jocului de la care sa pornim in sens invers. In
aceste conditii echilibrul se va determina prin intermediul rezultatelor expuse de teorema folk
(populara):

Teorema folk Dat fiind jocul-etapa G si jocul infinit repetat G(oo) si u, castigul minmax al

jucatorului i, atunci pentru orice vector al castigurilor veu v, > u,,(V)i, existd 0 <1, astfel incat

(V)0 € (0,]) existd un echilibru Nash al jocului G(20) dat de repetarea strategiilor care asigura
castigul v.

Demonstratie

Presupunem ca exista o strategie pura a astfel incat u(a) =v (cu v >u) si fie pentru fiecare
jucator 1 urmatoarea strategie: “voi juca a; in perioada 0 si voi continua sd joc a; atdta timp cat in
perioada anterioara s-a jucat a. Dacda nu, atunci se va juca m; (strategiile corespunzdatoare
castigului minmax) pentru restul jocului.”

Este posibil ca jucatorul i sa castige prin deviere de la aceasta strategie?
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In perioada in care deviazd el va céstiga maxu,(a), iar dupa va céstiga u,, respectiv
a

castigul adus de strategia minmax, deci pana la sfarsitul jocului va castiga u, in fiecare etapa.
In concluzie, castigul adus de devierea in etapa t va fi:

u, =1-8u, +6'(1-5)maxu,(a)+5"'u,

Observatie Intre castiguri existd urmatoarea relatie:

maxu,(a) >u; > u,

a

Acest castig este mai mic decat u; cat timp se depaseste nivelul este 0, definit prin:

(1-96,)maxu,(a)+0,u; =v, (*)

Cum v, > u,, atunci solutia O, a ecuatiei (*) este mai mica decat 1.
Fie 0 =maxJ,, deci existd J astfel incat (V)J >0, echilibrul jocului este dat de

strategiile care asigura castigul v. q.e.d.

Observatii

Daca optimul nu este atins pentru o strategie purd, atunci el se poate realiza pentru o
strategie mixta, iar demonstratia va rdimane aceeasi.

In demonstratie am considerat faptul ci intr-o etapa a jocului deviaza doar un singur jucitor.

Altfel spus, dacd & > atunci un jucator nu va fi tentat sa devieze deoarece castigul din
deviere nu acopera pierderile ulterioare.

M. Friedman (1971) a demonstrat aceastd teorema in conditii slabite:

Teorema Friedman Fie o un echilibru al jocului-etapa cu cistigul ¢. Atunci oricare ar fi
ueU cu u, >c,,(V)i,(3)0 astfel incat (V)0 >0 strategia asociatd lui u sa fie un echilibru
perfect in subjoc.

Exemplul 3.3 Revenind la dilema prizonierului infinit repetatd, sd determinam care este
pragul d pentru care jucatorii vor adopta un comportament cooperativ in cadrul jocului.

Jucator 2

A N
Jucator 1 A | -8,-8 | -10,0
N | 0,-10 | -2,-2

Pentru acest joc castigul minmax este asigurat de strategia (A, A) cu u(A4, 4) = (-8,-8) .
Cagstigul de cooperare este (N, N) = v deoarece (-2, -2)>(-8, -8).
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Castigul adus de deviere pentru jucatorul 1 va fi u, = II{l/%}ui(., N)=0.

Observam ca u, > v, > u,,(0>-2> -8) - analog pentru jucatorul 2.
De aici obtinem castigul mediu de deviere al jucatorului 1 pentru jocul infinit repetat:

u, =(1-0,)maxu,(a)+0,u, =(1-95,)u, +9,u,.

Castigul mediu de cooperare va fi:

u,~ =V, - deoarece castiga la fiecare etapa v, , deci si in medie v, .

De aici rezulta:
VU

uy,=te =>1-0)u +éu, =v, <90, =———sau
Y-y
5, = Uy =V _ 0-(-2) 2220’25
u,—v, 0-(-8 8

Cu alte cuvinte pragul 0 de la care jucdtorii vor adopta un comportament cooperativ va fi
0 =0,25, respectiv pentru orice 0 € (0.25,1) jucatorii vor coopera.

Observatie Jocul fiind simetric obtinem 0, =, =0,25.

3.3.5. Strategia de pedepsire si jocurile finit repetate

In cazul jocurilor finit repetate strategia de a se repeta echilibrul Nash al jocului-etapa pare a
fi echilibrul jocului dinamic. Totusi, am vizut ci aceasta strategie nu este credibila. In acest context
apare Intrebarea dacd putem adopta comportamentul de pedepsire astfel Incat sd fie determinati
jucatorii sa adopte un comportament cooperativ chiar si in cadrul jocurilor finit repetate. Raspunsul
la aceasta intrebare este afirmativ, cu observatia ca 1n acest caz solutia depinde atat de nivelul

pragului dat de factorul de actualizare O, cét si de durata jocului, respectiv de numarul de etape
jucate T.

Astfel avem teorema:
Teoremd Dat fiind jocul-etapd G si jocul finit repetat G(T), u,castigul minmax al

jucdtorului i, atunci pentru orice vector al castigurilor v, cu v, >u,,(V)i,(3)d <1, pentru T

suficient de mare, astfel incat (V)0 € (01),(3)T'> 0 astfel incat repetarea de T’ ori a strategiilor ce
asigura castigul v constituie echilibrul Nash al jocului repetat pentru T’ etape.

Demonstratie

Demonstratia se poate face analog cu cea a teoremei folk. Daca strategia adoptata este una
de “pedepsire”, atunci exista un prag al “rabdarii” ¢ si un numar minim de etape T in care trebuie
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sa se desfasoare jocul pentru ca cel putin T’ etape jucatorii vor adopta un comportament cooperativ
adoptand strategia care aduce castigul v.

Fie u, = castigul minmax al jucatorului i;
v, >u, - castigul de cooperare al jucdtorului i;

u; = maxu(a) - castigul de deviere al jucatorului i.

In cazul in care deviaz, castigul jucitorului i este:
u; (s)— — Z§v +8Tu; + 25’
51 t=T"+1
cu T° numarul de etape 1n care jucatorul i coopereaza, T’ <T.

Cagstigul de cooperare pe intreaga perioada va fi :

uiC §T+1 25 V

Pragul de la care jucétorul i nu este tentat sd devieze este dat de inegalitatea

u® >u’ < §T+1 Z §T+1 ('Zévv +6 Ui + Zé" j

=0 t=T"+1

= .= 1-6"" 1-6)0" _v,—u,
é‘T(ui_V,’)S th(vi _Zi)aé‘r(ui_vi)g(vi_Zi) ( 2T S= ()
=T'+1 1-0 1 o ui —v,
Dat fiind numarul de etape T’ ce se doresc a fi cooperative si un prag de semnificatie o, se
poate obtine 7, respectiv numarul de etape pe care le are jocul finit repetat ca jucatorii sd coopereze
T’ perioade. Vom avea:

—(1-5)8™ WV s >5T:T>log5[5T—(l 5)5%" iy J

v, —u; vV, —U;

Daci se da in schimb T'si 7~ atunci se poate determina O , nivelul minim al factorului de actualizare
pentru care jucatorii vor coopera, din relatia (*).

3.3.6. Aplicatii
1. Investitia strategica §i duopolul

Pe piata unui produs exista doi producatori, firma 1 si firma 2, pentru care costul mediu este
acelasi, ¢c=3 u.m. pe unitatea de produs. Firma 1 poate sd instaleze o noua tehnologie care ii va
reduce costul la ¢;=1 u.m. pe unitatea de produs, dar costul acestei tehnologii este f. Firma 2
observa decizia de investitii a primei firme si apoi alege nivelul outputului simultan cu prima firma.

Functia de cerere inversd pe piatd este P(Q) =a— 0, cu Q = q;+q-.
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Functiile de castig sunt date de profiturile firmelor, respectiv pentru firma 1 avem:
7. ( )= (a—c—¢, =9 ddei nu investeste
191 92) = (a—c, —¢ — Sygdinyesteste

7,(q1.9,)=(a—c—q,—q,)q,
Se cere sd se determine echilibrul acestui joc. Date numerice a=135, f— parametru.
Rezolvare Daca firma 1 nu investeste, atunci costurile medii pe unitatea de produs vor fi

identice pentru cele doud firme, care se vor afla in competitie de tip Cournot.

. . a-c 4; . ) ) s a—c .
Functiile de reactie sunt: R, (g j) = 2 ———, iar echilibrul jocului este g, = =q,,
2
iar nivelurile profiturilor vor fi 71'1* = 71'2 = % .
* , * — 4’4
Pentru datele numerice avem: (QI* qz*) (+4)
(7,,7,) = (16,16)
Daca firma 1 investeste in schimb, atunci functiile de reactie se obtin din problemele:
n’zaX”l (91,9,) = n}]ax(a -0 —q,—9,)9, — f
max 7, (q,,¢,) =max(a—c-q,-4,)q,
. a-c¢ ¢, a—-¢ 4,
De aici: R = - R = _42
2(q)) 5 5ot (4,) 5 )
De aici, nivelul de echilibru rezulta din rezolvarea sistemului:
a-c q, " a+c—2c
1 = Y +2g,=a-c Ty
2 2 - 4, T 24, N 3
a-c¢ q, 2q,+q, =a—c . a+c —2c
ql =T L T 5 qu = 5
2 2 3
cu castigurile
. a+c—2c, ’ a+c, —2c ’
()= | ——— | |/
3 3
daca 7, >n,, adica

alege sd investeascd  doar

Deci firma 1 va
(a+c-2¢) (a—c)’

—c)’ +c-2¢)
(a 90) <(a 09 <) — f,adicidaca f < 5 5
s 16 10
(QIlaqy):(_e_)
Numeric obtinem 33
4 ’ 256 100

(7, 7y) = (T_fa7)

52



Jocuri dinamice in informatie completa

. .. . g , 112 256
Deci prima firma va investii doar daca pentru ea costul tehnologic, f < ra =——-16.

9

53



	CAPITOLUL 3
	
	Jocuri dinamice în informatie completa

	Figura 3.1
	
	Rezolvare


	Figura 3.2
	S
	
	
	
	Figura 3.4
	S’
	S


	Figura 3.5
	Figura 3.6


	Teorema Kuhn



	Figura 3.8
	
	
	
	Figura 3.9
	
	
	A







	Figura 3.10
	Figura 3.11
	Figura 3.12

	CAP3c.pdf
	Observatie
	A

	Teorema Benoit-Krishna
	
	Demonstratie


	Demonstratie
	Observatii
	Demonstratie


