Curs 1
Notiuni generale ale teoriei jocurilor

Introducere

Teoria jocurilor este o ramura relativ noud a microeconomiei dezvoltatd n ultimii 60 de ani.
Ea a aparut odata cu publicarea lucrarii “The Theory of Games and Economic Behaviour” de catre
John von Neumann si Oskar Morgenstern in 1944. Acestia au definit jocul ca “orice interactiune
intre diversi agenti, guvernata de un set de reguli specifice care stabilesc mutarile posibile ale
fiecarui participant §i cdstigurile pentru fiecare combinatie de mutari’. Aceasta descriere se poate
aplica aproape oricarui fenomen social. Astfel incat se astepta de la aceastd stiinta rezolvarea
tuturor situatiilor In care oamenii realizeaza ca rezultatul actiunilor lor depinde nu numai de acestea,
dar si de actiunile celorlalti participanti la acea interactiune.

De la comportamentul in trafic pand la decizii de productie si de la razboiul preturilor la
decizia de a avea copii, totul parea ca va fi analizat stiintific cu ajutorul teoriei jocurilor. Desi nu a
satisfacut toate aceste asteptari, teoria jocurilor si-a gasit numeroase aplicatii in domeniul stiintelor
sociale, inclusiv, sau, poate, mai ales in domeniul economiei.

Teoria jocurilor utilizeaza trei ipoteze fundamentale: jucdtorii se comporta rational; fiecare
stie ca ceilalti sunt rationali; toti jucatorii cunosc regulile jocului.

Pentru a intelege un joc oarecare este necesard mai intai cunoasterea regulilor acestuia,
deoarece astfel se poate afla care actiuni sunt permise (posibile) la un anumit moment. Apoi este
necesar a se cunoaste cum aleg jucatorii o actiune din multimea actiunilor posibile.

Problema alegerii actiunilor de catre jucatori este legatd de primele doud ipoteze amintite
anterior.

Jucatorul care are un comportament rational are anumite preferinte asupra “lucrurilor”: el
preferd mierea - zaharului, muzica clasica - jazz-ului, etc.; acest jucdtor este rational deoarece el va
alege acea actiune care 1i va satisface cel mai bine preferintele sale. Se poate spune, in consecinta,
ca jucatorul rational are o anumita ierarhie a preferintelor, astfel incat este posibild exprimarea
acestora cu ajutorul unor functii de utilitate.

Se poate observa ca ipotezele cu care opereaza teoria jocurilor sunt aceleasi cu care se
lucreaza in economie si in alte domenii.

Definitia 1. Jocul cu n jucatori este o succesiune de decizii §i evenimente aleatoare,
simultane sau nu, care respectd o anumitd structurd a castigului, datd de anumite reguli de
functionare (regulile jocului).

Evenimentul aleator presupune o distributie de probabilitate asupra unui camp de
evenimente.

Regulile jocului vor indica modul in care se iau deciziile de catre jucdtori si ordinea
acestora.

Un jucdtor este rafional daca va cauta sa-si maximizeze satisfactia in raport cu deciziile
proprii, dar tinand cont de deciziile celorlalti jucatori.

Definitia 2. Vom numi strategie a unui jucdtor, o actiune realizabild (posibild), pe care
jucatorul o poate alege in cadrul jocului. Multimea strategiilor jocului este datd de multimea

strategiilor tuturor jucétorilor.

Vom nota multimea strategiilor jocului astfel:
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S = S] X ng e X Sn,
unde 7 este numarul de jucatori.

In unele situatii, natura (hazardul) este al (n + 1) - lea jucitor.

Definitia 3. Numim functie de castig a jocului functia u = (u;, u, ...u,), formata din functiile
de castig ale fiecarui jucdtor. Notand functia de castig a fiecarui jucator u; si functiile de castig ale
celorlalti jucatori u;, functia de castig a jocului va fi: u S — R, u = (u;, u).

Definitia 4. Numim strategie optimald acea strategie care maximizeaza castigul jucatorului 7,
indiferent de strategiile alese de ceilalti jucétori.

Echilibrul Nash (care a preluat numele creatorului sau, John Nash) este o multime de
strategii (s;* s2% ..., 5,®) care respecta conditia:

u; (1% s2%..,8:% Losn®) > wi(s* sk s, e, 8, Vi=1n
sau
ui (5% 8% = wui(sy 5™, Vi=1n

In continuare vom aminti o clasificare a jocurilor in raport cu diverse criterii:

a. in raport cu modul in care comunica jucatori intre ei avem
- jocuri cooperative;
- jocuri necooperative.

Jocurile cooperative sunt acele jocuri 1n care jucatorii comunica liber intre ei inainte de
luarea deciziilor si pot face promisiuni (care vor fi respectate) inainte de alegerea strategiilor.

Jocurile necooperative sunt jocurile in care jucatorii nu comunica intre ei inainte de luarea
deciziilor.

b. in raport cu desfasurarea in timp a jocurilor
- jocuri statice
- jocuri dinamice

Jocul static este acel joc in care deciziile jucdtorilor se iau simultan, dupd care jocul ia
sfarsit.

Jocul dinamic este acel joc in care deciziile jucatorilor sunt secventiale, adica evolueaza in
timp.

c. in raport cu natura informatiei
- jocuri in informatie completa
- jocuri 1n informatie incompleta

Jocul in informatie completa este acel joc in care toti jucdtori cunosc numarul celorlalti
jucatori, strategiile fiecaruia, functiile de castig ale fiecaruia, precum si regulile jocului.
Jocul in informatie incompleta este jocul in care cel putin unul dintre jucdtori nu cunoaste
una sau mai multe functii de castig ale celorlalti jucatori, restul elementelor (numarul celorlalti
jucatori, strategiile fiecaruia si regulile jocului) fiind cunoscute.

d. in cazul jocurilor dinamice, in raport cu tipul informatiei
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- jocuri 1n informatie perfecta
- jocuri in informatie imperfecta

Jocul dinamic in informatie perfecta este jocul dinamic in care fiecare dintre jucatori
cunoaste regulile, numarul jucatorilor, strategiile acestora, precum si evolutia in timp a jocului
(istoria jocului).

Jocul dinamic in informatie imperfecta este jocul dinamic in care macar unul dintre jucatori
nu cunoaste istoria jocului, cunoscand celelalte elemente.

e. in raport cu structura castigurilor
- jocuri de suma nula
- jocuri de suma nenula

Jocul de suma nula este acel joc 1n care suma castigurilor este zero .
Jocul de suma nenula este jocul in care suma castigurilor este diferita de zero.

f. in raport cu numarul de jucatori
- jocuri cu doi jucdtori
- jocuri multipersoana
- jocuri contra naturii.

Exista patru clase de jocuri care vor fi analizate in primele patru capitole ale cursului: jocuri
statice In informatie completa, jocuri dinamice in informatie completa, jocuri statice in informatie
incompletd si jocuri dinamice in informatie incompletd. Corespunzator celor patru clase de jocuri,
existd patru tipuri de echilibre in jocuri: echilibrul Nash, echilibrul perfect in subjoc, echilibrul
Bayesian, echilibrul Bayesian perfect.

Jocuri statice in informatie completa

Jocuri sub forma normala

Un joc sub forma normala (sau strategicd) este definit prin trei elemente: multimea
jucatorilor i € #, cu #={1,2,..1} o multime finita, spatiul strategiilor pure S; pentru fiecare jucator i
si functiile de castig ( sau de platd) u; .

Vom nota acest joccu G = {Sl,...,SI ulul}

Vom numi strategie pura si € Si pentru jucatorul i actiunea realizabild care poate fi aleasa
de jucatorul 7 din spatiul strategiilor pure S; si care 1i va aduce castigul u;(s).

Vomnota cu s exSi , s = (s1 3Sseees S, ) vectorul actiunilor realizabile alese la un moment dat
de catre jucatori (uzual, vom mai nota s =(si,sfi), cu s, :(sl,...,sifl,sm,...,s,) fiind actiunile
(strategiile) alese de catre jucatorii care joaca Impotriva jucatorului i ).

Functiile de cagstig u;(s) sunt definite ca functii de utilitate de tip von Neumann —
Morgenstern pentru fiecare profil al strategiilor realizabile s:(sl,...,s,), adica In functie de
strategiile alese de cétre toti jucatorii.
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De exemplu, la nivelul unui agent economic aceasta functie de utilitate poate fi nivelul
profitului, nivelul incasarilor sau nivelul costului. Pentru analistii politici, aceste castiguri pot fi
numarul de voturi castigate sau alegerea unei platforme electorale.

O categorie speciala de jocuri o constituie jocurile de suma nula. In cazul acestor jocuri,

1
suma castigurilor este zero, > u,(s)=0 ,VsexS; , adicd pierderea unor jucdtori reprezintd
i=1
castigul celorlalti. Cum aceste jocuri reprezintd doar un caz particular, este mai interesantd analiza
jocurilor in general, indiferent de suma utilitatilor (a castigurilor).
Faptul ca jocul se desfdgoard in informatie completa presupune ca jucatorii stiu care sunt
strategiile realizabile ale tuturor, precum si care sunt functiile de castig ale fiecaruia, in functie de
strategiile alese.Vom numi acestea ,, cunostintd comuna”.

Exemplul 1. Dilema prizonierului

Sa consideram exemplul clasic al ,,dilemei prizonierului”. Aceasta presupune ca doi suspecti
sunt arestati, fiind Invinuiti de comiterea unei crime. Ei sunt anchetati in camere separate, si fiecare
are la dispozitie doua variante de raspuns: fie sd pastreze ticerea, adica sa nege ca ar fi comis crima,
fie sd il acuze pe celdlalt prizonier. Daca suspectii se acuza reciproc, atunci ei vor primi ca pedeapsa
cate 7 ani de inchisoare. Daca ambii neaga, atunci pedeapsa va fi de 1 an inchisoare pentru fiecare,
iar daca unul neaga, iar celalalt acuza, atunci cel care acuza va fi eliberat , iar cel care neaga va fi
pedepsit cu 10 ani de Inchisoare.

In aceasti descriere a jocului avem toate elementele necesare pentru un joc sub forma
normala (strategica). Multimea jucatorilor este finitd, i € {1,2} , multimea strategiilor pentru fiecare

jucdtor este aceeasi, S ={A4,N}(cud = Acuza, N = Neaga), iar functiile de castig vor fi:

u(A4,4)= =7 ;u1(4,N)=0; u)(N,4)=-10;u;(N,N)=—1;
ur(4,4)=~7;u5(4,N)=—=10;u, (N, 4)=0;u,(N,N)=—1.

Acest joc In forma normala poate fi reprezentat si sub forma matriceala.

Matricea jocului va contine toate elementele necesare descrierii unui joc in forma normala,
adicd jucatorii, strategiile disponibile si functiile de castig .
In cazul nostru avem:

Prizonier2
A N
A -7,-7 0,-10
Prizonierl
N -10,0 -1,-1
Figura 1

Liniile si coloanele matricii indica strategiile realizabile ale jucatorilor (strategiile pure), iar
celulele matricii vor contine castigurile fiecarui jucator, in functie de strategiile alese, cu primul
numar indicand castigul jucatoruluil, iar al doilea pe cel al jucétorului 2.

Vom defini o strategie mixta a jucatorului i o distributie de probabilitate p; asupra multimii
strategiilor realizabile (pure). Daca vom nota cu <° spatiul strategiilor mixte, el va fi produsul
cartezian al strategiilor mixte realizabile pentru fiecare jucator: 5° = x <7;, cu p; € P.
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Suportul (baza) unei strategii mixte va fi format din strategiile pure pe care le au la
dispozitie jucdtorii, care au asignate probabilitati pozitive de a fi alese. Castigul jucatorului i care va
juca strategia mixta p; este:

wi(p(s)= % ps,)ufs).

sjeS

Evident, > p,(s;)=1.
r _

Observatie. Putem considera strategiile mixte si ca o generalizare a strategiilor pure, daca
D; :(0,0,..,l,..,O), cu probabilitatea 1 corespunzdtor strategiei pure s, €S, si 0 pentru toate

celelalte.

Strategii dominate

Vom explica acest concept pornind de la exemplul precedent. In cazul jucitorului 2, el
poate juca fie 4, fie N. Daca primul jucator va juca A, atunci 2 are de ales intre a juca 4 si a avea
castigul (-7) sau a juca N si a avea castigul (—/0). Evident ca el va prefera sa joace 4, deoarece sta
mai putin in Inchisoare. Daca [ joaca N, atunci 2 poate juca 4, cu cu castigul (0) sau N, cu castigul
(—1). Evident, el va alege tot A.

Cu alte cuvinte, indiferent ce ar alege jucatorul 1, pentru jucatorul 2 este mai bine sa joace
A decat N, adica vom spune ca strategia N (de a nega) este dominata de strategia 4 (de a acuza). Un
rationament asemandtor se face si pentru jucdtorul 1, strategia N fiind dominatd de cétre strategia
A. Putem da acum urmatoarea definitie:

Definitia 5. In jocul sub forma normald G ={S;,...,S; uy,..u; }, fie s} si s/ doud strategii
realizabile pentru jucatorul i (s;,s; €S;). Vom spune ca strategia s; este strict dominatd
(dominata) de strategia s;, daca oricare ar fi combinatia de strategii realizabile ale celorlalti
jucatori, castigul jucatorului i daca joaca s; este strict mai mic (respectiv mai mic sau egal) decat
castigul pe care il are jucand s; :

wi(S1,08721,87 810100008 1) < Ui (8100008321878 141,057
(sau ; (57,5 ) S u;(s7.5-7))

cus_eS xS, x.x§ xS, x..x§,.

Vom presupune cd jucatorii rationali (vom intelege prin jucator rational acel jucdtor care
urmdreste Intotdeauna maximizarea castigului propriu in functie de alegerea strategiilor de catre
ceilalti jucatori) nu vor alege niciodata sa joace o strategie dominata.

Pentru jocul nostru, vedem ca solutia (echilibrul) jocului este ca fiecare jucator sa joace 4,
adica (4,4). Analog, putem defini o strategie strict dominanta (slab dominanta):

Definitia 6. Strategia purd s, este strict dominanta (slab dominantd) pentru jucatorul i daca
pi € P astfel incat u;(Pl,s_; ) >u;(s;,s_;), Vs, €S_, (sau u;(P,s_; ) >u;(s;,s_;)).

Procesul de determinare a echilibrului reprezintd algoritmul de eliminare iterativa a
strategiilor strict dominate.
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Echilibrul Nash

Definitia 7 In jocul sub forma normald G ={S|,..., S ;u;,..u;} ,strategiile pure (sl*,..,sj)
constituie un echilibru Nash dacd pentru fiecare jucitor i, s; este cel mai bun rispuns la strategiile

celorlalti I - 1 jucatori (sl ,..sl.fl,sm,..,s,), adica:

* * %k * * * * *
Ui\ST1 587157 sSi+1s-5] > Ui\ST1 -8 187584155 . VSi (S Si

sau s; va fi solutia problemei:

* * * *
max Uj\S1,.-S;-1,5;,8i41,--57]
SiESi

Extinzand definitia si in spatiul strategiilor mixte vom avea:

Definitia 8. O strategie profil mixt p~ = (p,* , p:) constituie un echilibru Nash al jocului

G =1{S},....8] ;uy,..uus }daci oricare ar fi jucitorul i, atunci u,—(p?,p:)z ui(si,p:), Vs, €S,.

Observatie. Strategia s; care asigura maximizarea cistigului jucitorului i in raport cu
strategiile jucate de ceilalti jucdturi se mai numeste “cel mai bun raspuns” (best response) al
jucatorului i la strategiile alese de ceilalti.

. * * * * *

Cu alte cuvinte, s; =argmax u; (Sl ,..Sl'_l,Sl',Sl'+1,..,S[)

s; €S,

Vom spune ca un echilibru Nash este puternic (strict) daca fiecare jucator are un cel mai bun
rispuns la strategiile oponentilor unic ( adici s  este un echilibru Nash puternic (strict) daci
u; (s?,s: )> u; (sl-,s: )) oricare ar fi jucatorul 7).

Un echilibru Nash este slab (nestrict) daca el nu este unic. In cazul echilibrului obtinut prin
eliminarea iterativa a strategiilor dominate, acesta este un echilibru Nash puternic, deoarece este

unicul echilibru al jocului, iar strategiile alese de jucatori sunt cel mai bun raspuns posibil (
deoarece le-am eliminat pe toate celelalte care nu sunt raspunsuri acceptabile).

Deci atat in cazul ,,dilemei prizonierului”, cat si in cazul jocului prezentat anterior, avem un
echilibru Nash unic, (Acuza,Acuza) in primul caz, respectiv (S,M) in al doilea.

Determinarea echilibrului prin algoritmul maximizarii castigurilor relative (al celui mai bun
rdspuns)

Sa determinam echilibrul Nash al jocului prezentat in figura 2 :

Jucator2
St M D
S 1,3 |31 3,2
Jucator]l M 3,1 1,3 |32
J 23 123 |44
Figura 2
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Algoritmul este urmatorul: pentru fiecare jucator i vom determina cel mai bun raspuns pe
care il poate da in raport cu alegerile celorlalti jucatori. (In matricea jocului, vom sublinia
castigurile jucdtorului i ce sunt obtinute prin alegerea celui mai bun rdspuns). Dacd existd o
combinatie de strategii care sd maximizeze castigurile tuturor jucdtorilor (respectiv o casutd a
matricei in care sa fie subliniate ambele castiguri) atunci acesta constituie echilibrul Nash al jocului
determinat prin algoritmul celui mai bun raspuns.

Aplicand acest algoritm jocului din figura 2 rezultd: daca jucatorul / ar juca strategia S,
atunci pentru jucdtorul 2 cel mai bun raspuns este sd joace St, deoarece 3>1 si 3> 2, deci vom
sublinia castigul corespunzdtor, 3, care corespunde strategiei St. Daca / ar juca M, atunci 2 va juca
M (3>1; 3>2),sivom sublinia castigul 3 ce corespunde strategiei M, iar dacd / ar juca J, atunci
2 va juca D, obtinand castigul 4, pe care il vom sublinia. Proceddm in mod analog si pentru
jucdtorul 2. Daca 2 ar juca strategia St atunci cel mai bun raspuns al jucatorului / este sd joace M cu
castigul 3, pe care il vom sublinia. Daca 2 joaca M atunci / joacad S, cu castigul 3, subliniat, iar
daca 2 joaca D, atunci / joaca J, cu castigul 4, subliniat la randul sau.

Observam ca cele mai bune raspunsuri ale jucétorilor / si 2 au un punct comun, respectiv
jucdtorul / sa joace strategia J iar jucdtorul 2 sd joace strategia D. Aceasta corespunde situatiei In
care 1n casuta (J,D) a matricei castigurilor sunt subliniate ambele castiguri, (4,4).

Acesta este unicul echilibru Nash al jocului (fiind un echilibru Nash strict).

Exemplu. Batalia sexelor

Sa consideram acum un alt joc celebru si anume ,,batalia sexelor”. Acest joc constd in
urmatoarele: intr-o familie, sotul si sotia trebuie sa decidd unde vor merge intr-o seard pentru a se
distra, avand de ales intre a merge la un meci de fotbal si a merge la teatru. Dintre aceste variante,
sotul prefera sa mearga la fotbal, iar sotia la teatru. Daca unul din ei cedeaza, atunci cel care
cedeazd va avea castigul 2, iar cel care nu cedeazi, va cistiga 4. In cazul in care nici unul nu
cedeaza, atunci vor ramane acasa, iar castigul fiecaruia va fi 0.

Matricea jocului este urmatoarea:

Sotie
F T
F 4,2 0,0
Sot
T 0,0 2.4
Figura 3

Sa determinam care este echilibrul Nash al acestui joc, prin algoritmul maximizarii
castigurilor relative: daca sotul alege sa mearga la fotbal, atunci cel mai bun raspuns al sotiei este sa
cedeze, (deoarece dacd nu cedeaza castigd 0, in timp ce dacd va ceda va céstiga 2). Daca sotul alege
sa mearga la teatru, evident pentru sotie este optim sa aleaga aceeasi strategie. Rationand analog si
pentru sotie, obsevdm cd in cazul acestui joc, avem doud echilibre Nash in strategii pure, adica
(F,F), respectiv (T,T), cu castigurile (4,2), respectiv (2,4).

Cum deja am gasit doua echilibre Nash ale jocului, intrebarea care se pune In continuare
este aceea de a vedea dacd nu mai sunt si alte echilibre. Pentru aceasta vom cauta echilibre in
strategii mixte.
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Algoritmul determinarii echilibrului in strategii mixte

Prin acest algoritm vom determina echilibrul (sau echilibrele) in strategii mixte. Pentru
aceasta vom asocia fiecdrei strategii pure a jucdtorului i o anumitd probabilitate. Pentru fiecare
jucator, multimea strategiilor formeaza un camp complet de evenimente, deci suma probabilitatilor
asociate va fi unitard. In continuare, pentru fiecare strategie vom determina castigul asteptat. Vom
elimina din calcule strategiile dominate - sau le asociem probabilitatea nula (0) de a fi jucate — si
vom determina probabilititile pentru care castigurile aduse de strategiile nedominate sunt egale.
Acesta va constitui echilibrul jocului in strategii mixte.

Observatie. Probabilitatile asociate strategiilor reprezintd ipoteze pe care le fac ceilalti
jucatori despre modul in care va juca jucatorul i.

In cazul batdaliei sexelor vom avea: presupunem ci sotia crede c sotul va merge la fotbal cu
probabilitatea p; si la teatru cu probabilitatea /- pj,iar sotul crede ca sotia va merge la fotbal cu
probabilitatea p,, respectiv la teatru cu probabilitatea /- p,. In figura 4 avem reprezentarea sub
forma matriceala :

Sotie
P2 I—p;
F T
P Fl 42 0,0
Sot
1 — D1 T
0,0 2,4
Figura 4.

Atunci castigul asociat strategiei mixte (p;, I- p;) este castigul asteptat de sotie dacd alege
sa merga la teatru, respectiv la fotbal. Astfel, atunci utilitatea asteptata a sotiei va fi:

uy(pr1=p1):F)=2-p +0-(1-p;)=2p
uy((p11=p1 ) T)=0-py+4-(1- p)=4-4p.

La echilibru, uy((p.1-py ) F)=uy((p1.1=p1):T) si pr+p2=1
Din rezolvarea sistemului rezultd p; =2/3.

Deci dacd sotia crede ca sotul doreste s3 meargd la fotbal cu o probabilitate p; > 2/3 atunci
sotia va alege sd meargd la fotbal, (adicd p, =1), iar dacd p; <2/3 atunci deci va alege sa

mearga la teatru ( p, =0).
In cazul in care p; = 2/3 atunci i este indiferent ce alege, deoarece castigul asteptat este

acelasi.
Cu alte cuvinte, dacd p; > 2/3, atunci cel mai bun raspuns al sotiei este s3 mearga la fotbal,

iar dacd p; < 2/3 atunci cel mai bun raspuns al sotiei este s3 mearga la teatru.
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Rationand analog si pentru sot, vom obtine p, =1/3, adica sotul va alege sd mearga la
fotbal daca el crede ca sotia doreste sa mearga la fotbal cu o probabilitate p, >1/3 si s mearga la
teatru, daca p, <1/3, fiind indiferent unde va merge daca p, =1/3.

Prin urmare, mai exista un echilibru Nash al jocului, echilibru in strategii mixte, pentru care
strategiile mixte sunt: (pr Do )= ((2/3,1/3),(1/3,2/3)).

Existenta echilibrului Nash

In paragraful anterior, am definit echilibrul de tip Nash si am aritat modul in care poate fi
determinat. Intrebarea care se impune in continuare este urmatoarea: In ce condifii existd un
echilibru de tip Nash? Raspunsul la aceastd intrebare este dat de teorema lui Nash:

Teorema Nash Orice joc finit sub formd normala are un echilibru n strategii mixte.

Observatie. In cazul in care gisim un echilibru in strategii pure, el poate fi asimilat unui
echilibru in strategii mixte, in care probabilititile de realizare ale tuturor strategiilor sunt 0, mai
putin strategia care constituie echilibrul, care va avea probabilitatea de realizare 1.

Un rezultat mai puternic a fost dat de Debreu(1952), prin urmatoarea teorema:

Teorema Debreu Fie un joc sub forma normald in care spatiul strategiilor S; este o multime
nevidd, compactd §i convexa si apartine unui spatiu euclidian (nu neaparat finit). Daca functiile de
castig u; sunt continue in S si cvasi-concave in S; atuci exista un echilibru Nash in strategii pure.

O problema ce poate apare aici este interpretarea echilibrului in strategii mixte. Ce
reprezintd acest echilibru? Daca in strategii pure descrierea acestui echilibru este suficient de clard —
ea reprezintd strategia ce trebuie aleasa asfel incat s se maximizeze functia de castig (sau utiliatea)
jucdtorilor — un echilibru n strategii mixte este mai dificil de Inteles.Cum se alege o strategie mixta
in conditii practice? Aici apare acea dozd de incertitudine datorata probabilitatilor de alegere a uneia
sau alteia din strategii ( pentru cd, in final, se va juca o strategie pura si nu una mixta!). Conceptul
de strategie mixtd ne ajutd insa in a determina punctul de echilibru, respectiv optimul unui joc.
Apoi, alegerea uneia sau alteia din strategii se va face in functie de cat de apropiatd este de strategia
mixta optimald — n cazul in care avem de-a face cu strategii exprimate Tn forma discreta.

Problema este rezolvata in cazul unor strategii sub forma continua ( asa cum ne asigura si
teorema anterioard), In acest caz determinandu-se cu precizie strategiile ce trebuie adoptate pentru a
se realiza maximizarea castigului.

In cazul in care avem un joc al carui solutie poate fi determinatad prin algoritmul de

determinare iterativa prin eliminarea strategiilor dominate, atunci echilibrul este si unic. Aceasta
poate fi rezumat in urmatoarea propozitie:
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Propozitie

Intr-un joc cu n jucdtori sub formd normali, G =1{S|,...,S, uj,.,u,} daci existi un
echilibru obtinut prin eliminarea strategiilor strict dominate atunci acesta este unicul echilibru Nash
al jocului.

Observatii.

a) pentru jocurile in care strategiile sunt dintr-un spatiu discret, daca exista un echilibru in strategii
pure unic, atunci acel echilibru poate fi determinat prin algoritmul maximizarii castigurilor
relative. In plus, toate echilibrele in strategii pure pot fi determinate prin acest algoritm.

b) Dacd nu poate fi determinat echilibrul prin algoritmul maximizarii cistigurilor relative, atunci
pentru jocul considerat existd doar echilibre (sau echilibru) in strategii mixte.

Jocuri dinamice in informatie completa

Jocuri dinamice in informatie completa si perfectd

Un joc dinamic este acel joc in care alegerile jucdtorilor sunt efectuate la diverse momente
de timp.

Un exemplu clasic pentru asemenea jocuri este asa numitul ,,joc al grenadei”. Iatd in ce
constd acesta: un individ care are ITn mana o grenada ii spune unui al doilea: daca nu imi dai 1
milion de USD voi detona grenada si vom muri impreuna. In aceste conditii celalalt jucitor poate
fie sd-i dea banii, fie sd nu i dea, riscand ca celdlalt sa detoneze grenada.

In acest joc vedem ci existd trei momente in care se fac alegerile jucatorilor, si anume:
amenintarea primului jucator, apoi decizia celui de-al doilea de a da sau de a nu da banii si in sfarsit
decizia celui cu grenada de a o detona sau nu.

Definitia 9. Vom numi istorie a jocului h'*' la momentul ¢+ (sau in etapa t+1) secventa de
decizie pe care au luat-o jucatorii in cele ¢ etape anterioare ale jocului.

ht+1 :(SO Sl St)
In aceste conditii vom defini multimea actiunilor posibile pentru jucitorul 7 ca fiind:
Definitia 10 Vom numi actiune fezabila a jucatorului i la momentul (etapa) #+/ acea actiune
ce poate fi aleasd de jucdtorul i din multimea actiunilor pe care le are la dispozitie. Vom nota
multimea actiunilor posibile (fezabile) a jucdtorului i la momentul #+7 cu 4. (A"").

Definitie 11. Vom numi strategie pura a jucatorului i un plan al actiunilor pe care le va juca
jucatorul in fiecare etapa ¢.

Daci vom nota cu H' multimea istoriilor jocului la momentul ¢, atunci 4, (H ! ): UAZ. (h').
h'eH'
Definitia 12. Vom numi functie de cistig a jucdtorului i aplicatia U,:H!" - R,

u(s.,s_):H" > R.

Definitia 13 Un echilibru Nash in strategii pure pentru jocul dinamic G, = (S,,«;) va fi acea
strategie care respectd conditia ui(sl.,sfi)z u[(s;,sfi) Vs, €S, (cu alte cuvinte cea mai buni

alegere posibila a jucatorului 7 indiferent de alegerile celorlalti jucétori).
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Definitia 14. Vom numi joc sub forma extinsa acel joc dinamic in care se cunosc:
a) multimea jucatorilor;
b) multimea strategiilor fiecarui jucator;
c) ordinea in care jucdtorii iau deciziile;
d) functiile de castig ale jucatorilor.

Reprezentarea grafica a jucatorilor sub forma extinsa se face sub forma unui graf de tip
arbore.

In acest graf vom avea urmitoarele elemente:
- nodurile grafului sunt momentele la care jucatorii aleg o strategie posibila;
- arcele grafului reprezintd actiunile alese ale jucatorilor;
- nodul initial reprezintd momentul de inceput al jocului;
- nodurile finale indica sfarsitul jocului si Tn dreptul lor sunt specificate castigurile
jucatorilor.

De exemplu, reprezentand sub forma extinsa jocul grenadei obtinem:

Figura

Observatie Vom presupune ca graful ce descrie forma extinsa a jocului nu contine cicluri si
duble precedente, cu alte cuvinte se poate defini o relatie de ordine partiald pe acest graf: ,x >
y”’ care Tnseamna ,,nodul lui x este inaintea nodului y”.

Definitia 15. Vom numi ,,cale” a jocului multimea nodurilor si arcelor ce conduc din nodul
initial intr-un nod final.

Observatie O ,,cale” a jocului poate fi identificata cu istoria finala a acestuia.

Definitia 16. Vom numi joc in informatie perfecta acel joc 1n care toti jucdtorii stiu la orice
moment ¢ ce decizii s-au luat in etapa anterioara (la momentul ¢-7).

Definitia 17. Vom numi joc cu memorie perfecta (perfect recall) acel joc in care toti
jucatorii stiu istoria jocului de la momentul 0 pana la momentul 7.

Definitia 18. Vom numi echilibru perfect in subjoc (subgame perfect equilibrium) o
strategie s care, pentru orice istorie 4’, S (h’) din G|h') este un echilibru Nash al lui G?h’ )
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Determinarea echilibrului prin algoritmul inductiei recursive (backward induction).

Fie un joc dinamic cu doi jucatori, doua etape, iar multimile strategiilor jucatorilor sunt S; si
S, 1ar functiile de castig sunt U; si Us.

Desfasurarea jocului este urmatoarea:

Jucatorul 1 alege actiunea @; din S; in prima etapa. In etapa a doua jucitorul 2 observa
alegerea jucatorului 1, deci pe a; si alege actiunea sa a, din S, dupa care jocul ia sfarsit. In acest
moment castigurile jucatorilor vor fi u;(a;,ay) respectiv ux(a,az).

Pentru jocul descris anterior vom formula algoritmul inductiei recursive. Acest algoritm
porneste de la principiul cd, la ultima etapa a jocului, jucatorul care urmeaza sa decida stie deja care
au fost strategiile alese de ceilalti deci in consecintd va alege acea actiune care sd i maximizeze
castigul.

Etapa 1. Jucatorul 2, observa alegerea jucatorului 1 si cautd actiunea care sa i1 maximizeze
castigul:
R, (a1 ) =arg maxu, (a1 ,a, )
areSy

Aceasta constituie functia de reactie (functia celui mai bun raspuns) a jucatorului 2 in
raport cu actiunea aleasa de jucatorul 1.

Etapa 2. Jucdtorul 1 stie cd jucdtorul 2 va juca R, (al) sl prin urmare va cautd sa-si
maximizeze castigul prin alegerea strategiei:

al* = arg maxu, (al R, (a1 ))
a1eS]

Reprezentarea jocurilor dinamice sub formda normala

Jocurile dinamice pot fi reprezentate sub forma normala, prin intermediul formei matriceale,
daca se va construi un plan complet de actiune in raport cu strategiile care pot fi jucate de catre
ceilalti jucdtori. Acest plan este construit ex-ante, adicd Tnainte de inceputul jocului. Dupa ce jocul

incepe vom discuta de istoria jocului.

Exemplu; Se considerd urmatorul joc descris sub forma extinsa:

Figura
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Pornind de la forma extinsa vom construi forma normala echivalenta :

2
(S”S’) (S,’D’) (D”S,) (D’,D’)
1 S 2,1 2,1 0,0 0,0
D -1, 1 3,2 -1, 1 3,2
Figura

Aceasta forma normala se construieste ca un plan complet de actiune posibil 1n raport cu
alegerile jucdtorilor. (De exemplu, daca jucatorul 1 alege strategia stdnga (S), atunci jucatorul 2
poate alege S’ sau D’, dar nestiind ce a ales jucatorul 1, se gandeste la 4 variante de castig
posibile, in raport cu ce ar fi putut juca primul jucator).

Pentru aceastd formd putem determina echilibrul prin algoritmii descrisi in capitolul
anterior. Astfel, jocul descris in figura 3.3 are un unic echilibru in strategii pure, si anume (D,D’).
Acelasi echilibru rezulta si In cazul in care aplicam algoritmul inductiei recursive.

Jocuri dinamice in informatie imperfecta

Jocurile dinamice in informatie imperfecta sunt acele jocuri in care jucdtorii (unul sau mai
multi) nu cunosc istoria jocului (sau o etapa a acesteia).

Sa reluam jocul de la exemplul anterior, de acesta data in informatie imperfecta. (figura 3.4)

Figura 3.4

Observatie Linia punctatd din dreptul jucdtorului 2 indica faptul ca jucatorul 2 nu stie care a
fost strategia aleasd de jucdtorul 1 (S sau D) in prima etapa a jocului. Aceasta situatie poate fi
considerata echivalenta cu faptul ca jucatorul 2 alege simultan cu primul jucator strategia.

In acest caz putem reprezenta sub forma normali jocul in informatie imperfecta, respectiv
sub forma matriceald, ca in figura 3.5:

2
S} D)
1 S 2,1 0,0
D -1,1 3,2

Figura 3.5
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In acest caz jocul are doui echilibre, si anume (S, S’), respectiv (D,D’). Totusi, echilibrul
(S,S’) nu este credibil deoarece (D,D’) aduce cistiguri mai mari ambilor jucatori.

Echivalenta strategiilor pure cu cele mixte

Definitia 19. Doud strategii pure s; si s’; sunt echivalente dacd au aceeasi distributie de
probabilitate oricare ar fi strategiile pure ale adversarilor.

Definitia 20. Vom numi forma strategica redusa (sau forma normala redusd) a unui joc sub
forma extinsa acel joc in care s-au pastrat doar clasele de strategii echivalente (se pastreaza doar un
singur membru al fiecdrei clase de echivalenta).

Analog modului in care am definit strategiile mixte pentru jocurile statice, le vom defini
si pentru jocurile dinamice.

Luce si Raiffa (1987) au facut urmatoarea analogie pentru a explica relatiile dintre strategiile
mixte si cele pure (sau de comportament): o strategie purd este o carte de instructiuni, in aceasta
carte se specifica la fiecare pagind modul in care se va juca daca avem anumite informatii. Spatiul
strategiilor este multimea cartilor din biblioteca.

O strategie mixta este o distributie de probabilitate asupra cartilor din biblioteca, adica un
mod aleator de a selecta o carte.

In conditiile unor jocuri in informatie perfectd (perfect recall) strategiile mixte si cele pure
(comportamentale) sunt echivalente

Teorema Kuhn

Intr-un joc dinamic in informatie perfectd strategiile mixte si strategiile pure sunt
echivalente (sau altfel spus, fiecare strategie mixta are echivalentd o unica strategie pura, sau fiecare
strategie pura este echivalenta cu fiecare strategie mixta generata de aceasta).

Observatie Mai multe strategii mixte pot genera aceeasi strategie pura.

Pentru a determina echilibrele unui joc dinamic vom utiliza teorema Zermelo — Kuhn:

Teorema Zermelo — Kuhn
Un joc finit in informatie perfectd are un echilibru Nash in strategii pure.

Demonstratia acestei teoreme se face pe baza algoritmului lui Zermelo care este o
generalizare a inductiei recursive cu mai multi jucatori (pe baza programarii dinamice).

Cum jocul este finit, existd o multime de noduri ,,penultime”, adica anterioare nodurilor
terminale. In aceste noduri se determina castigurile maxime pe care le pot avea jucatorii ce trebuie
sd joace in acel moment.

De aici vom avansa in sens invers in cadrul arborelui pana la nodul initial, pentru care vom
determina strategia de echilibru. Se verificd usor cd aceastd strategie este un echilibru Nash al
jocului dinamic.

Observatie Daca vom slabi conditiile teoremei, atunci algoritmul lui Zermelo nu mai este

eficient. De exemplu, pentru jocurile infinite sau pentru jocurile cu strategii nestrict dominate nu se
poate determina echilibrul pornind de la acest algoritm.
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Echilibrul perfect in subjoc

Definitia 21. Vom numi subjoc propriu G al unui joc sub formd extinsa 7" secventa de
noduri si arce ce incep dintr-un nod unic §i se continud cu toti succesorii acelui nod (un subarbore al
arborelui initial).

Definitie 22. Vom numi echilibru perfect in subjoc acea strategie p a jocului G care este
echilibru Nash al oricarui subjoc propriu al lui G.

Observatii
1. Cum orice joc poate fi privit ca propriul sau subjoc, un echilibru perfect al
subjocului este in mod necesar un echilibru Nash.
2. Echilibru perfect al subjocului este — In cazul jocurilor finite — acelasi cu cel
determinat prin algoritmul inductiei recursive.

Jocuri repetate
O categorie speciald o reprezinta jocurile repetate.

Definitia 23 Vom numi joc-etapa acea secventa de decizii (staticd sau dinamicd) ce se
repetd de un numar T de ori (T eventual infinit).

Jocurile pot fi finit sau infinit repetate, in raport cu orizontul T in care se desfasoara jocul.
In continuare vom defini elementele fundamentale ale acestor tipuri de jocuri:

> Vomnotacu G=(xA4,U) jocul-etapi si
A; spatiul distributiilor de probabilitate asupra actiunilor 4; ale jucatorului i;

» Jocurile se desfasoara in informatie perfectd si completa, respectiv la sfarsitul fiecarei etape
orice jucator stie istoria jocului si castigurile obtinute.

» Vom nota cu a’ = (af ,d5,.....a, ) actiunile alese de cei n jucdtori la momentul t, si atunci

1 t—1
istoria jocului va fi #° = ( a’,a,..a ).

» O strategie pura in jocurile repetate este reprezentatd de o secventd de strategii pure ale jocului-
etapd, de la inceput pana la sfarsitul jocului.

Y

O strategie mixta P;va fi descrisa de o secventi de strategii mixte &; € A ;.
» Functiile de castig vor fi descrise prin:

U,=E,(01- 5)2 S'u,;(p'(h")) - pentru jocuri infinit repetate

t=0

=E, - 5m 25 u,(p'(h"))- pentru jocuri finit repetate, unde:

E, = castigul asteptat de strategia p;

o = factor de actualizare intertemporala (factor de discont);
0= 0 — reprezinta jucatorii ce nu au rabdare sa continue jocul si se opresc dupa prima etapa;
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o= 1 —reprezinta jucatorii perfect rabdatori, pentru care castigurile fiecarei perioade
sunt echivalente.

» Criteriul urmat de jucatori in alegerea strategiilor este maximizarea castigului mediu (asteptat)
pe unitatea de timp, respectiv:

T
max lirrn_i?f E(%); u,(p'(h"))

Pentru jocurile finit repetate solutia poate fi determinatd prin algoritmul inductiei recursive,
iar acest algoritm aratad faptul cd echilibrul Nash al jocului finit repetat este repetarea in fiecare
etapd a echilibrului Nash al jocului etapa.

Jocuri finit repetate

Vom considera urmatorul exemplu: fie jocul-etapa G — dilema prizonierului — si este repetat
de un numar 7 de ori, finit. Jocul finit repetat va fi G(7).

Jucator 2
A N
Jucator 1 A | -8,-8 | -10,0
N | 0,-10 | -2,-2

Determinand echilibrul prin inductie recursivd obtinem: la ultima etapa, ambii jucatori vor
acuza deoarece nu au incredere ca jocul ar putea avea o desfasurare cooperativa (adopta echilibrul
Nash). La penultima etapd, deja se cunoaste (anticipat) rezultatul ultimei etape, deci jucdtorii vor
adopta acelasi comportament, respectiv se vor acuza reciproc. Continuand rationamentul, atingem
etapa initiala a jocului prin determinarea la echilibru in fiecare etapa a echilibrului Nash pentru
jocul-etapa. Deci echilibrul jocului finit repetat este repetare de T ori a strategiei (4, A).

Propozitie Dacd jocul-etapd G are un echilibru Nash unic, atunci pentru orice joc finit
repetat G(7) exista un echilibru perfect in subjoc unic: repetarea echilibrului Nash asociat jocului-
etapa.

Demonstratie Prin algoritmul inductiei recursive, plecand de la ultima etapa se poate atinge
pentru orice subjoc propriu repetarea echilibrului Nash al jocului-etapd, asa cum a fost aratat
anterior.

Critici la echilibrul perfect in subjoc

Una dintre problemele care apare la interpretarea acestui rezultat este cd acest echilibru nu
este credibil. De exemplu, dacd dilema prizonierului se va repeta de trei ori (T=3), atunci avem
urmatoarele: la ultima etapa jucatorii vor alege strategia (4, 4), dar pana atunci, cel putin o etapa,
este mai bine pentru ei si aleagd o strategie de cooperare, respectiv (N, N). In cazul in care
echilibrul jocului este repetarea strategiei (4, 4) de trei ori (determinat prin inductie recursiva),
atunci castigul total al jucatorului i va fi

1-67
1-6,

Daca cel putin prima etapa jucdtorii vor coopera, respectiv vor alege strategia de a nega
amandoi (N,N), atunci castigurile vor fi:

v, (4, 4),(4,4),(4, 4)) = (-8) + 5,(-8) + 5/ (-8) = (-8)(1+ 5, + ) = (-8)
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V,((N,N), (4, 4),(4, 4)) = (-2) +5,(-8) + 57 (-8)

Evident v, <v,,(V)i =1,2, cu alte cuvinte pentru cel putin o perioada jucatorii vor alege si

coopereze, chiar daca jocul este necooperativ, deoarece castigul adus de aceasta strategie este mai
mare decat cel de necooperare. Acest rezultat a fost sintetizat de Benoit si Krishna (1985) in
urmatoarea teorema:

Teorema Benoit-Krishna
Fie un joc finit repetat G(T), pentru care s~ este un echilibru, si fie § o alti strategie astfel
incat u(8)>u(s"). Atunci existd un 7'<T, pentru 7 suficient de mare, astfel incat pentru 7~
perioade echilibrul jocului finit repetat este repetarea lui §, iar pentru urmitoarele 7-7” perioade
repetarea lui s .

Definitia 24. Vom numi castig de rezerva u; pentru jucatorul i, castigul minim ce il poate
obtine in cele mai proaste conditii pentru el, sau altfel spus #, = min[maxu, (s,,s ;)]

Fie m_; strategiile celorlalti jucatori pentru care se realizeaza u, , adica profilul minmax al

strategiilor celorlalti jucatori. Atunci u;(m;,m_;) =u, .

Jocuri infinit repetate

Daca jocurile considerate sunt infinit repetate, atunci nu mai poate fi aplicat algoritmul
inductiei recursive pentru ci nu exista o etapa finald a jocului de la care sa pornim in sens invers. in
aceste conditii echilibrul se va determina prin intermediul rezultatelor expuse de teorema folk
(populara):

Teorema folk Dat fiind jocul-etapa G si jocul infinit repetat G(=) si ; castigul minmax al

jucatorului 7, atunci pentru orice vector al castigurilor veu v, >u,,(V)i, exista J <1, astfel incat

(V)0 € (0,]) exista un echilibru Nash al jocului G(e0) dat de repetarea strategiilor care asigura
castigul v.

M. Friedman (1971) a demonstrat aceasta teorema in conditii slabite:

Teorema Friedman Fie & un echilibru al jocului-etapa cu céstigul ¢. Atunci oricare ar fi
uelU cu u, >c,,(V)i,(3)0 astfel incat (V)0 >J strategia asociatd lui u sa fie un echilibru
perfect in subjoc.

Strategia de pedepsire i jocurile finit repetate

In cazul jocurilor finit repetate strategia de a se repeta echilibrul Nash al jocului-etapa pare a
fi echilibrul jocului dinamic. Totusi, am vizut ci aceasta strategie nu este credibila. In acest context
apare Intrebarea dacd putem adopta comportamentul de pedepsire astfel Incat sd fie determinati
jucdtorii sa adopte un comportament cooperativ chiar si In cadrul jocurilor finit repetate. Raspunsul
la aceasta intrebare este afirmativ, cu observatia ca In acest caz solutia depinde atat de nivelul
pragului dat de factorul de actualizare O, cat si de durata jocului, respectiv de numarul de etape

jucate T.
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Astfel avem teorema:
Teorema Dat fiind jocul-etapd G si jocul finit repetat G(T), u,castigul minmax al

jucdtorului i, atunci pentru orice vector al castigurilor v, cu v, >u,,(V)i,(3)J <1, pentru T

suficient de mare, astfel incat (V)0 € (01),(3)T'> 0 astfel incat repetarea de T’ ori a strategiilor ce
asigura castigul v constituie echilibrul Nash al jocului repetat pentru T’ etape.

Demonstratie
Demonstratia se poate face analog cu cea a teoremei folk. Daca strategia adoptata este una

de “pedepsire”, atunci existd un prag al “rabdarii” ¢ si un numar minim de etape T in care trebuie
sa se desfasoare jocul pentru ca cel putin T’ etape jucatorii vor adopta un comportament cooperativ
adoptand strategia care aduce castigul v.
Fie u, = castigul minmax al jucatorului i;

v, >u, - castigul de cooperare al jucdtorului i;

u; = maxu(a) - castigul de deviere al jucatorului i.

In cazul in care deviaza, castigul jucétorului 1 este:

u, (s)—T(Z&V +8"u; + Z& j

t=T"+1
cu T’ numarul de etape 1n care jucatorul i coopereaza, T'<T.

Castigul de cooperare pe intreaga perioada va fi :

ul'c 5T+l 25[

Pragul de la care jucatorul i nu este tentat sa devieze este dat de inegalitatea

1-6, & L
ulC ZuiD @ﬁzoé‘tvi > — §T+1 (25 \Z +5T u; + 25t j
i t= i

t=T"+1

— T _ o B - _
§T'(ui_vi)s Z5t(vi_”i)@5T‘(Ui_Vi)S(Vi—ui)l 0 (1 5)5 <vi Y (*)

fe— — < =
t=T"+1 - - 1—5 1—5T7T U, —V.

Dat fiind numarul de etape T’ ce se doresc a fi cooperative si un prag de semnificatie o, se
poate obtine 7, respectiv numarul de etape pe care le are jocul finit repetat ca jucatorii sd coopereze
T’ perioade. Vom avea:

—(1-5)8 WV e et T21og5[5f—(1—5)5”' ”i_va

Vi U, vV, —U;

Daca se da in schimb 7' si 7 atunci se poate determina o , nivelul minim al factorului de actualizare
pentru care jucatorii vor coopera, din relatia (*).
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