CURS 2

Jocuri statice in informatie incompleta (jocuri Bayesiene)

Jocurile in informatie incompleta sunt acele jocuri in care cel putin unul dintre jucatori nu
cunoaste functiile de castig ale celorlalti jucatori.

Totusi, acel jucator care nu stie castigurile celorlalti, isi imagineaza care ar putea fi acestea
cu o anumitd probabilitate.

Introducere

Exemplul 1 Jocul intrarii pe piata

Se considerd un joc in care jucdtorii sunt doud firme, din care una este deja pe piata, iar a
doua doreste sa Intre. Prima firma poate sa se extinda construind o noua fabrica, iar cea de-a doua
nu cunoaste costul noii constructii, stiind doar ca poate fi 4 unitati sau 1 unitate.

Castigurile sunt descrise in figura 1 a) si b):

F2 F2
1 N 1 N
FlI C -1,-1 1,0 C 2,1 4.0
NC 1,1 2,0 NC 1,1 2,0
Cost mare: p; Cost mic: p;
Figura 1.a) Figura 1 b)

Observam ca castigurile jucatorului 2 depind de faptul ca primul a construit sau nu fabrica,
dar nu este influentat de costul acestei investitii. Pentru jucatorul 2 este preferabil sa intre doar daca
jucatorul 1 nu construieste.

Pentru jucatorul 1 in schimb vedem ca strategia de a construi este dominanta doar daca are
un cost mic.

Daca notdm cu p, probabilitatea cu care jucatorul 2 credea cd 1 are un cost mare, cum 1

construieste doar daca are un cost mic, atunci 2 va intra pentru probabilitatea p, > 12 si nu va intra

cu probabilitatea p, < % .

Fie y probabilitatea ca firma 2 sa intre pe piatd (deci (1 — y) este probabilitatea ca firma 2 sd nu
intre pe piatd).

In acest caz strategia de a nu construi riméane dominanti daca firma 1 are un cost mare.
Vom modifica jocul, cu castigurile descrise in figura 2. Fie y probabilitatea ca firma 2 s intre pe
piata (deci (I —y) este probabilitatea ca firma 2 s nu intre pe piata).

F2 F2
1 N 1 N
FI C 0,-1 2,0 FI C 1.5,1 | 3.5,0
NC 2,1 3,0 NC 2,1 3,0
Cost mic Cost mare

Figura 2 a) Figura 2 b)



In acest caz strategia de a nu construi rimane dominanti daci firma 1 are un cost mare.

Daca este un cost mic, atunci strategia optima a luil depinde de probabilitate ca 2 sa intre pe
pe piata.

A construi este mai bine decat a nu construi daca:

1L5y+35(1-y)>2y+3(I—y) Rezultda y<1/2.

Astfel, 1 poate incerca sa prezica comportamentul lui 2 pentru a-si alege propria strategie.
Harsanyi a propus o transformare a acestui joc dintr-unul in informatie incompleta intr-un
joc 1n informatie imperfecta, descriind sub forma extinsa jocul cu ajutorul ”Naturii”. (figura 3):

Natura

Cost mic
[1-pi]

Cost mare
[p1]

0,-1) 2,00 2,1 3,0 (3.5,0) 3.0)

(1.5,-1) 2.1
Figura 3

Prin aceastd reprezentare am obtinut un joc clasic, respectiv un joc dinamic in informatie
incompletd, al carui echilibru se poate determina prin metode deja prezentate. . Vedem ca in raport
cu probabilitatea asignatd de jucatorul 1 pentru comportamentul jucdtorului 2 vom obtine echilibrul

anterior, respectiv: daca firma 1 va crede ca firma 2 intrd pe piatd cu probabilitatea » > y , atunci

el va alege sa nu construiasca, iar daca probabilitatea cu care crede ca firma 2 intra este y < %

atunci va alege sa construiasca.

Reprezentarea jocurilor Bayesiene sub forma normala

In informatie completd, reprezentam un joc sub formd normali ca fiind: G(S,u), fiecare
jucator stiind care sunt strategiile si castigurile asociate tuturor celorlalti jucatori.

In cazul jocurilor in informatie incompletd fiecare jucitor isi cunoaste propriile functii de
castig, dar poate sd nu cunoasca una a celorlalti.

Atunci fie wu,(a,,a,,...,a,;t;) functia de utilitate a jucdtorului i dacd este de tipul z,, cu

t, €T, (spatiul tipurilor posibile).
Vom nota cu p,(¢_,/t;) probabilitatea ca jucatorul de tipul # sa creada ca ceilalti sunt de

tipul 7, .

Definitia 1 Reprezentarea sub forma normald a unui joc Bayesian static cu n jucdtori
presupune sa specificdm spatiul actiunilor (strategiilor) A,, spatiul tipurilor jucatorilor 7, apoi
“credintele” acestora p;, respectiv functiile de castig, u; .

e tipul jucatorului i - ¢- este informatie privatd a jucatorului 7 si face parte din multimea

tipurilor 7.



e credintele (asteptdrile) jucatorului i: p,(z_/t;) descriu incertitudinea lui i asupra
tipurilor posibile (n-1) ale celorlaltijucatori, ¢_,, dat fiind tipul sau ¢.
Atunci un joc static In informatie incompleta (joc bayesian) este G = {4, T, P, U}.

In abordarea lui Harsanyi desfisurarea unui joc bayesian este urmatoarea:
. “natura alege tipul jucdtorilor t=(¢,,t,,...,t,),
. fiecare jucdtor isi cunoaste propriul tipz, dar nu il cunoaste pe al celorlalti 7 ; ;

. jucatorii aleg simultan actiunile lor;
. se “receptioneaza” castigurile u,(a,,a,,...,a,;t,).

Observatia 1. Putem calcula p,(¢_,/t,) utilizdnd regula Bayes:

(. /¢t =p(t—i’ti): p(t—i’ti) .
Pttt pt)  Doplt.t) (1)

Observatia 2. In multe probleme tipul jucatorilor este independent. Deci p,(z_,) nu depinde

de ¢, dar va depinde totusi de distributia de probabilitate p(?) asupra tipurilor.

Definitia 2. Vom numi strategie pentru jucatorul i o functie S,(¢,), in care S, (¢,) specifica o

actiune particulara din multimea actiunilor 4., pentru orice #;, ale jocului G (4, T, P, U).

Definitia 3. In jocul Bayesian static G = {4, T, P, U} strategiile s *=(s,*s,%...,s,* suntun
echilibru Bayesian de tip Nash in strategii pure daca pentru fiecare jucator i si fiecare tip ¢ din 7,

s; *(t; ) este solutie a problemei:

max (57 (o5 (0500 ) 0, )0) (1), v

ajed; t_;el_;
Astfel, la echilibru, nici un jucator nu 1si va modifica strategia, chiar daca se schimba
actiunea 1n cadrul aceluiasi tip.

Exemplul 2 Duopolul Cournot in informatie incompleta

Se considerd modelul duopolului Cournot, in conditii de informatie incompleta. Astfel, pe
piata unui produs existd doi producatori, care produc cantitatile g, , respectiv g,. Contitatea totald de
produs de pe piatd va fi Q.

Functia de cerere inversd este: P(Q)=c—-0Q, O0=gq,+q,

Costul mediu pe unitatea de produs al firmei 1 este c, iar costul total va fi:

c,(q,)=cq,.

Firma 2 in schimb, poate avea doua tipuri de cost, si anume fie un cost mediu mare, cy, fie
un cost mediu mic, ¢y, astfel incat functia de cost total a firmei 2 va fi:

C
CZ (qZ) = {chz cu cm < cM .
m42

Firma 1 crede cu probabilitatea € ca firma 2 are costul mare, ¢, si cu probabilitatea 7 - 6
ca firma 2 are costul mic, ¢,,. Tipul firmei 2 este dat de costul mediu pe care il poate avea. Aceasta
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este o informatie privatd, adicd firma 2 1si cunoaste propriul cost, in schimb firma 1 nu stie acest
cost, deci nu poate determina profitul firmei 2. In schimb firma 1 1isi formeaza anumite credinte,
presupuneri, asupra tipului care este firma 2. Astfel, presupune cu probabilitatea 6 este firma 2 este
de tipul c,,, si cu probabilitatea /- 0 este de tipul c,, .

Fiecare dintre firme are de rezolvat problema:
Pentru firma 2:

max (g —q, *—q, — ¢y, )q, pentru tipul c,, 3)
q2
sau
max(q—q, *—q, —c,, )g, pentru tipul c,,. 4)

a
Pentru firma I:

max6lg—q,—q, *(cyr)-clgy +(1=0)g—q, -4, *(c,,))-cley (5

9

Rezolvand aceste probleme obtinem solutiile (functiile de reactie ale firmei 2 in raport cu
cantitatile elese de firma 1 si de tipul firmei):

*
_CTq9 " Cu

4y *(ey )= =" sau (©)
—qg. ¥—
q, *(Cm):%' (7)

Rezultd pentru firma 1 functia de reactie (in raport cu functiile de reactie ale firmei 2 si cu
probabilitatile cu care crede firma 1 ca firma 2 este de un tip sau de altul):

ql*ze[q_qZ*(CM)_C]+(21_9)[q_q2*(cm)_c] (8)
Din relatiile (6) — (8) rezulta:
-2c,,+c 1-6
g:*(ey) =T+ e —c) ©)
07 (e,) = 20 0 e, ) (10)
v q—2c+0c, +(1—0)cm
q," = : (11)
3
Observatie

In raport cu parametrul 6, respectiv cu probabilitatea cu care crede firma 1 ca firma 2 are
costul mare, strategiile alese de cele doua firme tind catre cele in informatie completd ( € —0sau

0—1).

Strategii mixte revizuite

Harsanyi (1973) a sugerat faptul cd pentru jucatorul i o strategie mixta reprezinta
incertitudinea jucatorului j despre alegerea de catre i a unei strategii pure, iar aceasta depinde de
informatia privatd pe care o are.

Putem extinde aceasta idee si un echilibru Nash in strategii mixte poate fi interpretat (pentru
un joc in informatie completd) ca un echilibru Bayesian 1n strategii pure cu o anumitd (putind)
informatie incompleta
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Exemplul 3. Sa reconsiderdm jocul “batélia sexelor”. Baiatul si fata care au de ales unde vor
petrece seara respectiva vor decide asupra locului in care vor merge: la Teatru sau la Fotbal.
Matricea jocului este data in figura 4:

Fata
T F
Baiat T| 1,2 0,0
F{ 00 2,1
Figura 4

Acest joc are doud 2 echilibre: (7,7) si (F,F).

Sa presupunem acum faptul ca ei nu sunt siguri in legatura cu castigul pe care il are celdlalt,
iar aceste cstiguri sunt 2 + /. pentru fatd (pentru teatru), respectiv 2 + 4, pentru bdiat (pentru
fotbal).

I, §1 1, sunt cunoscute de posesori (fatd, respectiv baiat), iar celalalt se presupune cé sunt din
intervalul /0,x/, uniform distribuite.

Atunci jocul bayesian G va fi G= {Ab,Af,Y;,Tf,Pb,Pf,Ub,Uf} cu

- spatiul actiunilor: 4,=4,={T, F};

- spatiul tipurilor, care este continuu: 7, =7, = [0,x];

- probabilititile cu care cred fata, respectiv baiatul ca celdlalt are castigurile #,, respectiv #
sunt:pf(tb)z pb(tf):%.

Castigurile vor fi descrise de matricea din figura 5:

Fata
T F

Baiat T|1,2+¢, | 00

F| 00 2+1,,1

Figura 5

In continuare vom determina un echilibru Bayesian in strategii pure pentru acest joc in
informatie incompleta.

In acest joc fata va alege teatrul daca t, depageste un nivel critic f, altfel va merge la fotbal.

(Analog se defineste si pentru baiat strategia cu nivelul critic b).

Deci, la echilibru baiatul va alege fotbalul cu probabilitatea x=b

x—f

X

, 1ar fata va alege teatrul
X

cu probabilitatea

56



In continuare vom ardta ca daca informatia completa dispare (x—0), atunci comportamentul
jucdtorilor in strategii Bayesiene aproximeaza comportamentul in strategii mixte al jocului static

D X—C
initial (

2
X x—0 E )
Sa determinam valorile critice f'si b pentru dimensiunea intervalului castigului, x, data:

= pentru baiat :

ul(F)zi(2+tb)+[ —ij0=i(2+zb) (12)
X x x
ul(T)ziO—i-[l—ijl: S (13)
X X X
Deci va merge la fotbal doar daca:
X

t, 2 7 -3=b (14)
Pentru fata, vom obtine in mod analog:

t,2>-3=f (15)

b
Rezolvand (14) si(15)simultan obtinem:

=-3+9+4x

p=r="21Y (16)
Deci, probabilitatea ca baiatul sa mearga la fotbal va fi:
x=b —-3+~9+4x 2
= 1 - >0 A " (17)
X 2x 3

Cu alte cuvinte, daca daca informatia incompleta ar dispare, atunci se obtine echilibrul Nash
in strategii mixte ale jocului in informatie completa.

Mecanisme design (descriptive) ale jocurilor Bayesiene

Exemplul 4. Modelul stabilirii preturilor neliniare
Un monopolist produce un bun la un cost marginal (si mediu) ¢ si vinde o cantitate g >0
din acest bun. Acest bun este cumparat de un consumator a carui satisfactie este descrisd de functia
de castig:
u,(q,7,0)=0V(q)-T cu: (18)
o ¢ V(q) - reprezintd surplusul brut, unde 6 este tipul cumparatorului6;
e T suma transferatd de la consumator la vanzator;
e V(g) reprezinta functia de utilitate, de tip von Neumann — Morgenstern, ce are

proprietatile:
7(0)=0
V'(0)>0

V' (0) < 0 (utilitate marginala descrescatoare)

V(q) este o cunostintd comun, dar & este informatie privata pentru consumator, respectiv
este cunoscut doar de consumator.
In cazul in care spatiul tipurilor este discret, vanzdtorul stie cd 8 =@ cu probabilitatea p si

0=6 cu probabilitatea ; , unde 0 > 0>0sip +;:1.
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Jocul va fi urmatorul:

Vanzatorul ofera un tarif 7(g) (posibil neliniar) in care 1i spune cumparatorului cat il costa
dacd va cumpara cantitatea q.

Consumatorul fie va accepta oferta, fie va refuza.

Daca jocul ar fi In informatie completa, atunci vanzatorul ar sti € si va oferi g astfel incat
sa-s1 maximizeze profitul, extragand tot surplusul consumatorului, adica:

u(q.7,0)=0=0V(q)-T = T=0V(q). (19)
Profitul monopolistului este dat de :

m,=T—-cq=0V(q)-cq (20)
Conditiile necesare de optim sunt:

O _ov(g)=c =0 1)

oq
conduc la solutia:

0V'(q)=c (22)

(Cum V''(0)<0 , rezulta ca si conditia suficientd este indeplinitd, deci profitul se
maximizeaza in punctul in care V"’ (q) =c).

Cum 1nsa consumatorul poate fi de doua tipuri, vanzatorul poate cauta sa ofere 2 pachete de
“programe”, cate unul pentru fiecare tip.

Fie (g,[ ) pachetul pentru tipul € si (q,T ) pachetul pentru tipul 0.
Atunci castigul asteptat al monopolistului va fi:
Er, =£(Z—cg)+ p(T—cq). (33)

In aceste conditii vanzatorul are in fatd 2 conditii:

e prima (IR) restrictia de rationalitate individuala presupune ca utilitatea netd minima a
cumpdratorilor este nenegativa, adica:

(IR) ovig)-T>0

(IR,) oV{g)-T>0.
(Consumatorii nu vor alege un consum ce ar asigura o utilitate negativa.)

e al doilea tip de restrictii sunt cele numite de compatibilitate incitativa, cu alte cuvinte
conditia ca fiecare consumator sa consume doar pachetul care i este destinat:

(ic,)  ovlg)-r=zovlg)-T
(1c,) ovlg)-T=0v(g)-T .

Problema pe care o are de rezolvat vanzdtorul este de maximizare a profitului asteptat cu
restrictiile (IR) si (IC). In prima etapa sa observam ca doar ([Rl) si (]Cz) sunt necesare, deoarece:

ovlg)-T >(6-0)(q)>0. (34)
Deci monopolistul va trebui sa rezolve problema:
max Ex= p(Z - cq)+ ;(T - 05) cu restrictiile:
TT.q4q - -
ovlq)-120 (35)

ovlg)-T>0v(q)-T.
(Pentru inceput vom neglija(ICl ) Daca solutia problemei satisface si (ICI) atunci ea va fi
optimala.)
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Rezulta:
max E r= [@Q - ;(5 — Q))V(Q)— ECQ]"' ;(EV@)— ca) cu restrictiile:
>0 (36)

Conditiile de ordin I conduc la solutiile:
ar’ q): _ si EV'(E)Z c. (37)
o _po-9)
po
Cu alte cuvinte, doar cantitatea ceruta de consumatorul de tip 0 este optima din punct de

vedere social (deoarece este verificatd conditia din problema in informatie completd) .
Cantitatea cerutd de consumatorul de tip € nu va fi optimala deoarece va consuma o

M~

cantitate ¢ <5 (deoarece V''<0) .

Principiul revelatiei

Sa presupunem ca avem un joc cu n +/ jucatori, $i anume:
- un jucdtor principal (P), jucatorul 0, care nu detine informatie privata;
- n jucatori de tip =(9,, ...,0,), cu 6,€0.

Jucatorul principal nu cunoaste tipul 8 al celorlalti n jucétori, dar presupune ca fiecare dintre
tipurile 0; poate fi intalnit cu probabilitatea p;.

Obiectul mecanismului design este acela de a determina o alocatie y ={x,#}, care consta
dintr-un vector x (o decizie ce apartine unei multimi compacte, convexe si nevide) si ¢ (un vector de
transfer monetar de la jucatorul principal catre ceilalti jucatori — eventual acest transfer poate fi si
negativ).

Jucatorii i=1/,...,n au functii de castig de tip von Neumann-Morgenstern, descrise prin
I/l,'(y, 9)

Presupunem ca functiile de castig u; sunt strict crescatoare in raport cu transferurile #;, 1ar uy
este strict descrescatoare in raport cu ¢ si, in plus, sunt de doua ori diferentiabile.

Daca {y(0)}so sunt tipuri continue de jucdtori, atunci, pentru jucdtorul i, i=1,...,n, castigul
asteptat va fi:

u(0;,)=Ey_;[u;(y(6,,0_,).0,,0_,)/0;] (48)
iar pentru jucatorul principal:
Uy = guo(y(é’)ﬂ) (49)

In aplicatiile cu care vom opera, castigurile jucatorilor depind doar de transferul propriu # si
de tipul sau 6, nu si de tipurile celorlalti jucatori 6 sau transferurile lor #,.

Aplicatii economice
1) Discriminarea de pret, unde x=cantitatea cumparata de consumator
- t-pretul platit pentru bunul consumat
- O-tipul consumatorului, dat de nivelul surplusului consumatorului.
2) Reglementarea — cu x-vector de preturi (sau costuri)
- t-venitul firmei
- O-parametru tehnologic al firmei.
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3) Impozitarea veniturilor — x-veniturile agentilor
- t-dimensiunea impozitului platit de agentii economici
- O-capacitatea agentului de a economisi bani.
4) Venituri publice — x-cantitatea de bun public oferita
- ti-contributiile monetare ale consumatorilor la finantarea productiei de
bun public
- O-tipul consumatorului in raport cu surplusul consumatorilor de bun
public.
5) Licitatii — x;-probabilitatea ca licitatorii sd cumpere bunul
- ti-suma platita pentru bun de cel care va castiga licitatia
- B;-preferintele consumarorului pentru bunul i.
6) Negocieri — x-cantitatea vanduta
- t;-transferul monetar catre vanzator
- t-transferul (negativ) monetar catre cumparator (t;+t,=0)
- 0;=c — costul producatorului
- B,=v —preferintele consumatorului.
Definitia 4
Vom numi mecanism sau contract un anunt de mesaje u=(u iy, ...,/4;) ce apartine spatiului
mesajelor A4 M

Tipul jucatorilor este informatie privatd si de aici mecanismul y,: A4 —YxR", poate s
depinda de =0, ...,0)).

Definitia 5

Vom numi mecanism direct acel mecanism in care spatiul mesajelor este spatiul tipurilor de
jucatori, respectiv M = 0.

Observatie. Un mesaj reprezintd un anunt, o operatiune efectuatd de catre unul dintre
jucatori.

Daca spatiul mesajelor (anunturilor) este @, spatiul tipurilor pentru fiecare jucator, atunci
fiecare dintre acestia 11 anunta tipul — care poate fi cel adevarat sau poate sd minta.

Fie g?s 0,,...,0,) tipurile declarate de catre jucdtori. Atunci definim aceste tipuri prin:
W)=y, (1 (0), unde 1" () = (4] (6] Vseos 1] (0)).

Pentru jocul descris anterior, declararea de catre fiecare jucdtor a tipului real (deci
declararea adevarului) constituie un echilibru bayesian al jocului, dat fiind x’ , un echilibru

bayesian al jocului initial, Vi si ©;.

Teorema (principiul revelatiei) Gibbard, Green-Laffont, Myerson.
Fie un mecanism cu spatiul mesajelor 44 si functia de alocare y,,(.) ce are un echilibru

bayesian y*(-)={ (0, )}, 6, €©,. Atunci existd un mecanism direct revelator y =y, o "

astfel incat spatiul mesajelor este chiar spatiul tipurilor agentilor (jucatorilor), A4 = ©; , si exista un
echilibru bayesian in care fiecare agent accepta mecanismul propus si releva adevaratul tip.

Observatie. Echilibrul asociat (bayesian) poate sd nu fie unic (principiul revelatiei ne asigura
doar de existenta echilibrului, nu si de unicitatea acestuia). Printre acestea se vor gasi si echilibre
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“necredibile”, dar pot fi eliminate prin Tmbogdtirea spatiului mesajelor cu informatii care nu
influenteaza echilibrul real, dar le elimina pe cele necredibile.

Jocuri dinamice in informatie incompleta

In continuare se va introduce un concept nou si anume acela de Echilibru Bayesian Perfect
(E.B.P).

Exemplul 6. Fie jocul dinamic in informatie completa dar imperfecta, reprezentat in figura 6 sub
forma extinsa :

v

Reprezentand sub forma normald jocul descris in figura 38, vom obtine matricea din figura

o) WG

Figura 6

7
2
S” D’
S 2,1 [00
I M |02 |01
D13 |13
Figura 7

Acest joc, sub forma normala, are doua echilibre in strategii pure: (S,S) si (D,D).

Sa determinam care dintre aceste echilibre sunt perfecte in subjoc.

Cum jucatorul 2 nu stie ce a ales jucatorul 1, nu existd subjocuri in acest joc, si in aceste
conditii echilibrele Nash sunt chiar echilibrele perfecte in subjoc.

Totusi, echilibrul (D,D’) nu este credibil, deoarece strategia S’ domind strategia D', deci
jucdtorul 2 fiind rational nu va juca D “niciodata. Deci 1 nu va putea fi amenintat de 2 ca va juca D’
deoarece nu este credibild o asemenea amenintare, deci 1 nu va juca niciodati D. In acest caz unicul
echilibru va fi (§,5).

Echilibrul bayesian perfect
Pentru a defini E.B.P. vom face urmatoarele ipoteze:

Ipoteza I Pentru fiecare multime de informatii, jucatorul care muta (joacd) trebuie sa aiba
anumite presupuneri (credinte) despre ceea ce s-a jucat pana atunci.

Pentru o multime de informatii ce nu este unicd, o presupunere va fi o distributie de

probabilitate asupra nodurilor din multimea de informatii (pentru o multime de informatii date, cu
nod unic, presupunerile jucatorului vor avea probabilitatea 1).
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Ipoteza 2 Date fiind presupunerile lor, strategiile jucdtorilor trebuie sa fie secvential
rationale (cu alte cuvinte pentru fiecare multime de informatii date, strategia jucatorului trebuie sa
fie optimala date fiind presupunerile pe care le are).

Exemplul 7. Pentru jocul descris anterior, Ipoteza 1 presupune ca pentru fiecare multime de
informatii nesingulara (ex. S,M pentru jucdtorul 1), jucdtorul 2 crede cd 1 va juca S cu
probabilitatea p si M cu probabilitatea 1-p.

Date fiind aceste presupuneri, castigurile asteptate daca va juca D’ vor fi: 0-p+1-(1-p), iar
daca vajuca S" I'p+2-(1-p).

Cum Euy(S)p > Eux(D)=1-p, (V) p, rezultd ca jucatorul 2 nu va juca niciodata strategia D".

Ipoteza 2 va elimina posibilitatea ca jucdtorul 2 sa joace (din considerente de rationalitate).

Deci, ipotezele 1 si 2 consista in faptul ca jucatorii fac presupuneri despre modul in care
joaca ceilalti si date fiind aceste presupuneri fiecare jucator actioneaza rational, adica alege acele
strategii care 11 maximizeaza castigul.

Definitia 6 Pentru un echilibru dat al unui joc in forma extinsd o multime de informatii este
»pe calea de echilibru” daca 1i este asociata o probabilitate pozitiva de a fi jucata si ,,in afara caii
de echilibru” daca este sigur ca nu va fi jucata (p=0) de catre jucdtori (aici, ,,echilibrul” poate fi
oricare din cele definite anterior).

Ipoteza 3 Pentru o multime de informatii pe calea de echilibru, presupunerile sunt
determinate prin regula Bayes si strategiile de echilibru ale jucatorilor.

Exemplul 8. Dat fiind un echilibru (de ex. S) jucatorul 2 stie cu probabilitatea 1 ca jucatorul
1 vajuca S.

In ipoteza 2, o strategie mixtd va conduce la faptul cd jucitorul 2 crede ci 1 joacd S cu
probabilitatea q;, M cu probabiliatea q, si D cu probabiliatatea 1-q;-qp.

P(L)

P(LU M))

Atunci: p:qil (conform regulii Bayes: P(L/M) =
q1+492

Deci, notiunea de echilibru Bayesian perfect nu va include doar strategiile jucétorilor, ci si
presupunerile pe care le fac despre strategiile alese de ceilalti.

In multe cazuri, ipotezele 1-3 constituie chiar definitia E.B.P., dar noi vom mai impune o
conditie ce va cduta sa elimine strategiile ce nu sunt credibile.

Ipoteza 4 Pe o multime de informatii din afara cdii de echilibru, presupunerile sunt
determinate de regula Bayes si de strategiile de echilibru ale jucétorilor — daca este posibil.

Definitia 7. Vom numi Echilibru Bayesian Perfect (EBP) o multime de strategii si
presupuneri ce satisfac Ipotezele 1-4.

Exemplul 8
Se considera jocul dinamic in informatie incompleta descris sub forma extinsd in
figura 8.
Observam ca unicul echilibru Nash al jocului este (B,C,D ).

Aceastd strategie si presupunerea ca p=1 satisfac ipotezele 1-3, (de asemenea si 4), deoarece
nu exista o multime de informatii In afara caii de echilibru, deci este echilibru bayesian perfect.
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Totusi, fie strategia (4,C,S’) cu p=0, care este un echilibru Nash deoarece nici un jucator nu
este tentat sa devieze de la ea.

Figura 8

Deci nu este suficient sd avem indeplinite doar ipotezele 1-3, deoarece acestea nu garanteaza
ce se intamplad pentru multimile de informatii din afara caii de echilibru.

Observatii
1. In cazul E.B.P., ipotezele 1 si 2 sunt echivalente cu faptul ca nu exista strategii strict
dominate pentru cu orice multime de informatii.
2. Ipoteza 4 arata faptul cd jucatorii nu pot ameninta cu a juca strategii strict dominate.

Una dintre cele mai importante categorii de jocuri dinamice in informatie incompleta o
reprezinta jocurile de semnalare.

Jocuri de semnalare

Un joc de semnalare este un joc dinamic in informatie incompleta ce presupune doi jucétori:
Emitatorul (E) si Receptorul (R) (sau Leader-Follower).

Jocul are urmatoarea desfasurare:
Natura alege tipul ¢ al emitatorului din multimea de tipuri posibile 7={?,,...,t,}si
probabilitatile asociate fiecariu tip ¢;: p(¢;)>0, > p(t)=1.
Emitatorul observa ¢ si alege un mesaj m; din multimea mesajelor M={m,...,m;}.
Receptorul observa m; (nu si t;) si alege o actiune a; din multimea actiunilor posibile
A={ay,...,a;}.
Se determina castigurile : Ug(t, mjai), Ug(t,m;,ax).

Observatie In multe aplicatii 7,M si A sunt intervale din R, (nu doar multimi discrete cum
am observat aici).

Acest tip de jocuri este foarte folosit Tn economie:

-Spence (1973) a oferit un model de semnalare pe piata fortei de munca;

-Myers-Maylef (1984) - au elaborat un model de investitii (emitatorul - firma ce doreste
capital, receptorul — eventualul investitor);
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-Vickers (1986) — model al politicii monetare (emitdtorul fiind Banca Nationald. si
receptorul piata fortei de muncd)

In continuare vom defini diverse tipuri de echilibru ce pot apare in aceste conditii. In figura
9 este reprezentat un joc de semnalare:

a; a

R

m,; E m;
p
A A
natura
a| ’ a|
P

R m,; E m;

A A
Figura 9

Astfel, vom avea:

e Multimea tipurilor, 7= {t,,t} ;

e Probabilitatea cu care Natura alege tipul Emitatorului, p{t¢;!=p;
e Multimea mesajelor: M={m;,m;};

e Multimea actiunilor receptorului este A={a;a.}.

Reamintim ca o strategie a jucétorului 1 este datd de un plan complet de actiune — in raport
cu tipul posibil.

In jocurile de semnalare, o strategie purd pentru Emititor (E) este m(t;) in care se specifica
mesajul pe care il va emite In raport cu tipul sau, iar o strategie purd pentru Receptor (R) este o
functie a(m;) in care se va specifica ce actiune se va alege in raport cu mesajul emis.

In jocul descris anterior exista 4 strategii pure pentru E si 4 strategii pure pentru R:

1. E; — joaca m; daca este de tipul ¢, si joacd m; daca este de tipul ty;
E, — joaca m; daca este de tipul ¢, si joaca m, daca este de tipul 7,;
E; — joaca m, daca este de tipul ¢, si joaca m; daca este de tipul #,;
E4 — joaca m, daca este de tipul ¢; si joaca m; daca este de tipul ¢;

2. R; — joaca a; daca observa mesajul m; sijoacd a; daca observa mesajul m;;
R, — joacd a; daca observa mesajul m; si joacad a, dacd observa mesajul m;;
R3 — joacd a; daca observa mesajul m; si joacad a; daca observa mesajul m;;
R4 — joacd a, dacd observa mesajul m; si joaca a, daca observa mesajul m..

E; si E4 = se numesc strategii grupante (deoarece fiecare tip emite acelasi mesaj);
E; si E; = se numesc strategii separatoare deoarece fiecare tip emite mesaje diferite.

Observatie In jocurile cu mai multe tipuri existd posibilitatea sa avem si stategii “partial
grupate”, respectiv “partial separatoare” (semiseparatoare).

In jocul descris anterior, o stategie mixtd (sau hibridd) presupune ca: ¢; alege m;, dar ¢, alege
cu o probabilitate (p) mesajul m; respectiv cu probabilitatea (/—p) mesajul m;.
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Pentru jocurile de semnalare vom defini Echilibrul Bayesian Perfect (aceasta presupune sa
reformulam ipotezele 1-4 pentru acest tip de joc)

Is; Dupa ce observa un mesaj m; din M, R face presupuneri despre tipul ce a emis
m;. Dacd notdm presupunerile cu p(t/m;), cu p(t/my)>0 (V)t;in T si z P(t;/m;)=1

Ir> Pentru fiecare m; din M, actiunea actuald a R, (a (m;)) va thaximiza utilitatea asteptata a
R, date fiind presupunerile sale asupra tipului ¢; ce a emis mesajul m; , (p(t/m))).

Astfel: a*(mj)z argmax ), p(ti/mj ) Uy (t,.,mj,a‘,
a_]-eA tjeT
Is; Oricare ar fi t;, mesajul lui E, (m*(t,»)) va maximiza utilitatea asteptatd a E date fiind
strategiile a*(mj) ale R.
Astfel: m*(ti)=argmaxUE(ti,mj,a*(mj))
mjeM
Ig; Pentru fiecare m; din M, daca exista ;7T astfel incat m*(t,-)ij, atunci presupunerile R
despre multimea de informatii corespunzatoare lui m; trebuie sa se determine conform regulii Bayes
si strategiilor E:

P(ti)

liim; )= > plt;)

t;eT
Definitia 8. Un E.B.P. in strategii pure pentru un joc de semnalare este o pereche de

strategii m (1) si a*(m_,) st de presupuneri p(t;/m;) ce safisfac (Is;), (Irz), (Is2) si (Is3).

In raport cu strategiile E, echilibrul poate fi grupant sau separator.

Exemplul 9
Se considera jocul de semnalare descris in figura 9.
13 2,1
a a
[p] 4 [q]
S D
0,5 b
4,0 0,0
¢ N
24 a a 1,0
0,5
[1-p) S b D [1-al
b
0,1
. 12
Figura 9

Exista 4 tipuri de E.B.P. 1n strategii pure posibile:
1) grupatinS;

2) grupatin Dy

3) separat, cu ¢,-S, t-D;

4) separat cu t;-D, t,-S.

ege v,

1) Presupunem ca echilibrul pentru E este (S,S), cu (m’m”) reprezinta faptul ca ¢; alege mesajul
m’iar t, alege mesajul m "’
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Atunci multimea de informatii corespunzatoare lui S este o cale de echilibru, iar
presupunerile R vor fi (p, /-p) determinate prin regula Bayes si strategiile E: cu p=0,5, probabilitate
apriori.

Date fiind aceste presupuneri, cel mai bun raspuns al R este sa joace a (cu castigurile 3 sau
4).

Totusi trebuie sa analizdm modul in care R va reactiona la strategia D.

Pentru tipul t; Daca raspunsul lui R la D este a, atunci castigurile lui E vor fi mai mari
decat daca arjuca S (2>1).

Daca raspunsul este @, atunci Emitétorul va castiga 0, mai mic decat 4.

Sa detemindm probabilitatea ¢ astfel incat orice echilibru sé fie ((S,S),(a,b)).

ur((S.S), a) = ug((S.S),b) = (0,5-1)-q+0,5-0(1—q)=0,5-0-g+2-0,5(1-q) —

0,5-q=1-q, 1,5.q=1, q=2/3

Deci pentru g < 2/3, Receptorul va alege sd joace actiunea a.

Deci a este optimal pentru R pentru orice ¢ < 2/3, si de aici rezultd ca echilibrul grupant

este [(L,L),(a,b), p=0,5; q].

2) Pentru tipul t, : g=0.5
a(t;) At
S 0,5 = BR(R) - cu castigul 0 pentru (?;)
za(t;) - cu castigul 1 pentru (2,).

Dar ¢, castigad 1 jucand S,
1-:0,5<2-0,5 deci pentru R este optimal sa joace a.
Acesta conduce la castigurile de - 0 pentru (¢/)
- 1 pentru (22).
Deci (D,D) nu poate fi echilibru deoarece este dominat de strategia (S,S) .

3) echilibre separatoare :

t1-S

t2-D

Atunci ambele se gasesc pe calea de echilibru rezulta p=1 si g=0.
q=p(t/D)=p(t))

Py _05_
SPt) 05

t.eT

P(t,/S) =

q(t;/D)=0 (deoarece tipul 1 anuntd S)

Sa vedem dacd pentru E este optimal sa devieze de la aceste strategii. Daca tipul 2 deviaza si
alege S, atunci castigul nu va fi 1, ci 2 deoarece si jucatorul 2 va devia si va alege a, deci acesta nu
este un E.B.P.

4) echilibre separate

t;-D, t,-S

p=0 q=1I

In aceste conditii B.R. pentru R va fi (a,a), iar castigul pentru E va fi de 2. Sa verificim
dacd a devia este optimal:

t;anuntd S = R vajuca a, cu castigul lui E de 1. Deci nu este tentat sd devieze.

t; anuntd D = R va juca b, cu castigul lui E de 1. Deci nici aici nu este tentat sa devieze.
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