Capitolul V

TEORIA FIRELOR DE ASTEPTARE

Consideram un sistem in care se executd o anumita activitate sau se efectueaza un
anumit serviciu. Uneori apare un consum de timp inutil si nedorit al obiectelor sau
persoanelor asupra cdrora se executa activitatea sau serviciul, datorat fie servirii prea
lente, fie numdrului prea mic al punctelor de servire, in acest fel luand nastere
fenomenele de asteptare.

Fenomenul de asteptare constituie unul dintre aspectele negative ale organizarii si
desfasurdrii activitatii in multe ramuri ale economiei. Aceste fenomene sunt generate de
modul in care actioneazd (la timp sau cu intarziere) diferiti factori de productie,
ineficienta lor conducand la fenomene de aglomerare si la deregldri ale proceselor de
productie.

Fenomenele de asteptare iau nastere in:

- porturi;

- punctele de descdrcare/incdrcare a vehiculelor;

- sectiile in care utilajele asteapta prea mult inainte de a fi reparate;

- benzinarii;

- magazine;

- spitale;

- circulatia pe calea ferata.

Teoria firelor de asteptare permite modelarea matematica si interpretarea
problemelor de asteptare in sensul obtinerii anumitor reguli de functionare optimd a
procesului considerat, tinand seama de restrictiile obiective existente.

Analiza si optimizarea functiondrii diferitelor sisteme de asteptare poate porni de la
diferite criterii precum: timpul de asteptare, pret - cost, rentabilitatea sistemului.

5.1 Elementele unui proces de asteptare
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a) Clientii = obiecte sau persoane asupra carora se executa o anumita activitate
sau serviciu.

Sosirile clientilor in sistem se presupun in general intampldtoare si independente.
De asemenea, se presupune cd sosirile urmeazd o lege de tip Poisson, deci numarul de
sosiri succesive in unitatea de timp este o variabila aleatoare repartizatd Poisson. In
acest caz se demonstreaza (cu ajutorul testelor de verificare a ipotezelor statistice) ca
intervalul dintre doua sosiri succesive este o variabild aleatoare repartizata exponential
negativ.

A = numarul mediu de sosiri pe unitatea de timp;

1/ A = intervalul dintre doud sosiri succesive; no_-A
. . Y . Ae
Probabilitatea ca la un moment dat in sistem sa avem 77 sosiri este —
. . .o s ey TR n!
Clientii pot proveni dintr-o populatie infinita sau finita.

b) Statia de servire (s)= instalatia sau persoana care serveste la un moment dat
un singur client. Statiile de servire pot fi plasate in serie sau in paralel.

Durata serviciului poate fi determinista sau aleatoare. In calculele ce urmeaza
vom considera ca este o variabild aleatoare, continud, independenta de la o servire la
alta si independentd de numarul sosirilor. Vom considera ca legea ei de repartitie este
exponential negativa cu media 1/ u.

Prin urmare : g = numdrul mediu de clienti serviti de cdtre o statie in unitatea de
timp, iar 1/p = durata medie a servirii.

C) Firul de asteptare (coada) se formeazd ca urmare a unui ritm mai mare al
sosirilor in sistem fatd de ritmul de lucru al statiei. O parte dintre clientii aflati “la
coadad” pot refuza serviciul ca urmare a existentei timpului de asteptare.

d) Disciplina de servire. Majoritatea sistemelor lucreaza dupd disciplina FIFO
(primul sosit= primul servit) . Mai existd si unele sisteme care lucreaza cu prioritdti
sau la intamplare.

e) Factorul de serviciu (sau factorul intensitate de trafic) p=A/y = raportul
intre numarul mediu de sosiri si numarul mediu de serviri in unitatea de timp. Indica
posibilitatea sistemului de a face fata solicitarilor. Sistemul se considera a fi
supraaglomerat daca :

- pentru s = 1 (sistem cu o singura statie de servire) avem p>1=i>u

-pentrus>1 = p* :£=i21

s S-u

f) Modul de servire a unitdtilor in sistem poate fi :

- individual: o unitate este servitd o singura data si paraseste definitiv sistemul;

- in bloc: sunt servite toate unitatile ce asteaptd pana la un anumit numar stabilit
anterior;

- in masa: statia lucreaza continuu pe anumite intervale de timp.

Regimul de lucru al sistemului este STATIONAR: volumul intrdrilor si iegirilor nu
depinde de momentul observarii.
Ritmul de servire poate fi constant sau variabil dar cu densitatea cunoscuta.

g) Caracteristicile ce se evalueazd in analiza sistemului de asteptare:
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N = numdrul mediu de clienti aflati in sistem;
F = numadrul mediu de clienti aflati in firul de asteptare;

e S= numadrul mediu de clienti aflati in curs de servire (sau numarul mediu al
statiilor ocupate);

. L= numarul mediu al statiilor neocupate;

. ¢, = timpul mediu de asteptare la coads;

S
. 1, = timpul mediu de asteptare in sistem (inclusiv servirea).

5.2 Modelul de asteptare cu o statie de servire si sosiri dintr-o
populatie infinita

In ipotezele ficute anterior asupra functiondrii sistemului, vom analiza modelul
pornind de la momentul initial ¢ = 0.

Numarul de statii al sistemului s = 1.

Notdm cu At > 0 momentul in care inregistrdm o sosire;

Aup = probabilitatea de a avea o sosire la momentul 4¢ > 0.

Din ipoteza ca sosirile sunt Poissoniene rezulta ca timpul dintre doua sosiri succesive in
sistem este o variabild aleatoare repartizatd exponential negativ de parametru %, avand
densitatea de repartitie :

Ae™ x>0

fix) =
&4 {0 ,x<0culd>0

Avem atunci :

b —AAt
Amv:/lfe dx=1-e

Dezvoltand in serie in jurul originii functia ¢ ** obtinem:

2
Ay = 1 - [1-2A1 + M;‘—i)+...]=ﬂ-4|t+9m,),
. o . o(A) .
Unde 6(t) are proprietatea c& [im—4 =0.
At—0

Notdm cu: Ar #+4r) = probabilitatea de a inregistra o sosire in intervalul de timp

(t t+ At). In ipotezele stabilite avem:
t+At

y) J.Q_de S GOV (1- e—,w)
/7

!

At tr 2=
adica

A tran=[1-Aw] - Aay-



Deci probabilitatea de a inregistra o sosire in intervalul de timp (¢ t+A4t) este
egald cu probabilitatea de a nu avea nici o sosire la momentul ¢ si (inmultitd cu)
probabilitatea de a inregistra o sosire la momentul At

Analog se calculeaza probabilitatea ca o unitate sda pdrdseasca sistemul la un
moment dat 4¢> 0 si pe care o notam :

B, =p-A+6

(A) (At)
Aceste ipoteze ne permit sa exprimam probabilitatea ca la momentul (¢ + At) in
sistem sa avem £ unitati (clienti):

Pn(t+At) :Pn—](t) 'A(Az)[l_B(At)]"'Pn(,)[l_A(Az)][l_B(At)]

+Pn+l(z)[1_A(At)]'B(At)+9(At) (1)

Relatia (1) s-a obtinut din faptul ca probabilitatea ca sistemul s3 se afle in starea
S» (s existe n unitdti in sistem) la momentul (¢ + Af) este suma urmdtoarelor
probabilitati:

- probabilitatea ca la momentul ¢ sistemul s3 fie in starea S,; si de la tla Atin
sistem sd soseasca o unitate si sa nu plece nici una:  Po-1pAuol1-Buel;

-probabilitatea ca la momentul ¢ sd fim in starea S, si in intervalul (¢, t+4t) sa
Nu soseascd Si sa nu plece nici o unitate: Puy [1-Aunl[1-Bunl;

-probabilitatea ca la momentul ¢ sd fim in starea S,.; si de la tla At sd nu
soseascd nici o unitate si sa plece una singurd: Py.1w/1-Awt/Buwy;

-probabilitatea ca in intervalul (¢ ¢+A4¢) numarul unitdtilor din sistem s3 varieze
cu mai mult de 1: 6.

Pentru n21, inlocuind pe At Si Ban , in (1) se obtine:
Pn(t+At) = P;H(z)[/1 : At+9(At)][1 — uAt _‘9(41)] +
P [1=A-A-0,, [[1-puM-06,, |+
+ B [1-A- =0, ][ uA+0,,]+6,,,,

si ordonand dupad puterile lui Ar:

Pn(t+At) n-1(1) A At+P(t)[1 (ﬂ‘+ﬂ)At+P+l(t)ﬂAt+‘9(At)’ Sau

anm) - Pn(t) ZP
At ~1(t)

0/41[)
—(A+u)P, i) T UP, )+ A—Z

Facand pe At sa tinda la 0, cel de-al doilea membru al egalitdtii are limitd, de
unde rezultd cd si membrul stang are limita si obtinem:

dP

# APy —(A+p)P,, +pu-P,, n=l. (2)

Pentru n = 0 obtinem o ecuatie speciald daca exprimam pe Py + -

Ponmu = O(t)[l_A(At)]+Pl(t)[1_A(At)]°B(At) +0(At)’



si procedand ca in cazul 7> 1 vom obtine:

P, -P 0
(t+A4t) 0¢t) (At)
At =~AB B At
Facand pe A4t sa tinda la 0 se obtine:
dpo(’) —AP, P 3
i oy TH L 3)

Ecuatiile diferentiale (2) si (3) sunt ecuatiile de stare ce caracterizeaza sistemul
de asteptare. Rezolvarea acestor ecuatii ne permite sa determindm probabilitatea ca la
un moment dat in sistem sd avem 77 unitdti, #,»). Aceasta probabilitate va fi determinatad
in cazul regimului stationar de functionare (sau al echilibrului static) caracterizat de
faptul ca:

dP,(t
lim )

=0, n=0,12,...
f—0 d

In aceast3 situatie, Pow = pn, N=0, 1, 2,... si sistemul de ecuatii diferentiale (2),
(3) se reduce la un sistem de ecuatii algebrice liniare de forma:

—py + 1p; =0 ,n=0 (41)
Ap o —(A+ W, + ., =0, n=12,... (42)

sistem usor rezolvabil.
Dln (4'2) @nl n:@n_WnH 22}1:2”4_])”:1,2,3,-..

Zn+1

41)=>z = /1p0+,upl—0 =z =0,n=123,...,

si de aici
A n
pn:;'PH=p-pn,1,n=1,2,3... = Pa=pP" " Po
Daca p <1 ,00 se determind astfel:
1
Zp — §|deoareceZPn—1:>1—Po 2,0 =Py =P =1-p
n=0 _,0 n=0 l_p

Determinarea parametrilor modelului
a) Numdrul mediu de unitéi din sistem (N )

Numarul de unitati din sistem (A) este o variabila aleatoare discreta descrisa astfel:

0 1 2 n
N:
Po p/ pg pn }



Valoarea medie a lui NV este:

N=Ynp,=>np"-p,=ynp(-p)=(1-p)>.n-p"
n=0

n=0 n=0

N=(-p)0-p°+1-p' 42-p* +...4n-p" +..) =

n=0

=(I-p)-p-A-p°+2-p' +...4n-p" " +..)=

dip'+p*+...+p" +... d 1
—-p) p LTI HD gy (DL
dp dp 1-p
=(-p)-p-
(1-p)’°
N: p . p:i
I-p u

b) Numérul mediu de unitdti din firul de asteptare (F )

Numdrul de unitati din firul de asteptare este o variabild aleatoare discretd
descrisa de distributia de probabilitate:

0 1 2 . n
bothh Py Ps oo Pua

F=M(F)=0-(py+p)+y.n p,,=>np"'(1-p)=

n=1 n=l1

=(1-p) Y n-p"™ =(1=p)-p’ Y n-p" =(=p)-p’Q_p")=
n=1 n=1 n=0

1 5 1 p’
=(1-p)-p’(——)=(1-p)-p’- =
I=r (I-p)* 1-p
SF=pN=L- N
A p

c) Numérul mediu al statilor ocupate (S) este o variabil§ aleatoare discretd
descrisa prin:

0 1
s, )
Py ]',00

S=M(S)=1-p,=1-(1-p)=p.
Sindicd procentul mediu de ocupare a statiei.

d) Numérul mediu al statiilor libere (L)
Din L+S=1=>L=1-S=1-p
T

o statie



e) Timpul mediu de asteptare in fir inainte de a fi servit (t?)

A
—_F__r R R
TOA Ml-p) Ml-p) pl-p) u

f) Timpul mediu de asteptare in sistem (1, ) este suma dintre timpul de asteptare
in fir i durata de servire:

g) Un indicator frecvent utilizat in analiza sistemului de asteptare este
probabilitatea ca o unitate sa astepte in fir un timp superior unui timp dat w, P> w).

Pit>w)=p-e"""

In particular , probabilitatea ca o unitate s3 asetpte inainte de a fi servitd este
Pit>0)=p = factorul de servire,

iar probabilitatea ca o unitate sa nu astepte este
I-P(t>0)=1-p sau PIN=0)=p,=1-p

5.3 Modelul de asteptare cu mai multe statii de servire si unitati
provenind dintr-o populatie infinita
Schema generala a sistemului:
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Populatia
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Fir de asteptare
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S

Sistemul de agteptare

Figura 5.2

Ipoteze:

In sistem exista s statii de servire. Disciplina de servire este FIFO. Firul de
asteptare este nelimitat, sosirile sunt aleatoare si urmeaza o lege tip Poisson de medie
A

Durata medie a servirilor este o variabila aleatoare cu distributia exponential
negativa.



Problemele noi ce apar in cazul acestui model vizeaza determinarea numarului
minim de statii necesare sistemului pentru a desfdsura activitatea in conditii optime
pentru solicitanti si cu cheltuieli cat mai mici pentru intretinerea in stare de functionare
a sistemului.

In cazul acestui model, factorul intensitate de trafic se determina cu relatia:

p*=£, unde p=i.
s U
Dacd p'<l1 ,sistemul este dimensionat corespunzitor, putdnd face fat3
solicitarilor; dacd p“>1 sistemul este aglomerat.
Pentru a obtine acest model exprimdm mai intai:
- probabilitatea ca intr-un interval de timp A¢ > 0 s avem o sosire in sistem:

- probabilitatea ca o unitate sa paraseasca o statie este:

B(A,) =,u~At+t9(A,).

Presupunem ca in sistem se gdsesc 7 unitdti . Avem de analizat doud situatii:

a)0=sn<s
In acest caz fiecare din cele n unitdti poate pardsi sistemul intr-un interval de
timp At cu probabilitatea:

B, 4 =1-[1-B,,]"=n-B,,+6,,,.
b)n=s
Toate statiile sunt ocupate. Probabilitatea ca o unitate sa pdrdseasca sistemul va
fi:
Bn(Az) :S'B(At) ‘Hg(m),i’l =S,S+1 .....

Pentru a exprima in cele doud cazuri probabilitatea Pyirapy , descompunem
evenimentul in urmatoarele evenimente incompatibile:

- probabilitatea ca la momentul ¢ in sistem sa fie /7 unitati si in intervalul (¢ t+A4t)
sa nu aiba loc nici o sosire, nici o servire;

- probabilitatea ca la momentul ¢ in sistem s3 fie n-1 unitdti si in intervalul
(t t+At) sa se produca o sosire si nici o plecare;

- probabilitatea ca la momentul ¢ in sistem s3 fie n+7 unitdti si in intervalul
(L t+At) sa se produca o plecare si nici o sosire;

- probabilitatea ca numarul unitdtilor din sistem sa varieze cu mai mult de 2
unitati in intervalul (¢ t+At).

Obtinem :
])rl(t+[v):Pn—1(t) (At)[l 1(4)]"' (t)[1 A(At)][l (At)]+ +1(t)[1 Ar)] n+1(At) (Ar)

Particularizand in functie de situatiile a) si b) si prelucrand relatia obtinem:

Py =P i’
a) ( At)At (0 =4 an) (A+n-u) n(t)+(n+1)ﬂ n+l(t)+27‘t)’n:1’2’“s_

Py —F, )

At
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Pentru n = 0:

P, -P 0
(t+A4t) 0cr) (At) .
y ——/1P0(t)+,u,le+7, Si pentru At —0
obtinem:
dP,
o _
dr ~A- By + 1B,

Pentru n > 0:

@ B 1)~ (it IR+ (0 g Pt )n =51

b)dPn([) :/’l-f;_l([)—(/1+S'/J)Pn(t)+s'1u'P,H.](t)!n:S!S+l""

dt
Presupunand cazul regimului stationar in care
dP
lim— =0
-0 At !

obtinem ca probabilitdtile starilor verifica sistemul ecuatiilor algebrice de stare:

—A-po+u-p =0 (5.1)
Appy—(A+n-p)p,+(n+Dpp,,, =0,n=Ls-1 (52) (5)
APy —(A+sp)p, +sup,., =0,n=s,5s+1,... (5.3)

n

Rezolvare:
Din  (52)=p, =2 p, =L p n=123..5-1.
n n!
Dacd in (5.3) facem pe 1 = sobtinem

1
Psa=—M(A+s pu)p,—A-ps]=""P¢"
S U 58!

Inlocuind apoi pe n = s+1, s+2,..., se obtine

n

S+7
_P __ P _
Psir = r /.pO’Sau P, = ) NS .pOJn_S)S'i_L---
AR Y SIS
Avem deci: ~
Lpo: 0<n<s
n!
pl’l= n
< pnfspo nzs
sls
G




Caracteristicile sistemului

a) F
0 1 2 n

F:
0+P1+P2+... +Ps Ps+1 Ps+2 ... Ps+n ..

FZM(F)zl'ps—kl+2'ps+2+“‘+n'ps+n +

Din calculul p, se deduce cd

5 *

N () _ PP
F - n—zs-H (n S)p” - po ' ngﬁl (n S) 0 S! (1 ,D )

F = derivata unei serii geometrice care este convergentd daca ratia p*<1.

0 1 2 s-1 S
S:
o  P1 P2 . Ds1 1-(PotPi+...+Ps1)

— A
S=M(S)=p +2p,+...+(s-1)p,_, +S[1-(po+p1+---+ps.,)]=p=;

C) N
N=F+L ©=> N=F+S=F+5-L=F+p

d) Numarul de statii libere (L) este o0 variabila aleatoare ce satisface relatia:
S+L=s = L[=5-S=5-p.
— F
e)r, =—.
)i =

f)r =1, +

tl»—
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5.4 Exemple numerice

Exemplul 1

Intr-un schimb de 8 ore la un atelier de reparatii auto sosesc in medie 5 masini
defecte. Deservirea este fdcutd de un singur mecanic. Sosirile sunt poissoniene iar
serviciul exponential negativ. Mecanicul repara in medie 0,9 masini/ora.
Sa se determine :

a)i,.i F;

b) Suprafata necesara pentru parcarea masinilor defecte stiind cd pentru o masina sunt
necesari 6 m?%;

¢) Probabilitatea ca in atelier sd existe cel mult 2 masini;

d) Probabilitatea ca mecanicul sa nu aiba ce lucra;

e) Care este procentul mediu de ocupare al mecanicului la nivelul unui schimb;

f) Probabilitatea ca la un moment dat in atelier sa existe cel putin 3 masini.

Rezolvare:

Sistemul are o singura statie , sosirile dintr-o populatie infinita.
A = 5 masini/8 ore=0,625 sosiri/ord L
M = 0,9 masini /ora } = PV H=069<

a) F =p%*/1-p=1,536 masini = 1, =-—-=1,536/0,625=2,45 ore

NRSY

1 :E +i =2.45+1/0,9=3,55 ore
7

In firul de asteptare in medie se afl§ 1,536 masini care asteaptd 2,45 ore pand
sa fie servite, iar in total petrec in sistem 3,55 ore.

b) N = IL =F+S=1536+0,69=223 masini = 2< N <3=suprafata necesard este
-p
de 3-6=18 m’.

c)

1_ 3
Py =Pot P+ Py =po+p Pyt p Py =p(l+p+p)=(1-p) P

I-p

=1-p’=0,657 ~ 0,66

= Exista 66% sanse ca in atelier sa existe cel mult 2 masini.

d) P

i) = Do =1= p=031=1n 31% din cazuri atelierul este gol.

e) S = numarul mediu de masini in curs de reparare = 0,69 =
la nivelul unui schimb mecanicul este in medie ocupat in proportie de 69% din timp.

f) P(—NZ3) =1-P

(N<2

= 0,343.
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